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1 Syntax a sémantika

e aby sa nam neplietli pojmy s dojmami, zopakujme si:

SYNTAX SEMANTIKA
formalne systémy, axiéomy, pravidla interpretacie (pravdivostné ohodnotenia, Strukttry)
dokdzatelnost v systéme (- @) pravdivost pri danej interpretacii (v = ¢)
tautologia (Vo : v | ¢)
teoria T model teorie (v také, 7ze v = Vp € T)
dokéazatelnost v teorii (T F ) tautologické vyplyvanie (T |= ¢ — v = ¢ pre kazdy model T')
sporné tedria T: T - p aj T+ - sporné tedria nemé model
( <= nudna tedria: T ¢ V)

e na tomto cviceni sa budeme pozerat prave na vztahy medzi syntaxou a
sémantikou;

e konkrétne nas bude zaujimat
— korektnost (pri danej interpretécii): - p = E ¢
— 4plnost (pri danej interpretacii): = = F ¢

resp. ich silné verzie

— silnd korektnost (pri danej interpretacii): T =T = ¢
— silnd dplnost (pri danej interpretacii): T = =T F ¢

e pripomenime si eSte, ze pod axiomatickym systémom VL méame na mysli:
— (A o= (v = 9)
— (A2) [p = (¥ = )] = P = ¢) = (¢ = X)]
— (A3) (¢ = ) = (¢ = ¥)
~ (MP)p, o—=v / ¢
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e a pod interpretaciou VL méme na mysli pravdivostné ohodnotenia (val-
uécie), t.j. funkcie v : Form — {0,1} (z mnoziny formal), ktoré kazdej
atomickej formule priradia pravdivostni hodnotu a dalej st definované
indukciou: v(—p) = 1 —v(p) a v(e — ) =0, ak v(p) =1 a v(yh) = 0,
inak v(p = ¢) =1

e tautologie st vzdy pravdivé tvrdenia, t.j. v(¢) = 1 Vo

Korektnost a aplnost vyrokovej logiky

e korektnost sa dokaze indukciou od dizky dokazu: A1, A2, A3 su tautologie
a MP ,prenaSa tautologickost®, t.j. z dvoch tautologii odvodim zase len
tautologiu

e to, ze Al, A2, A3 su tautoldgie dokdzeme bud tabulkou, alebo sporom:
e pre A2: predpokladajme, Ze existuje v také, ze v(A2) = 0 a vyuZime, Ze

v(p = ¢q) = 0 iba ak v(p) = 1 a v(g) = 0; musi teda byt v[p — (¥ —

X =1av[lp—=v)=(p—=x)]=0tjv(e—>v)=1av(ip—Xx)=0,
¢ize v(p) = 1 a v(x) = 0; dosadenim do v(¢y — ) = 1 dostaneme, Ze
v(10) = 1, ak hodnoty pre ¢, 9, x dosadime do prvej ¢asti, dostaneme spor

e uplnost sa dokaZze tazsie (pozri prednasku), tu si ukdZeme iba demo na
konkrétnej formuly ¢

e uz sme si dokézali tieto tvrdenia:

) a — ——a; o zavedeni dvojitej negacie

) a— (b — a); ak plati dosledok, implikacia plati

V2) —a — (a — b); ak neplati predpoklad, implikacia plati
)

V6) a — (-b — —(a — b)); ak plati predpoklad a neplati dosledok,
implikacia neplati

e uvedomte si, ze Al, V2 a V6 popisuju celi tabulku implikacie!

e na dokaz vety o taplnosti eSte potrebujeme metavetu o neutralnej formule:
TYyhFepaTl ko = TFoe

tato metaveta formalizuje dokaz hrubou silou: ak mam napr. formulu ¢,
ktora sa sklada len z atémov a, b, c, ak vyskuSam vSetky moZnosti a
dokazem, ze

a,b,ck ¢ a,—b,ck —a,b,ck —a,—b,ck @
a,b,7ck a,—b,-ck @ —a,b,ck @ —a, b, ck ¢

tak F ¢ (bez akychkol'vek predpokladov)

demo pre formulu ¢ = —=(a = b) = (a — —b)



e ¢ je tautologia:

a|b|l-b|2a—b|3 (a—=b)|4da—-b]|5y
1|1 0 1 0 0 1
110 1 0 1 1 1
0|1 0 1 0 1 1
0|0 1 1 0 1 1

e zalnime prvym riadkom a predpokladajme a,b; budeme postupovat po
stpcoch zlava doprava a ak je v stlpci 1 1, dokdZeme a,b - 1, a ak je
tam 0, dokdZzeme a,b F —:

a,bk —=—b (z predpokladu b zavedenim dvojitej negacie (V4-+MP))

a,bkFa—b (ked'Ze plati b, implikacia plati (A1+MP))

a,bk —-(a—b) (z 2. zavedenim dvojitej negacie)

a,bk —(a — —b) (plati predpoklad ale nie désledok, pouzijeme vetu V6)

A el S

a,blk (z 3.: neplati predpoklad, takze plati implikacia (V2))
pre istotu rozpiSme, ako sme dostali bod 5.:

3. a,bk-n(a—b)
a,bk--(a—b) = [~(a = Db) = (a = )] (V2)
5. a,bk(=(a—=b)) = (a — —b) (MP)

e druhy riadok: predpokladajme a, =b a dokdzme ¢:

1. a,~bk b (predpoklad)

2. a,~bFk —(a—D) (plati predpoklad, ale nie dosledok — V6)
3. a,— bk -(a—Db) (uz mame)

4. a,~bF (a— —b) (ak plati —b, vyplyva z hoci¢oho (A1))

5. a,- bk (ak plati dosledok (4.), vyplyva z hoci¢oho (A1))

e podobne vieme dokazat ¢ z predpokladov —a,b a —a, —b; z metavety o
neutralnej formule je ¢ dokazatelné

e toto demo sme robili pre konkrétnu formulu ¢, ale rozmyslite si, Ze takymto
pracnym sposobom vieme dokazat aktukol'vek tautologiu

e kazda tautolégia méa pravdivostnu tabulku ako ¢ na zaéiatku strany, kde
posledny stlpec st samé jednotky

e jednotlivé stipce tabulky budu nejaké o1, g, ..., om tak, e ¢ = @, 7e
kazdé ¢; je bud atéom, alebo tvaru —p; alebo tvaru ¢; — ¢y, pre j, k <

e dokaz bude vyskuSanim vSetkych moZnosti; postupne pre kazdy riadok
tabulky zostrojime dokaz (z patri¢nych predpokladov)



e kazdy riadok dokazujeme postupne (indukciou od zloZitosti formuly ¢);
pre kazdy stlpec dokdzeme bud ¢;, ak je v danom stIpci 1, alebo —p;, ak
je tam 0

e dokaz potom kopiruje nase vypliianie tabulky: ak sme v stipci p — ¢
napisali 1, lebo v stlpci p bola nula, tak niekde skor sme uz dokazali —p a
z toho odvodime p — ¢ vdaka V2; ak sme v stlpci p — ¢ napisali 0, lebo
v stlpci p bolo 1 a v stlpci ¢ nula, tak niekde skor sme uz dokézali p a —g
a pomocou V6 dokazeme —(p — ¢q)

e tloha: viete najst kratsi dokaz vety 7

Iné interpretacie a nezavislost axiom

e mohli by sme uvazovat trojhodnotovi logiku: pravda, nepravda a ,,neviem®

p‘—\p —>‘017
0 1 01 1 1
1] 0 110 1 7
21 2 212 1 2

e je vyrokova logika (VL) korektna aj pri tejto interpretécii? t.j. nech ¢ je
tautologia (=3 ¢), ak v(p) = 1 Vv : Form — {0, 1, ?}; platiF ¢ = =3 ¢?

e da sa vo VL napisat formula ¢(X), ktora je pravdiva iba pre v(X) =7

e alebo by sme mohli uvazovat trojhodnotovu logiku: pravda, nepravda a
»hezmysel*

p‘ﬁp —>‘O 1 1
0] 1 o1 1 1
110 170 1 1L
1| L S I e T

e je VL korektna pri tejto interpretacii?

e ukdZme si eSte, ako sa pomocou réznych interpretacii da (meta)dokazat,
7e v nejakom systéme nieco nejde dokazat

e uvazujme interpretaciu f : Form — {0, 1,2}, definovant induktivne, pri¢om
logické spojky interpretujeme nasledovne

p‘ﬁp —>‘012
0] 1 010 2 2
111 112 2 0
210 210 0 O

e budeme hovorit, Ze formula ¢ je fialova, Er ¢, ak f(¢) = 0 pri kaZdom
ohodnoteni f : Form — {0,1,2}
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da sa dokazat, Ze axiomy A2 a A3 su fialové a MP prenasa ,fialovost®,
6., ak f() = 0 a f( — v) = 0, tak aj f() = 0; preto

Metaveta 3.1 (o fialovosti) Vsetky formuly vgrokovej logiky dokdzatelné
iba z axiom A2 a A3 (bez A1) su fialové.

tiez sa lahko presvedéime, Ze A1 nie je fialova! (vezmime napr. ohodnotenie
f(p) =0a f(q) =1, potom f(p — (¢ —p)) =2)

z toho ale vyplyva, Ze vySkrtnutim axiémy Al dostaneme netuplny systém
— bez Al vieme dokazat len fialové tautologie a existuju aj tautologie,
ktoré nie st fialové (napr. Al)

z A2 a A3 nevieme dokazat ani Al (nie je fialova) ani —A1l (to zas nie je
tautologia); hovorime teda, Ze Al je nezdvisld od A2 a A3

podobne vieme dokézat, ze A2 je nezavisla od ostatnych axiom — uvaZzujme
interpretaciu r : Form — {0, 1,2}, pricom logické spojky interpretujeme
nasledovne:

p‘ﬁp —>‘012
0] 1 00 2 1
110 110 2 0
21 210 0 O

budeme hovorit, Ze formula ¢ je ruzova, =g ¢, ak r(¢) = 0 pri kaZdom
ohodnoteni r : Form — {0, 1,2}

da sa dokézat, ze axiomy Al a A3 st ruzové a MP prenasa ,ruzovost”, t.j.

Metaveta 3.2 (o ruzovosti) Vsetky formuly virokovej logiky dokdzatelné
iba z axiom Al a A8 (bez A2) su ruZové.

av8ak samotnd A2 ruZzova nie je a preto systém bez A2 je neuplnyg; A2 je
nezévisla od Al a A3

skuste dokazat, ze aj A3 je nezavisla od Al a A2

Iné axiomatické systémy

ozna¢me systém VL 2 a uvazujme novy axiomaticky systém 98:
- (A) o= (¥ = ¢)
- (A2) [p = (b = x)] = [(p = ¥) = (¢ = X)]
— (A3) (¢ = =) = [(m = ¢) = ¢

e t.j. Al, A2, MP ostali, A3 sme nahradili axiémou A3’ o spore



intuitivne A3’ hovori, Ze ak z —¢ vyplyva ¢ aj = (spor), tak plati ¢

je tento novy systém korektny (pri standardnej interpretécii)? ano, staéi
dokazat, ze A3’ je tautologia

je tento novy systém uplny? ano, staci ak ukazeme, ze o A3

preco? uz vieme, Ze systém 2 je uplny; ak |= ¢, tak Fo ¢, teda existuje
dokaz v A

dokaz v systéme 9B vytvorime tak, Ze kazdy krok s axiomou A3 nahradime
celym dokazom A3 v B

mozeme v B pouzivat metavetu o dedukeii?
ano — na jej dokaz stacia axiomy Al a A2 a MP! (prejdite si cely dokaz)

ozna¢me nasledovny systém £:

prémiova uloha: dokazte, Ze systém £ je tplny (pri Standardnej interpreta-
cii VL)

Co si odniest z tohto cvidenia

tvrdenia typu

F ¢ = ¢ ma vlastnost X
sa Casto dokazujt indukciou od dlzky dokazu (axiémy maju vlastnost X,
odvodzovacie pravidla prenasaju X)

tvrdenia typu
F ¢ <= ¢ mé vlastnost X

sa Casto dokazuje konstruktivne: pre ¢ s danou vlastnostou musime zostro-
jit dokaz (toto sa ¢asto robi dobre indukciou od zlozitosti formule)

korektnost je toto: b ¢ = = ¢ (tvrdenie prvého typu); dplnost je toto:
E ¢ = F ¢ (tvrdenie druhého typu)

VL je korektné a tplna

existuju aj iné interpretacie VL (ktoré s zaujimavé v praxi, alebo sa
pomocou nich da dokéazat nezéavislost axiéom VL)

existujiu aj iné axiomatizacie VL (ktoré st aplné)



