
Úvod do matematickej logiky – Cvičenie #2

1 Jazyk logiky prvého rádu

• Jazyk :

1. premenné x, y, z, x1, x2, . . . , y1, . . . , z1, . . .

2. funkčné symboly (majú árnost’, kol’ko parametrov berú) f, g, h, . . .

3. predikátové symboly (majú árnost’) P, Q, R, . . .

4. logické spojky ∧, ∨, →, ↔, ¬
5. kvantifikátory ∀, ∃
6. pomocné symboly (, ), {, }, [, ]

• Premenné, logické spojky, kvatifikátory a pomocné symboly sú logické symboly.

• Funkčné symboly a predikátové symboly sú špeciálne symboly (určujú charakter teórie).

• Predikátový symbol = sa ale rad́ı medzi logické symboly. Ked’ jazyk obsahuje =, tak hovoŕıme,
že je to jazyk s rovnost’ou.

• Term: sú to ret’azce zložené z funkčných symbolov a premenných. Nahrádzajú popis, v akom
porad́ı treba aplikovat’ nejaké operácie. Presná defińıcia:

1. Každá premenná je term.

2. Ak f je n-árny funkčný symbol a t1, t2, . . . , tn sú termy, potom aj f(t1, t2, . . . , tn) je
term.

3. Všetko, čo nevzniklo týmto postupom, nie je term.

• Formula: sú to ret’azce, ktoré zodpovedajú matematickým tvrdeniam. Ked’ ich interpretu-
jeme, budeme vediet’ povedat’, či sú pravdivé. Presná defińıcia:

1. Ak P je n-árny predikátový symbol a t1, t2, . . . , tn sú termy, potom P (t1, t2, . . . , tn) je
formula.

2. Ak A,B sú formuly, potom aj ¬A, A ∧B, A ∨B, A→ B, A↔ B sú formuly.

3. Ak A je formula a x je premenná, potom aj (∀x)A a (∃x)A sú formuly.

4. Všetko, čo nevzniklo týmto postupom, nie je formula.

• Mohli ste si všimnút’, že sme v defińıcii naṕısali, že iba ak x je premenná, môžeme ju kvan-
tifikovat’. Toto je podstatné, lebo v jazyku prvého rádu nemôžeme kvantifikovat’ nič iné, ako
premenné. Tým sa ĺı̌si logika prvého rádo od loǵık vyšš́ıch rádov.

2 Sémantika

• To, čo sme vyššie poṕısali, sú len ṕısmenká usporiadané podl’a istých pravidiel. Ďaľśım kro-
kom je priradenie významu týmto ṕısmenkám. Ked’ už budeme mat’ určený význam, potom
môžeme vyhodnocovat’, či je nejaká formula pravdivá, alebo nie, akú funkciu určuje daný
term a podobne. Tomuto významu hovoŕıme realizácia.

• Aby sme určili význam zložiteǰśıch formúl a termov, muśıme najskôr určit’ význam základným
stavebným kameňom, čiže symbolom jazyka.

1. Premenné: Ked’ naṕı̌seme x+y = z, mysĺıme tým, že ked’ spoč́ıtame č́ısla x a y dosta-
neme č́ıslo z. Premenné nám nahrádzajú prvky z nejakej množiny. Ked’ teda definujeme
realizáciu, muśıme určit’ množinu prvkov, nad ktorou budeme pracovat’. Túto množinu
budeme nazývat’ univerzum, budeme ju označovat’ U a jej prvky budeme nazývat’ in-
div́ıduá.
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2. Funkčné symboly: n-árny funkčný symbol f budeme realizovat’ ako n-ánu funkciu
nad univerzom. Inak povedané, funkcia dostane ako vstup n indiv́ıdúı a vráti jedno
indiv́ıduum.

fI : Un → U

3. Predikátové symboly: n-árny predikátový symbol P budeme realizovat’ ako n-ány
predikát nad univerzom. Inak povedané, predikát dostane ako vstup n indiv́ıdúı a vráti
pravdivostnú hodnotu.

PI : Un → {0, 1}

4. Logické spojky: Logické spojky ako vstup dostanú jednu (¬) alebo dve (∧,∨,→,↔)
pravdivostné hodnoty a vrátia jednu pravdivostnú hodnotu. Realizujeme (interpretu-
jeme) ich tak, ako sme zvyknut́ı:

A B ¬A A ∧B A ∨B A→ B A↔ B
0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1

5. Kvantifikátory: Kvatifikátory budeme tiež realizovat’ tak, ako sme zvyknut́ı.

– (uzavretej) formule (∀x)A dáme pravdivostnú hodnotu 1 iba v pŕıpade, že A bude
pravdivá, bez ohl’adu na to, aké indiv́ıduum nahrad́ıme za x. Inak bude mat’ prav-
divostnú hodnotu 0.

– (uzavretej) formule (∃x)A dáme pravdivostnú hodnotu 1 ak sa nájde jedno také
indiv́ıduum, že ked’ ho nahrad́ıme za x, budem formula A pravdivá. V inom pŕıpade
bude mat’ pravdivostnú hodnotu 0

• úloha: Určte realizáciu pre jazyk úplného ostrého usporiadania. Je to jazyk s rovnost’ou a
má jediný špeciálny symbol a tým je binárny predikátový symbol <.

• riešenie: Aby sme určili realizáciu I, muśıme určit’ univerzum a binárny predikát nad týmto
univerzom, ktorým budeme realizovat’ predikátový symbol <.

Jedno z vel’a možných riešeńı:

– Univerzum: U = {1, 2}
– Predikát <I : U2 → {0, 1} bude mat’ nasledujúci predpis:

x y x <I y
1 1 0
1 2 1
2 1 1
2 2 0

• Na vyššie poṕısanej realizácíı sa nám ale niečo nezdalo. Môže sa stat’, že 1 < 2 a zároveň
2 < 1? Stat’ sa to môže, ale nezodpovedá to nášmu chápaniu ostrého usporiadania. Pod’me
si teda povedat’, čo by také ostré usporiadanie malo sṕlňat’.

Spolu sme prǐsli na tieto tri vlastnosti:

1. (∀x)(¬(x < x)) antireflex́ıvnost’.

2. (∀x)(∀y)(∀z)(((x < y) ∧ (y < z))→ (x < z)) tranzit́ıvnost’

3. (∀x)(∀y)(¬(x = z)→ ((x < y) ∨ (y < x))) trichotomickost’

Ked’ sa teraz pozrieme na tieto vlastnosti zist́ıme, že naša realizácia sṕlňa 1. a 3. vlastnost’,
ale nesṕlňa 2. vlastnost’.

Skúsme teda prerobit’ realizáciu tak, aby sṕlňala všetky vlastnosti. Ked’ zachováme univer-
zum, máme len dve možnosti, ako upravit’ realizáciu predikátového symbolu < (rozmyslite si
prečo):
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1.

x y x <I y
1 1 0
1 2 0
2 1 1
2 2 0

2.

x y x <I y
1 1 0
1 2 1
2 1 0
2 2 0

• Čo sme teraz vlastne spravili? Definovali sme si axiómy teórie úplného ostrého usporiadania
a realizáciu sme prispôsobili tak, aby boli axiómy pri tejto interpretácíı pravdivé. Tak sme
vlastne vyrobili model definovanej teórie. Modelom je teda taká realizácia, pre ktorú plat́ı,
že sú v nej axiómy teórie pravdivé.

3 Iné formálne axiomatické systémy a ich interpretácie

K-systém:

1. abeceda: Σ = {-, K, R}

2. jazyk: slová tvaru: yKxRy - x, y sú ret’azce pomlčiek (môžu byt’ aj prázdne)

3. axiómy: xKR, KxR

4. odvodzovacie pravidlo:
xKyRz

xKy-Rxz

x, y a z sú ret’azce polmčiek (môžu byt’ prázdne).

• úloha: V K-systéme dokážte formulu ---K--R------, alebo dokážte, že sa nedá dokázat’.

• riešenie:

` ---KR (axióma)

` ---K-R--- (odv. pravidlo)

` ---K--R------ (odv. pravidlo)

• úloha: V K-systéme dokážte formulu ---K-R--, alebo dokážte, že sa nedá dokázat’.

• riešenie: Po chv́ıli sme zistili, že sa táto formula nedá dokázat’. Aby sme to dokázali, určili
sme interpretáciu tohto systému, ktorá nám jednoducho ukáže prečo sa táto formula nedá
dokázat’.

– Znak K je binárny funkčný symbol, ktorý ako prvý argument zoberie všetky pomlčky
pred ńım a ako druhý argument, všetky pomlčky za ńım až po znak R.

– Znak R je binárny predikát, ktorý ako prvý argument zoberie všetko, čo je nal’avo od
neho a ako druhý, všetko, čo je napravo od neho.

– Postupnost’ pomlčiek interpretujeme ako č́ıslo, ktoré je rovnaké, ako počet pomlčiek.
T.j. I(-...-︸ ︷︷ ︸

k

) = k

– Funkčný symbol K budeme interpretovat’ ako funkciu násobenie. T.j. I(K) = ×
– Ret’azce tvaru -...-︸ ︷︷ ︸

k

K -...-︸ ︷︷ ︸
l

interpretujeme ako

I(-...-︸ ︷︷ ︸
k

K -...-︸ ︷︷ ︸
l

) = I(K)(I(-...-︸ ︷︷ ︸
k

, -...-︸ ︷︷ ︸
l

)) = k × l

– Predikátový symbol R interpretujeme ako predikát ”rovná sa”. Aby sa nám neplietlo
označenie, budeme predikát ”rovná sa” označovat’ =I T.j. I(R) = =I
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– Formuly -...-︸ ︷︷ ︸
k

K -...-︸ ︷︷ ︸
l

R -...-︸ ︷︷ ︸
m

budeme interpretovat’ ako

I(-...-︸ ︷︷ ︸
k

K -...-︸ ︷︷ ︸
l

R -...-︸ ︷︷ ︸
m

) = I(R)(I(K)(I(-...-︸ ︷︷ ︸
k

, I(-...-︸ ︷︷ ︸
l

))), I(-...-︸ ︷︷ ︸
m

)) = k × l =I m

Tým, že sme určili interpretáciu formúl, určili sme tým ich pravdivost’ alebo nepravdivost’.
Ked’ si interpretujeme formulu zo zadania: ---K-R--, zist́ıme, že hovoŕı: 3 × 1 = 2, čo je
zjavne nepravdivé tvrdenie.

Metaveta 3.1 (O korektnosti) Každá dokázatel’ná formula je pravdivá pri interpretácíı
I.

Metadôkaz. Vety typu:”ak je niečo dokázatel’né, tak to má nejakú vlastnost’” dokazujeme
matematickou indukciou vzhl’adom na d́lžku dôkazu.

Báza indukcie: Najkratš́ı dôkaz majú axiómy, lebo sú z defińıcie dokázatel’né. Pozrime sa
teda na naše axiómy:

– xKR: I(xKR) = |x| × 0 =I 0 X

– KRx: I(KRx) = 0× |x| =I 0 X

Vid́ıme, že obe axiómy sú pri interpretácíı I pravdivé.

Indukčný krok: Predpokladajme, že všetky formuly dokázatel’né na n krokov sú dokázatel’né.
Nech formula ϕ ja dokázatel’ná na n+1 krokov. Jej dôkaz teda vyzerá nasledovne: ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn, ϕ,
pričom formuly ϕ1, . . . , ϕn sú pravdivé v interpretácíı I.

Formulu ϕ sme mohli dostat’ na koniec dvomi spôsobmi:

– ϕ je axióma: tento pŕıpad sme už rozobrali vyššie.

– ϕ sme odvodili z nejakého ϕi pomocou odvodzovacieho pravidla: Nech ϕi = xKyRz.
Pužit́ım odvodzovacieho pravdila dostávame ϕ = xKy-Rxz. Teraz stač́ı ukázat’, že z
faktu |x| × |y| = |z| vyplýva |x| × (|y|+ 1) = |x|+ |z|

|x| × |y| = |z| \+ |x|
|x| × |y|+ |x| = |x|+ |z|
|x| × (|y|+ 1) = |x|+ |z|

�

Tým sme ukázali, že formula ---K-R-- nemôže byt’ dokázatel’ná. Lebo keby bola dokázatel’ná,
musela by byt’ nutne pravdivá pri interpretácíı I, lenže ona nie je.

• Táto veta na vyriešenie úlohy stač́ı, ale v skutočnosti plat́ı aj opačné tvrdenie, tzv. veta o
úplnosti.

Metaveta 3.2 (O úplnosti) Formula je dokázatel’ná ⇐⇒ je pravdivá pri interpretáíı
I.Inak naṕısané:

` ϕ ⇐⇒ I |= ϕ

Metadôkaz. Implikáciu ⇒ sme ukázali v predchádzajúcej metavete.

Ukážeme implikáciu ⇐: Potrebujeme ukázat’, že pre každú pravdivú formulu existuje dôkaz.
Zoberme si teda pravdivú formulu xKyRz, ret’azce x, y, z môžu byt’ prázdne. Dôkaz pre túto
formulu bude vyzerat’ takto:

` xKR (axioma)

` . . . (|y|-krát odvodzovacie pravidlo)

` xKyRx . . . x︸ ︷︷ ︸
|y|

Z predpokladu vieme, že |x| × |y| = |z|, z toho vyplýva, že x . . . x︸ ︷︷ ︸
|y|

= z �
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C-systém:

1. abeceda: Σ = {-,C,#}

2. jazyk: slová tvaru: Cx#y - x, y sú ret’azce pomlčiek (môžu byt’ aj prázdne)

3. axióma: C-#

4. odvodzovacie pravidlá:

(1)
Cx#y

Cxx#y- (2)
Cx#y

Cxx-#y-

x a y sú ret’azce polmčiek (môžu byt’ prázdne).

• úloha: V C-systéme dokážte formulu C------#--, alebo dokážte, že sa dokázat’ nedá.

• riešenie:

` C-# (axióma)

` C---#- (2)

` C------#-- (1)

• úloha: V C-systéme dokážte formulu C---#---, alebo dokážte, že sa dokázat’ nedá.

• riešenie: Na cviku sme zistili, že sa táto formula nedá dokázat’. Pri riešeńı sme si opät’

pomohli vhodnou interpretáciou:

– Znak C je unárny funkčný symbol, ktorý ako argument zoberie všetky pomlčky za ńım
až po znak #.

– Znak # je binárny predikát, ktorý ako prvý argument zoberie všetko, čo je nal’avo od
neho a ako druhý, všetko, čo je napravo od neho.

– Postupnost’ pomlčiek interpretujeme ako č́ıslo, ktoré je rovnaké, ako počet pomlčiek.
T.j. I(-...-︸ ︷︷ ︸

k

) = k

– Funkčný symbol C budeme interpretovat’ ako funkciu ”dolná celá čast’ s logaritmu pri
základe dva”. T.j. I(C) = blog2c

– Ret’azce tvaru C -...-︸ ︷︷ ︸
k

interpretujeme ako

I(C -...-︸ ︷︷ ︸
k

) = I(C)(I(-...-︸ ︷︷ ︸
k

)) = blog2kc

– Predikátový symbol # interpretujeme ako predikát ”rovná sa”. Aby sa nám neplietlo
označenie, budeme predikát ”rovná sa” označovat’ =I T.j. I(#) = =I

– Formuly C -...-︸ ︷︷ ︸
k

# -...-︸ ︷︷ ︸
l

budeme interpretovat’ ako

I(C -...-︸ ︷︷ ︸
k

# -...-︸ ︷︷ ︸
l

) = I(#)(I(C)(I(-...-︸ ︷︷ ︸
k

)), I(-...-︸ ︷︷ ︸
l

)) = blog2kc =I l

Podobne ako pre K-systém, aj pre C-systém sa dá dokázat’ veta o úplnosti s interpretáciu,
ktorú sme poṕısali vyššie.
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Metaveta 3.3 (O úplnosti) Formula v C-systéme je dokázatel’ná práve vtedy, ked’ je prav-
divá pri interpretácíı I, definovanej vyššie. Inak zaṕısané:

` ϕ ⇐⇒ I |= ϕ

Metadôkaz. Dôkaz bol na domácu úlohu.

Ked’že formula C---#--- nie je pravdivá pri interpretácii I, tak podl’a metavety o úplnosti
nemôže byt’ ani dokázatel’ná.
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