UVOD DO MATEMATICKEJ LOGIKY — CVICENIE #2

1 Jazyk logiky prvého radu

o Jazyk:
1. premenné T, Y, 2, T1, T2y enryYlye-rsr Z1y- -
2. funkéné symboly (maji drnost, kolko parametrov berd) f, g, h,...
3. predikdtové symboly (maji drnost) P, Q, R,...
4. logické spojky A, V, =, &, -
5. kvantifikatory V, 3
6. pomocné symboly  (, ), {, }, [, ]

e Premenné, logické spojky, kvatifikatory a pomocné symboly st logické symboly.
e Funkéné symboly a predikdtové symboly sd Specidlne symboly (ur¢uji charakter tedrie).

e Predikdtovy symbol = sa ale radi medzi logické symboly. Ked' jazyk obsahuje =, tak hovorime,
Ze je to jazyk s rovnostou.

e Term: st to retazce zlozené z funkénych symbolov a premennych. Nahradzaji popis, v akom
poradi treba aplikovat nejaké operacie. Presna definicia:

1. Kazda premennd je term.

2. Ak f je n-drny funkény symbol a ty,to,...,t, si termy, potom aj f(t1,t2,...,t,) je
term.

3. Vsetko, ¢o nevzniklo tymto postupom, nie je term.

e Formula: st to refazce, ktoré zodpovedaji matematickym tvrdeniam. Ked ich interpretu-
jeme, budeme vedief povedat, ¢i st pravdivé. Presné definicia:

1. Ak P je n-drny predikdtovy symbol a t,ta, ..., ¢, st termy, potom P(t1,t2,...,t,) je
formula.

2. Ak A, B su formuly, potom aj A, ANB, AVB, A— B, A+ B su formuly.
3. Ak A je formula a x je premennd, potom aj (Vz)A a (3x)A st formuly.

4. Vsetko, ¢o nevzniklo tymto postupom, nie je formula.

e Mohli ste si véimnut, Ze sme v definicii napisali, Ze iba ak z je premennd, mozeme ju kvan-
tifikovat. Toto je podstatné, lebo v jazyku prvého rddu nemdzeme kvantifikovat nié iné, ako
premenné. Tym sa lisi logika prvého rddo od logik vyssich radov.

2 Sémantika

e To, ¢o sme vyssie popisali, si len pismenkd usporiadané podla istych pravidiel. Dalsim kro-
kom je priradenie vyznamu tymto pismenkdm. Ked uz budeme maf uréeny vyznam, potom
mozeme vyhodnocovat, ¢ je nejakd formula pravdivé, alebo nie, akd funkciu uréuje dany
term a podobne. Tomuto vyznamu hovorime realizdcia.

e Aby sme uréili vyznam zloZitejsich formil a termov, musime najskor uréit vyznam zédkladnym
stavebnym kameiom, ¢ize symbolom jazyka.

1. Premenné: Ked napiseme z 4y = z, myslime tym, Ze ked spoéitame &isla = a y dosta-
neme &islo z. Premenné ndm nahradzaji prvky z nejakej mnoziny. Ked teda definujeme
realizdciu, musime ur¢if mnozinu prvkov, nad ktorou budeme pracovat. Tiito mnozinu
budeme nazyvat univerzum, budeme ju oznafovat U a jej prvky budeme nazyvat in-
dividud.



2. Funkéné symboly: n-arny funkény symbol f budeme realizovat ako n-anu funkciu
nad univerzom. Inak povedané, funkcia dostane ako vstup n individui a vréati jedno
individuum.

fr:U"—-U

3. Predikatové symboly: n-arny predikatovy symbol P budeme realizovat ako n-any
predikat nad univerzom. Inak povedané, predikat dostane ako vstup n individui a vrati
pravdivostni hodnotu.

Pr:u" —{0,1}

4. Logické spojky: Logické spojky ako vstup dostani jednu (—) alebo dve (A, V, —, <)
pravdivostné hodnoty a vréatia jednu pravdivostnd hodnotu. Realizujeme (interpretu-
jeme) ich tak, ako sme zvyknuti:

A|B|-A|AANB | AVB | A—-B | A< B
01]0 1 0 0 1 1
01 1 0 1 1 0
110 0 0 1 0 0
111 0 1 1 1 1

5. Kvantifikatory: Kvatifikdtory budeme tieZ realizovat tak, ako sme zvyknuti.

— (uzavretej) formule (Vr)A ddme pravdivostnid hodnotu 1 iba v pripade, ze A bude
pravdivé, bez ohladu na to, aké individuum nahradime za z. Inak bude mat prav-
divostni hodnotu 0.

— (uzavretej) formule (3z)A ddme pravdivostni hodnotu 1 ak sa ndjde jedno také
individuum, Ze ked ho nahradime za x, budem formula A pravdiva. V inom pripade
bude mat pravdivostnd hodnotu 0

tloha: Uréte realiziciu pre jazyk uplného ostrého usporiadania. Je to jazyk s rovnostou a
ma jediny Specidlny symbol a tym je binarny predikatovy symbol <.
rieSenie: Aby sme uréili realizéciu I, musime uréit univerzum a bindrny predikét nad tymto
univerzom, ktorym budeme realizovat predikatovy symbol <.
Jedno z vela moZnych riesent:

— Univerzum: Y = {1,2}

— Predikét <7: U? — {0,1} bude mat nasledujtici predpis:

x|y |l <7y
111 0
112 1
211 1
212 0

Na vyssie popisanej realizdcii sa nam ale nie¢o nezdalo. Moze sa stat, Zze 1 < 2 a zdrovei
2 < 17 Stat sa to moze, ale nezodpovedd to ndmu chépaniu ostrého usporiadania. Pod'me
si teda povedat, ¢o by také ostré usporiadanie malo spliat.

Spolu sme prisli na tieto tri vlastnosti:

1. (Vz)(—(z < 2)) antireflexivnost.

2. (Vo)(Vy)(V2)(((z < y) Ay < 2)) = (z < 2)) tranzitivnost

3. (Vo)(Vy)(~(z=2) = (z<y)V(y <x))) trichotomickost
Ked sa teraz pozrieme na tieto vlastnosti zistime, Ze naa realizdcia spfﬁa 1. a 3. vlastnost,
ale nespliia 2. vlastnost.

Skusme teda prerobit realiziciu tak, aby spiﬂala vietky vlastnosti. Ked zachovdme univer-
zum, mame len dve moZnosti, ako upravit realizdciu predikdtového symbolu < (rozmyslite si
preco):



Ty |l r<zy Ty | z<zy
111 0 111 0
1.]1 |2 0 2.0 112 1
211 1 2|1 0
212 0 2|2 0

e Co sme teraz vlastne spravili? Definovali sme si axiémy tedrie iplného ostrého usporiadania
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a realizaciu sme prisposobili tak, aby boli axiémy pri tejto interpretacii pravdivé. Tak sme
vlastne vyrobili model definovanej teérie. Modelom je teda taka realizacia, pre ktoru plati,
Ze su v nej axiémy tedrie pravdivé.

Iné formalne axiomatické systémy a ich interpretacie

K-systém:

1.
2.
3.

abeceda: ¥ = {-, K, R}
jazyk: slovd tvaru: yKzRy - x,y st refazce pomléiek (mozu byt aj prazdne)

axiémy: xKR, KxR

. odvodzovacie pravidlo:

TKyRz
xKy-Rxz

x, y a z si refazce polméiek (modzu byt prazdne).
uloha: V K-systéme dokazte formulu ---K--R------ , alebo dokazte, Ze sa ned4 dokédzat.
rieSenie:
F ---KR (axi6ma)
F ---K-R--- (odv. pravidlo)
F ---K--R--——--- (odv. pravidlo)
tloha: V K-systéme dokazte formulu —--K-R--, alebo dokéZte, Ze sa neds dokézaf.

rieSenie: Po chvili sme zistili, Ze sa tdto formula neds dokézat. Aby sme to dokdzali, uréili
sme interpretaciu tohto systému, ktord nam jednoducho ukaze preco sa tato formula neda
dokézat.

Zmak X je binarny funkény symbol, ktory ako prvy argument zoberie vSetky pomlcky
pred nim a ako druhy argument, vSetky pomlcky za nim az po znak R.

— Znak R je binarny predikat, ktory ako prvy argument zoberie vSetko, ¢o je nalavo od
neho a ako druhy, vSetko, ¢o je napravo od neho.

Postupnost pomléiek interpretujeme ako éislo, ktoré je rovnaké, ako pocet pomléiek.
Tj. Z(-...-) =k
——
E
— Funkény symbol K budeme interpretovat ako funkciu ndsobenie. T.j. Z(K) = x

— Refazce tvaru -...-K-...- interpretujeme ako
—— N———
k l

( - ) =kxl

- .=K-.. o) :I(K)(I(-\../._;,H,_,
k l k !

— Predikdtovy symbol R interpretujeme ako predikat "rovnd sa”’. Aby sa nam neplietlo
oznacenie, budeme predikdt ”rovnd sa” oznacovat =z T.j. Z(R) = =7



— Formuly -...-K-...-R-...- budeme interpretovat ako
N—— N——
k l m

- .=K-...-R-...-) = TR)(Z(K)(Z(-
k l

m k l m

Z( -))=kxl=zm
Tym, %e sme uréili interpretdciu formul, uréili sme tym ich pravdivost alebo nepravdivost.
Ked si interpretujeme formulu zo zadania: ---K-R--, zistime, Ze hovori: 3 x 1 = 2, ¢o je
zjavne nepravdivé tvrdenie.

Metaveta 3.1 (O korektnosti) KaZdd dokdzatelnd formula je pravdivd pri interpretdcii
T.

Metadékaz. Vety typu:”ak je nieto dokdzatelné, tak to m4d nejaki vlastnost” dokazujeme
matematickou indukciou vzhladom na dlzku dokazu.

Baza indukcie: Najkratsi dokaz maji axiémy, lebo st z definicie dokdzatelné. Pozrime sa
teda na naSe axiomy:
— 2KR: Z(2KR) = || x 0 =7z 0 Vv
— KRa: Z(KRz) =0 x |z| =z 0 v
Vidime, ze obe axiémy su pri interpretacii Z pravdivé.
Indukény krok: Predpokladajme, Ze vietky formuly dokdzatelné na n krokov st dokézatelné.

Nech formula ¢ ja dokdzatelnd na n+41 krokov. Jej dokaz teda vyzerd nasledovne: ¢1, @, . . ., ©n, @,
pricom formuly ¢, ..., ¢, st pravdivé v interpretacii Z.

Formulu ¢ sme mohli dostat na koniec dvomi sposobmi:

— p je axiéma: tento pripad sme uz rozobrali vyssie.

— ¢ sme odvodili z nejakého ; pomocou odvodzovacieho pravidla: Nech ¢; = zKyRz.
PuZitim odvodzovacieho pravdila dostdvame ¢ = zKy-Rxz. Teraz staci ukézat, Ze z
faktu [z] x [y| = [2| vyplyva |2 x (|| + 1) = |z| + |2|

[z x |yl = |z] \ + ||
|z x [y + [z =[]+ 2]
lz[ < (jyl +1) = [z + ]

O

Tym sme ukdzali, Ze formula ——-K-R-- nemoze byt dokazatelns. Lebo keby bola dokézatelnd,
musela by byt nutne pravdiva pri interpretacii Z, lenZe ona nie je.

Tato veta na vyrieSenie ulohy staci, ale v skutocnosti plati aj opac¢né tvrdenie, tzv. veta o

uplnosti.

Metaveta 3.2 (O tplnosti) Formula je dokdzatelnd <= je pravdivd pri interpretdii
T.Inak napisané:
Fo <= ITkEy

Metaddkaz. Implikdciu = sme ukézali v predchadzajicej metavete.

Ukézeme implikéciu <: Potrebujeme ukazat, Ze pre kazdu pravdivi formulu existuje dokaz.
Zoberme si teda pravdivi formulu zKyRz, refazce z,y, z mézu byt prazdne. Dokaz pre tito
formulu bude vyzerat takto:

F2KR  (axioma)

F... (ly|-krat odvodzovacie pravidlo)
FaKyRz...x
——
[yl
Z k1 i Z = h 1y e x...r = O
predpokladu vieme, 7Ze |x| X |y| = |z, z toho vyplyva, ze ¢...z = z
[yl



C-systém:

1. abeceda: ¥ = {-,C,#}

2. jazyk: slova tvaru: Cx#y - x,y st refazce pomléiek (mozu byt aj prazdne)

3. axioma: C-#

4. odvodzovacie pravidla:

Cz#y Cz#y
(1) Cra#ty- (2) Cax—#y-
x a y si refazce polméiek (mdzu byt prazdne).
tloha: V C-systéme dokazte formulu C------ #--, alebo dokéazte, Ze sa dokdzat nedi.
rieSenie:
F Cc-# (axiéma)
F C——-#- (2)
F C-———- #-- (1)
tloha: V C-systéme dokazte formulu C---#---, alebo dokdzte, Ze sa dokdzat nedd.

rieSenie: Na cviku sme zistili, Ze sa tdto formula nedd dokazat. Pri rieseni sme si opit
pomohli vhodnou interpretaciou:

Zmak C je unarny funkény symbol, ktory ako argument zoberie vSetky pomléky za nim
az po znak #.

Znak # je bindrny predikat, ktory ako prvy argument zoberie vietko, ¢o je nalavo od
neho a ako druhy, vSetko, ¢o je napravo od neho.

Postupnost pomléiek interpretujeme ako &islo, ktoré je rovnaké, ako pocéet pomléiek.
T Z(-...-)=k
—_——
k

Funkény symbol C budeme interpretovat ako funkciu ”dolné celd ¢ast s logaritmu pri
zéklade dva”. T.j. Z(C) = |loga|

Retfazce tvaru C_-. . .- interpretujeme ako
——

.2)) = [log2k]
k k

Predikdtovy symbol # interpretujeme ako predikat "rovnd sa”’. Aby sa nam neplietlo
oznacenie, budeme predikdt ”rovnd sa” oznacovat =7 T.j. Z(#) = =1

Formuly C -...-# -...- budeme interpretovat ako
—— T

=) = llog2k] =1 1
K ! k l

Podobne ako pre K-systém, aj pre C-systém sa d4 dokézaf veta o tplnosti s interpretéciu,
ktortd sme popisali vyssie.



Metaveta 3.3 (O tplnosti) Formula v C-systéme je dokdzatelnd prdve vtedy, ked je prav-
divd pri interpretacii I, definovanej vyssie. Inak zapisané:

Fo <<= TITkEy
Metadokaz. Dokaz bol na doméacu ulohu.

Ked'ze formula C---#--- nie je pravdivé pri interpretdcii Z, tak podla metavety o uplnosti
nemdze byt ani dokdzatelna.



