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1 Hranie sa s modelmi

e Na zaCiatku cvicenia sme si zopakovali pojmy z prednasky. VSetko o syntaxi a sémantike
vyrokovej logiky. Pozrite si to v skriptéach (strany 10-12). Obzvlst odporicam stravit viac
casu nad definiciou modelu a tautologického dosledku.

e Pouzivali sme nasledujice oznacenia:

— v: valuacia prvotnych formul.
— U: rozSirenie valudcie v na vsetky formuly.

— T nejakd tedria (mnozina formul)

A: nejakd formula

v | A: formula A je pri valudcif v prvotnych formul pravdivd. MdZzeme povedat aj, Ze
v je modelom A.

v = T: v je modelom mnoziny formdl T'.

T E A: A je tautologickym dosledkom 7'. Inymi slovami, nech zoberieme akykolvek
model mnoziny formil 7', tak bude formula A v tomto modeli pravdiva.

e tloha: Dokazte metavetw: TU{A} =B «<— T =A— B

e rieSenie: Dokaz musime rozdelit na dve implikécie.

=: Predpokladdme, Ze kazdy model T'U{A} je zaroveit modelom B. Potrebujeme ukdzat, ze
kazdy model T je zarovenn modelom A — B. Zoberme si teraz nejaky model mnoziny formul
T. Ozna¢me si ho v. Pozrime sa na to, ako moze vyzerat hodnota v(A):

1. T(A) = 0: Z tohto vyplyva, ze T(A — B) = 1, lebo vieme, Ze ak neplati predpoklad (A),
potom je jedno, ¢i plati dosledok (B). Takze sme zistili, Ze ak je formula A pri valudcif
v nepravdivd, tak v je modelom (A — B).

2. B(A) = 1: Pri tejto moznosti mozeme vyuzif nas predpoklad. Vieme, Ze v je modelom TU
{A}, lebo vsetky formuly T aj formula A si v niom pravdivé. Na zdkladne predpokladu
teda vieme, ze T(B) = 1. Takze T(A) = 1 a©(B) = 1, takze z definicie rozsirenia valudcie
plati 7(A — B) =1

V oboch pripadoch sme prisli na to, ze ak v je modelom T, tak je nutne aj modelom (A — B)
a to sme cheeli dok4zat.

<: Pri tejto implikdcii mdme predpoklad, ze kazdy model T je zdroven modelom (A — B).
Potrebujeme dokézaf, ze Tubovolny model T'U {A} je modelom B. Zoberme teda lubovolny
model v mnoziny formil TU{A}. Vieme, Ze tento model je aj modelom T (lebo vsetky fomuly
T si v nom pravdivé). Takze na zdklade predpokladu plati 5(A — B) = 1. Zaroven vsak
vieme, ze 7(A) = 1, lebo v je model T'U A.

Pre spor teraz predpokladajme, ze v(B) = 0. Toto ale znamend, ze ©(A — B) = 0, lebo
plat{ predpoklad (A) a neplati désledok (B). To je ale spor s tym, ze my uz vieme, ze
(A — B)=1. O

e tloha: Dokazte metavetu: Nech T'= {A4,..., A,} je koneénd mnozina formul. Potom

TEB < (AiN---NA,) EB



e riesenie: Opit budeme dokazovat dve implikacie.

=: Ako predpoklad mame, ze v kazdom modeli T je formula B pravdivd. Potrebujeme ukazat,
ze v kazdom modeli A; A --- A A, je formula B pravdiva.

Zoberme teda lubovolny model v formule A; A---AA,,. Matematickou indukciou sa d4 ukazat,
7e ak v je modelom Aj A --- A A, potom musi platit v(A;) =1 pre vietky i € {1,...,n}. To
ale znamend, ze v je modelom T'. Z predpokladu teda vyplyva, ze (B) = 1 a to sme cheeli
dokézat.

«: Teraz predpokladdme, ze v kazdom modeli A; A --- A A, je formula B pravdiva. Potre-
bujeme ukézat, ze v kazdom modeli T je pravdivé formula B.

Nech teda v je Tubovolny model T. Z definicie modelu vieme, Ze vdetky formuly v T st v
modeli v pravdivé. B(4;) = 1 pre vietky i € {1,...,n}. To ale znamend, ze T(A1A---AA,) =1
a podla predpokladu plati T(B) = 1 a to sme chceli dok4zat.

e tloha: Dokdzte metavetu: ) | A <= A je tautoldgia.
Dokaz tejto metavety je dost Tahky. Skiste si ho spravit sami. Staci nasledovat definicie :) a
uvedomif si, Ze kazd4 valudcia je modelom prazdnej mnoziny.

e tloha: Dokazte metavetu: ¢ =9 Ay =@ <= T(p) =0(¢)

Dokaz si skuste spravit sami. Keby s nim boli problémy, nevahajte sa ma opytat na cvikach,
Ci cez mail.

Spocitatelnost formiil vyrokovej logiky
e tloha: Dok4zte, Ze 7 koneéne vela formiil vieme vytvorit spoéitatelne vela virokovych formuil.

e rieSenie: Potrebujeme kazdej formule priradit jedineéné prirodzené &fslo. Potom zo spoéitatelnosti
prirodzenych &isiel vyplynie spoéitatelnost formul. RieSeni je vela a tu je niekolko z nich, na
ktoré sme spolu prisli (a pamétam si ich):

— Ked'ze mame len koneéne vela prvotnych formiil, koneéne vela logickych spojok a len
dva pomocné symboly, celkovo pouzivame konecne vela znakov. Nech ich je n. Vsetky
znaky oéislujeme od 1 po n. Formula (jej zapis) je potom &fslo zapisané v (n + 1)-ovej
sistave.

Priklad: Mame dve prvotné formuly p,q. Takze vSetky symboly dostani nasledovné
hodnoty:

plgl AV e | =~ (])
112|345 1]6 | 7]8]9

Majme teda nejaki formulu. Napr.

(pVaq)— (gAp))

kazdy znak tejto formuly je teraz cifra. V naSom pripade mame n = 9 cifier, ¢ize zapis
formuly je vlastne ¢islo v desiatkovej sistave:

8814296823199

Zamerne sme nepouzili nulu, aby sa nestalo, Ze na zaciatku nevzniknu nejaké nuly. Teraz
mame absolitnu istotu, ze ziadne dve formuly nemaju priradené rovnaké prirodzené
cislo.

— Formulu si naTeXujem a ulozim. Jej ¢islo bude v dvojkovej sustave:
1" zapis formuly v PC”

Jednotku na zaciatok sme pridali, aby ndm nenarobili Sarapatu nuly na zaciatku zapisu
formuly.



e tloha: Dokézte, Ze zo spoéitatene vela prvotnych formul vieme vytvorit spoéitatelne vela
vyrokovych formul.

e riesenie: Opit je nas ciel rovnaky. Potrebujeme kazdej formule priradit jedineéné prirodzené
¢islo. Tento raz viak uz prvotnych formil moze byt nekoneéne vela. RieSeni je opét vela. Na
cvikdch sme spomenuli:

— Spravime si z nekoneénej abecedy koneénu tak, Ze si oéislujeme prvotné formuly pri-
rodzenymi ¢islami, potom kazdu prvotnd formulu nahradime jej ¢islom zapisanym v
dvojkovej ststave. KedZe kazdé prirodzené &islo ma koneény zapis v dvojkovej sistave,
tymto prepisom ziskame z kazdej kone¢nej formuly opét koneény refazec. Nemoze sa
stat, Ze dve rozne formuly budd mat ten isty zdpis.

Teraz uz len staéf pouzit prvy postup z predchddzajticej tilohy.

— Pouzijeme diagonaliziciu. Vieme, Ze ked mdme len kone¢éne vela prvotnych forml,
vieme vietky formuly z nich vytvorené zoradif do postupnosti (o¢islovat prirodzenymi
¢islami). Dalej vieme zoradit prvotné formuly do postupnosti.

Teraz si spravime takd 2D tabulku. Kazdy riadok venujeme jednej prvotnej formule.
Do prvého riadku napiSseme vsetky formuly, ktoré obsahuju iba prvi prvotnu formulu.
Do druhého riadku napiSeme vSetky prvotné formuly, ktoré vznikly pouzitim prvej a
druhej prvotnej formuly a obsahuji druhd prvotnd fromulu. Podobne v i-tom riadku
budd napisané vsetky formuly, ktoré vznikli z prvych i prvotnych formul a obsahuja
i-tu prvotnu formulu.

Podmienka, ze formuly v i-tom riadku musia obsahovat i-tu prvotnid formulu je tam
preto, aby sa v tejto velkej tabulke vyskytla kazd4 formula prave raz.

Teraz uz len sta¢i vypisovat formuly po diagonalach. Formula na policku so stiradnicami
(i,7) (&islujeme od 1) dostane &fslo

(G4+j-1D0GE+5—-2)
2

+J

Odportic¢am si to nakreslit a pochopite :)

— Nakoniec spomeniem Tomanov postup zo skript. Definujeme si funkciu f, ktord kazdému
symbolu priradi nejaké nenulové prirodzené ¢islo. Logickym spojkdm a pomocnym sym-
bolom priradi nasledovné hodnoty:

x AVl == ())
F@y 1234 [5][6]7

Dalej vieme, Ze prvotné formuly vieme oéislovat. i-tu prvotnd formulu oznacime p;,
potom funkcia f pre prvotné formuly bude:

f(pi) =i+10

Teraz si zoberieme prvocisla. Kazdému znaku x v zapise formuly ”priradime” prvocislo
(kazdej pozicii iné) a umocnime ho na f(x). Vsetky tieto ¢isla pre znaky nakoniec
vynéasobime.
Priklad: Majme formulu

((p1V p3) = par)

Téato formula dostane ¢islo:

26365117211131371741957237



