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e Celé toto cvicenie sme venovali vete o kompaktnosti. Ako prvé sme urobili trochu iny dokaz
tejto vety.

Veta 0.1 (O kompaktnosti vyrokovej logiky) Nech T je mnoZina formil. T md model
<= kazZda konecna Ty C T md model.

Do6kaz. Implikdcia = nie je az taka zaujimava. Model T je modelom vsetkych koneénych
podmnozin T

Implikdcia < uz je zaujimavejsia. Budeme hovorit, Ze 7" mé konecni vlastnost, ak kazdd
kone¢na podmnozina T" ma model. Pri dokaze tejto implikacie predpokladame, ze kazda
kone¢na podmnozina 7' ma model (7" mé kone¢nu vlastnost). Z toho by sme cheeli odvodit,
ze existuje model celého T'. Skor ako tak urobime, dokazeme si jednu pomocnu lemu.

Lema: Nech T je mnozina formil vyrokovej logiky, ktord m4 kone¢nt vlastnost a ¢ je formula
vyrokovej logiky. Potom aspon jedno z T'U {¢} a T U {—¢} m4 koneéni vlastnost.

Dékaz lemy: Pre spor predpokladajme, ze ani jedno z T'U {¢} a T U {—¢} nemd konecnui
vlastnost. Potom existuji koneéné podmnoziny A, B C T také, ze AU {¢} nema model (je
nesplnitelnd) a B U {—¢} nemd model. Z toho vyplyva nasledovné

(1) T ma kone¢nu vlastnost, takze mnozina A mé model. Ale mnozina A U {¢} uz nemd
model, z toho vieme, Ze v kazdom modeli v mnoZiny A musi platit v(y) = 0.

(2) Podobne mnozina B mé model, ale B U {—¢} uz nemd model. Preto v kazdom modeli
v mnoziny B musi platit v(—¢) = 0, ¢ize v(p) = 1.

Teraz sa pozrime na modely koneénej mnoziny AU B, ktoré musia existovat, lebo AUB C T
a T mé koneéni vlastnost. Je jasné, Ze kazdy model v mnoZiny AU B je modelom A aj B.
Podla (1) musi platit ©(p) = 0 a podla (2) musi platit (¢) = 1, ¢o je spor, lebo nemoze
platif oboje naraz. Tym sme skonéili dokaz pomocnej lemy.

Teraz vyuzijeme fakt, ktory sme dokazovali na minulom cviku: vSetky formuly vyrokovej
logiky sa daju usporiadat do postupnosti. ¢; budeme oznacovat i-tu formulu v postupnosti.

Teraz si postupne vytvorime mnozinu S.

So = T
g SoU{¢1} ak So U {1} mé koneénii vlastnost
b So U {ﬁ(ﬁl} inak
g - Si—1 U{pi} ak S;_1 U {p;} ma kone¢nti vlastnost
L _1U{=p;} inak
o0
S = U

Zjavne kazdé S; m4 koneént vlastnost, lebo T' m4 koneéni vlastnost a vietky S; sme vytvarali
tak, aby mali koneénti vlastnost (aplikovali sme pomocnii lemu, ktori sme dokézali vyssie).

Teraz by sme radi prehlésili S za ”model” mnoziny T'. Pod tym modelom myslim, Zze by sme
radi prehlasili vSetky formuly S za pravdivé. Potom by zjavne boli pravdivé naraz vsetky
formuly T, lebo st podmnozinou S. Ale existuje taka valuacia, ze prave formuly z S si v nej
pravdivé?



Teraz si trochu ulahéime zivot tym, Ze prepiSeme vietky formuly v S len pomocou spojek
A, . To sa d4, lebo tieto dve spojky tvoria iplny systém. TakZe vieme kazdu formulu prepisat
na ekvivalentnt tak, Ze se nezmeni mnozina jej modelov.

Teraz staci overit, Ze naozaj kazd4 formula dostane valudciu (¢ize bud je v S ¢ alebo - ale
nie oboje) a nemoze sa staf pripad, ze budi v S formuly ¢, a —(p A1) zdrover.

Najprv sa pozrime na prvy pripad. Zjavne z konstrukcie .S musi byt aspoii jedno z ¢, ~¢p v
mnoZine S. MoZe sa stat, 7e si tam obe? Predpokladajme, Ze by tam mohli byt obe (a v
tomto pripade by pre S neexistovala vhodna valudcia). Potom existuje také i, ze ¢, —p € S;
(lebo sme ich niekedy dali do S). Podla toho, ako sme S; vytvorili, tak by malo mat koneéni
vlastnost. Zoberme si ale jej koneént podmnozinu {p, —p}. Tdto mnozina by mala mat
model, lebo je koneénou podmnozinou S;, ale ona ho nem4, a to je spor.

Pozrime sa na druhy pripad. Potrebujeme, aby S spfﬁalo, ze ked obsahuje ¢ a 1), tak bude
obsahovat aj ¢ A1). Moze teda nastat opak? Predpokladajme (pre spor), Ze S obsahuje ¢,
a = (¢ A ). Preto uréite existuje Sy, Ze ¢, 1, =(¢ A1) € S;. S; m4 koneénu vlastnost, preto
aj mnozina {¢, 1, =(¢ A1)} by mala mat model, ale ona ho opif nem4 a to je spor.

Tak sme overili, Ze ked uréime valuaciu v tak, Ze vietky prvotné formuly v S oznaéime ako
pravdivé a ostatné za nepravdivé, dotaneme valudciu, pri ktorej budu pravdivé prave formuly
z S. Kedze T C S, tak v bude zaroveii hladanym modelom T. O

tloha: Pomocou vety o kompaktnosti dokazte, ze graf G je k-zafarbitelny <= kazdy jeho
koneény podgraf je k-zafarbitelny.

rieSenie: Mozeme si vimnut, Ze veta o kompaktnosti mé podobnu struktiru ako to, ¢o
chceme dokazat. Chceme dokézaf Ze celok mé nejaki vlastnost prave vtedy ked maju tito
vlastnost vietky koneéné kiisky celku.

Aby sme mohli do dékazu zapojif vetu o kompaktnosti, musime si najprv spravit nejaké for-
muly, o ktorych budeme ukazovat, Ze si splnitelné. Tieto formuly by mali nejakym sposobom
kédovat skutoénost, Ze celok mé vlastnost aki chceme. V tomto pripade to je k-zafarbitelnost
grafu.

Ako prvé si musime zvolit prvotné formuly. V naSom pripade sa ndm hodi mat prvotné
formuly tvaru ”vrchol v méa farbu a”= p, .. Teraz mame len logické spojky a tieto prvotné
formuly na to, aby sme vytvorili mnozinu formul, ktord bude splnitend prave vtedy, ked
zadany graf G = (V, E) bude k-zafarbitelny (k bolo zadané vopred a teda je to koneéné
¢islo).
Chceme vyjadrit dve veci:

1. kazdy vrchol ma prave jednu farbu

2. susedné vrcholy maju rozne farby

Sktisme vyjadrit 1. vlastnost pomocou mnoZiny formul. Najprv povieme, Ze kaZdy vrchol
musi mat nejaku farbu:

TO = {pv,l \/pv,Q V.- va,k ‘ Yu € V}
Potom povieme, ze t4 farba musi byt najviac jedna:
Tl = {pv,i — TPu,j | Yv € Va 17] S {17237k}7 17&‘7}

Tym sme zabezpeéili, Ze mnozina formuil Ty U T} bude splnitelnd iba v pripade, ze bude
existovat také ohodnotenie prvotnych formul, ze préve jedno z {py1,pv2,-..,Pvk} bude
pravdivé pre kazdé v € V.

Teraz skisme formulovat 2. vlastnost:
To =A{py;i = pu;i | v,u€V; (v,u) € E; i €{1,2,...,k}}

Tieto formuly vlastne hovoria, Ze ak mé vrchol farbu ¢, potom neméze mat farbu i jeho sused.



Za mnozinu formul zvolime T = Ty UT; U T5.

Teraz sa mozeme presvedéit, ze modely T kéduji k-farbenia grafu G. Zoberme si nejaké
k-farbenie grafu G. Nastavme valudciu v prvotnych formdl tak, ze:

W(pusi) = 1 ak vrchol v ma farbu 7 v otomto farbeni
Puil =00 inak

Takto definovana valuacia je urcite modelom tedrie T'.

Teraz naopak, zoberme si model v teérie T a definujem podla neho k-farbenie grafu G takto:

fu) =iak v(pui) =1

T4to funkcia je dobre definovand, lebo je zabezpeéend vlastnost 1. a je to reguldrne farbenie,
lebo je zabezpecend aj vlastnost 2.

Dokaz implikacie = je jednoduchy a nepotrebujeme naitho pouzit vetu o kompaktnosti. Staci
si uvedomit, Ze k-farbenie celého grafu je vhodné farbenie aj pre vsetky koneéné podgrafy.

Na dokaz implikdcie <= uz pouzijeme vetu o kompaktnosti. Mame predpoklad, ze kazdy
koneény podgraf G je k-zafarbitelny a potrebujeme ukézat, Ze z toho vyplyva to isté o celom
grafe G. Keby sme ukéazali, ze pre kazdu kone¢nt podmnozinu 7T existuje model, potom by z
vety o kompaktnosti vyplynulo, ze cel4 mnozina T' ma model a to by uz znamenalo, ze G je
k-zafarbitelny (vid argumentéciu vyssie).

Takze zostava ukézat, Ze z toho, Ze kazdy koneény podgraf G je k-zafarbitelny vyplyva, Ze pre
kazdi koneéni podmnozinu T existuje model. Zoberme si teda nejaki koneé¢ni podmnozinu
T, oznaéme ju Tp. Tato mnozina nemusf zodpovedat nejakému koneénému podgrafu G, preto
si ju rozsirime tak, aby nejakému podgrafu zodpovedala.

Oznacme si vSetky vrcholy, o ktorych hovoria formuly v Ty ako V. Teraz si rozsirme Ty
o tie formuly, ktoré hovoria o vrcholoch v mnozine V. Oznaéime si tito mnozinu ako 77.
T4to mnozina je uréite koneéna, lebo zodpovedd nejakému koneénému podgrafu. Podla pred-
pokladu m4 tento podgraf k-farbenie. Z toho dostdvame, %e mnozina 7} m4a model. Kedze
Ty O Tp, tak tento model je aj modelom Ty. O

tuloha: Pomocou vety o kompaktnosti dokézte, ze sa pomocou sady Wangovych kachli¢iek
d4 okachli¢kovat celé plocha Z x Z ak sa d4 okachlickovat Tubovoln4 koneénd plocha C Z x Z.

Krajsie zadanie a rieSenie ndjdete v tejto starej pisomke (tloha 3):

http://dcs.fmph.uniba.sk/ dresslerova/udml2016/materialy /vzorl.pdf



