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e opakovanie:

korektnost: Korektny systém je taky, v ktorom si dokéazatelné iba tautolégie (vzdy
pravdivé tvrdenia)

tplnost: Uplny systém je taky, v ktorom st vetky tautolégie dokdzatelné. Inak pove-
dané, pre kazdu tautologiu existuje dokaz.

veta o uplnosti vyrokovej logiky (slaba forma): Nech ¢ je formula vyrokovej
logiky. Potom

Fo —=F¢

To vlastne znamend, ze vyrokova logika spolu so Standardnou sémantikou je uplny
systém.

poznimka: Korektnost a tplnost sa vidy viaze na formalny systém a aj na sémantiku.

e Skisme definovat ini sémantiku pre vyrokovi logiku. Tento raz budeme pouzivat tri hodnoty
namiesto dvoch. Sémantika S bude zadana nasledovne:
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V druhej tabulke je hodnota prvého argumentu v riadku a druhého v stipci.
Teraz definujeme nieco podobné, ako bola pre standardni sémantiku tautologia.

Definicia: Formulu nazveme fialovd, ak pre kazdé ohodnotenie prvotnych formil bude mat
hodnotu 0 pri sémantike S.

e Uloha: Zistite o axiémach vyrokovej logiky, ¢i sa fialové a zistite, ¢i pravidlo modus ponens
prenésa fialovost.

e RieSenie: Najprv sa budeme venovaf axiémam. Na riesenie je niekolko moZnosti. Bud si
napiseme obrovski tabulku so vSetkymi moznostami, alebo sa pokisime ist na to sporom.
Prvit moznost demonstrujeme na axiéme

(A1) A— (B— A)

A[B[B—=A] (A
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Takze sme zistili, ze axiéma (A1) nie je fialov4.

Druhtt metédu demonstrujeme na axiéome
(42) (A-(B—-C)—=(A—=B)—(A—=0)

Poktsime sa najst nejaké ohodnotenie ¥ formil A, B a C, Ze celd axiéma nebude mat hodnotu
0. Najprv si moézeme viimnut, Ze vysledkom implikacie mozu byt iba 0 a 2. Ked’ si zoberieme
implikdciu na najvyssej trovni, tak jediny sposob ako dostat nie¢o iné ako 0 je,

9(A— (B—C))=0

(A= B)—= (A= 0C))=2
Lebo aj prava aj lavé strana sa sklad4 z implikdcii, takZe neméze nadobtidat iné hodnoty
ako 0 a 2. Z toho ale opiit dostédvame, Ze

(A — B)=0

v(A—=C)=2
Z toho zjavne nemoze byt 7(A) = 2 (premyslite si prec¢o). VyskiSame obe zvysné moznosti.

— T(A) = 0: Z toho jasne vyplynie, ze T(B) = 0 a 5(B — C) = 0. Dalej dostavame, ze
(C) = 0. Z toho vidime, ze plati T(A — C) = 0 # 2, takze tudy cesta nevede.

(A) = 1: Preto 9(B) = 2, a aj t(B — C) = 2, ale my chceme, aby to bolo (A — B) =
takze ani tudy cesta nevede.
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Presvedcili sme sa, ze neexistuje také ohodnotenie, ze by mala tato axiéma int hodnotu ako
0. Preto je fialova.

Podobne sa d4 zistit, ze aj axiéma (A3) je fialova.

Pozrime sa teraz na to, & pravidlo modus ponens prendsa fialovost. Predpokladajme, Ze
formula A a aj formula A — B je fialové. Skiisme zistit, ¢i z toho vyplyva, Ze aj B je fialova.
Zoberme si Tubovolni valuaciu v. O nej vieme, Ze plati 7(A) = 0 a (A — B) = 0. Ked sa
pozrieme do tabulky pre implikéciu, zistime, Ze toto moZe nastat jedine v pripade, ked aj
(B) = 0. Z toho dostédvame, e aj B je fialovd. Modus ponens teda prendsa fialovost.

Pozrime sa teraz na formulu tvaru A — A. Ak 5(A) = 1, tak 7(A — A) = 2. Preto tédto
formula nie je fialovd. LenZe my vieme, Ze je dokdzatelnd z axiém vyrokovej logiky. To ndm
hovor{ hned’ niekolko zaujimavych veci:

— Na dokaz formuly A — A urcite potrebujeme pouzif axiému (Al). To vieme z toho,
7e axiémy (A2) a (A3) st fialové a modus ponens prenésa fialovost. Vetko ¢o vieme
dokézat z (A2) a (A3) je fialové, takze formula A — A urcite nepatri do tejto kategérie.

— Systém, v ktorom st ako axiémy len (A2) a (A3) a odvodzovacie pravidlo modus ponens
nie je uplny (vzhladom na $tandardnt sémantiku), lebo sme nasli formulu ( A — A ),
ktord je tautoldgia, ale nevieme ju v tomto systéme dokdzaf, lebo vietky formuly v
tomto systéme su fialové a tato nie je.

Podobne sa daji najst podobné sémantiky, ktoré nam ukdzu, ze ked vynechdme (A2) resp.
(A3), bude zostavajiici systém netiplny. MéZete ich skisif vymyslief. Nezabudnite, Ze nestaci
len vyrobif sématiku, treba tiez n4jst vlastnost, ktord maji vsetky dokdzatelné formuly v
tom systéme, ale nem4 ju nejaks formula, ktora bola dokdzatelna vo vyrokovej logike.

Uloha: O nasledujuicich systémoch zistite, ¢i si uUplne a korektné. V kazdom systéme je
jediné odvodzovacie pravidlo a tym je modus ponens, jazyk je rovnaky ako vo vyrokovej
logike. Jediné, ¢o sa lisi si axiémy.



2) A-B—-0C)—=(A—=>B)=(A=0)
3) (-B—-A)— (A— B)
1) (-B—-A4)— A) = ((—wB— —-A4) = B)

B-systém:

C-systém: ) A= (B—=A)

) A—=-(B-=0C)—=(A—=-B)=(A=0))
) (-B—-A)— (A— B)

)

(A= B)—=0C)— (C— (~A— —B)
D-systém: (D1) (A— B)— (B— A)

E-systém: (A1) A— (B— A)

(42) (A->B—-0)—>((A—=>B)—(A—=0))
(F1) —A— A

(F2) A—-—-A

(

E3) (A— B)— (B — -A4)

Na riesenie sme mohli pouzivat fakt, Ze vyrokova logika je korektnd a tiplna ako aj fakt, Ze
ked vynechame Tubovolnii axiému, dostaneme nedplny systém.

e Riesenie:

— B-systém: Systém je korektny a netplny.
Korektnost vyplyva z toho, ze vietky axiémy tohto systému s tautolégie. Staéi overit
axiému (B1).
To, Ze je systém netiplny moZzeme zistit tak, Ze si viimneme, Ze axiéma (B1) sa da
dokézat z (A2) a (A3). Napriklad takto:

1. F(-B—-A)— (A— B) (A3)
2. F((-B—=-A) = (A—=B))—=(((-B—=-4) > A) = ((-B— -A) = B)) (A2)
3. F((-B—-A)— A)— ((-B——-A)— B) (MP 1,2)

To znamen4, 7e sa v tomto systéme d4 dokézaf presne to, ¢o sa d4 dokdzat len pomocou

(A2) a (A3) a takyto systém je nedplny, ako sme sa presvedéili v predchadzajicej ilohe.
— C-systém: Systém je nekorektny a tplny.

Nekorektnost je sposobend tym, Ze axiéma (C1) nie je tautolégia. To spdsobuje, 7e sa

daju dokdzat aj tvrdenia, ktoré nie s tautolégie.

Uplnost tohto systému je vidno z toho, ze obsahuje viety tri axiémy vyrokovej logiky,

preto je v tomto systéme dokdzatelné aspoii to, ¢o je dokdzatelné vo vyrokovej logike.

O vyrokovej logike vieme, Ze je uplnd, takZe st v nej dokéazatelné viektky tautolégie.
— D-systém: Systém je nekorektny a netplny.

Axiéma (D1) nie je tautolégia. Mozete to overit. Z toho dostdvame nekorektnost.

Ukézat netiplnost je v tomto pripade trochu tazsie. Musime najst takd formulu, ktord nie

je v tomto systéme dokdzatelnd, ale je tautolégia. Pomozeme si opit novou sémantikou.

Tento raz ndm staci urcit interpretaciu implikécie, lebo negécia sa v axiéme nevyskytuje.

Zafunguje napriklad takd sémantika (implikdcia sa sprava ako xor):
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Definovat sémantiku nestaéi, potrebujeme este urcit vlastnost, ktord mé axiéma a
prenasa sa pouzitim pravidla modus ponens. Musi to byt takd vlastnost, ze existuje
tautolégia, ktord ju nema. Budeme hovorit, Ze formula je oranzovd, ak pri lubovolnom
ohodnoten{ prvotnych premennych bude mat hodnotu 0.

Mbzete sa presvedéit, Ze axiéma (D1) je oranZové a modus ponens prendSa oranZovost.
Vieme, ze vietko, ¢o je dokdzatelné v D-systéme je onranzové. Pozrime sa ale na formulu
(A1) A— (B — A). Této formula nie je oranzové, lebo ak 7(A) =0 a v(B) = 1, tak



T(A — (B — A)) = 1. Tak sme nasli tautolégiu, ktord v tomto systéme urcite nie je
dokézatelna.

— E-systém: Systém je korektny a diplny.
Korektnost vyplyva z toho, Ze vietky axiémy sd tautolégie (mozZete sa presvedcit) a
modus ponens je korektné pravidlo.

Uplnost v tomto pripade mézeme dokdzaf tak, ze ukdzeme, ze z tychto axiom vieme
dokédzat vetky tri axiémy vyrokovej logiky. Ked'ze prvé dve sa v tomto systéme priamo
nachédzaju, tak staci dokézat axiému (A3).

Vedeli by sme ju dokdzat, keby platila veta o dedukcii:

1. F (-B—-4)— (A —> —-B) (E3)
2. (-B— —=A) F —=A—--B (VD)
3. o A— A (E2)
4. A F =4 (VD)
5. (-B—-A), A + --B (MP2,4)
6. - --B—B (E1)
7. (-B—-A), A + B (MP5,6)
8. (-B—-A) - A—B (VD)
9. F (=B —-A4)— (A— B) (VD)

Ale mohli sme vobec vetu o dedukcii pouzit? Treba si uvedomit, Ze vetu o dedukeii
sme dokézali len pre vyrokovi logiku. Nemusi platif vSeobecne pre lubovolny systém.
Nastastie v tomto systéme veta o dedukeii plati. Pre¢o? Lebo pri dokaze vety o dedukeif
pre vyrokovu logiku sa pouzivaji len axiémy (Al) a (A2). Nikde sa nepouzije axiéma
(A3) (presvedcte sa). Preto mézeme pouzit presne ten isty dokaz vety o dedukcii aj pre
E-systém.

e Aby som to zhrnula. Ak chcete dokéazat korektnost nejakého systému, treba overit, &i st jeho
axiémy tautolégie a ¢i odvodzovacie pravidld si korektné (z tautolégif odvodia len tautolégie)

Pri tiplnosti je to trochu zloZitejsie. Ak chcete ukazat tiplnost nejakého systému (s rovnakym
jazykom a sémantikou ako sme mali pri vyrokovej logike), asi najjednoduchsie je v tomto
systéme dokézat vietky 3 axidmy vyrokovej logiky. Treba si viak dat pozor na to, & mozete
pri tom pouzivat vety, ktoré sme dokézali pre vyrokovi logiku.

Ak je nejaky systém netiplny, treba nijst nejaki vlastnost, ktort maji vietky dokdzatelné v
tomto systéme (maju ju axiémy a odvodzovacie pravidld ju prendsaji), ale nemajui ju vsetky
tautolégie.



