Druhéa pisomka z UDML, 15.12.2016 - rieSenia

(Cely materiél je neoficidlny, ak tu méam chybu ja, vaSe rieenie s rovnakou chybou nie je sprévne!)

1.

Definujte formuly predikatovej logiky a podformuly.
Vypiste vsetky podformuly pre formulu: (Vz)(=(z =y) —
Oznacte tie, ktoré su atomické.

Gu)((P(z,y) vV ~R(z,y,2)) =

(z+y=2))
[2b]

- Definicia formuly:

1.

Nech P je n-arny predikatovy symbol a t1, %o, ...
jej tiez atomicka formula.

, tn, st termy. Potom P(t1,ta, ...

t,) je formula. Hovorime

2.
3.
4.

Nech A a B su formuly, potom (A < B),(A — B),(AAB),(AV B),—A su formuly.
Nech A je formula a z je premennd, potom (Vx)A a (Jz)A st formuly.
Kazda formula vznikne koneénym pouzitim 1., 2. a 3.

Definicia podformuly (prvd moznost): Podformula formuly A je formula, ktoré je jej podretazcom.

Definicia podformuly (druhd moznost):

1. Ak A je atomickd formula, potom je jej podformulou iba ona sama.
2. Ak Ajetvaru B+ C,B — C,B A C alebo BV C, potom je podformulou ona sama a kazdé podformula
formuly B alebo C.
3. Ak A je tvaru —B, (Vz)B alebo (3x)B, potom je podformulou ona sama a kazdd podfromula formuly B.
4. Ziadne dalsie podformuly neexistuju.
- Podformuly formuly zo zadania:
1. z=y 7. P(z,y)V-R(z,y,2)
2. P(z,y) 8. (Plz,y)V-R(,y,2) > (z+y==z)
3. R(z,y,z) 9. (Fy)((P(z,y)V-R(z,y,2)) = (x +y=2))
4. zty=z 10. =(z=y) = FY)((P(z,y) V-R(2,y,2)) = (z +y = 2))
5. (w=y) 1. (va)(~(z = y) — By)(P(z,5) V ~R(21,2) > (@ +y = 2)))
6. —R(x,y,z)
Atomické podfromuly st prvé styri.
2 a) Vo FS PL dokézte prenexni operdciu (Va)(A A B) + ((Vz)A A B) kde z nie je volnd v B.
Mbzete pouzit prvi, druhi aj tretiu prenexni operaciu, tj. (Qz)—A < ~(Qx)A
(Qz)(B— A) < (B— (Qx)A) a (Qz)(B — A) « ((Qx)B — A).
b) Preved'te nasledujiicu formulu do prenexného normélneho tvaru:
(Fz)P(z) A (V) (Vo) Q(z,y) — (Vo) Fy) (R(z,y) = P(y))] [4b]

a) V tomto dokaze budem prakticky stale pouzivat vetu o ekvivalencii. To znamen4, Zze budem menif podformulu
za jej ekvivalentnu.

F (3z)(A— —-B) « (3z)(A — —-B) (T1)
F ((Vx)A — —-B) + (3z)(A — —B) (3. prenexnd operacia (p.o.))
F =(3z)(A — -B) + ~((Vz)A — —-B) (obmena)
o (Va)=(A — -B) < =((Vz)A — —-B) (1. p.o.)
F (Vz)(AAB) < ((Vx)A N B) ((AAB) +» =(A — —-B))
(Fz)P(z) A =(Vy)[(V2)Q(x, y) — (Vo) (3y)(R(z,y) = P(y))]

(Fz)P(z) A ~(Vy) (V2)[(V2)Q(z,y) — (By)(R(z,y) — P(y))] (2. p.o. na (Vz))
(3x)P(x) A =(Vy)(Va)[(V2)Q(z,y) — (Bw)(R(z,w) — P(w))] (premenovanie 2. y na w)
(Fz) P(z) A =(Vy) (V2) (Fw)[(Ve)Q(z,y) — (R(z, w) = P(w))] (2. p.o. na (Vw))
(Fz)P(z) A =(Vy) (V) (Fw)[(Vu)Q(u, y) — (R(x,w) — P(w))] (premenovanie 3. x na )
() P(z) A =(Vy) (Vz) (Fw) (Bu)[Q(u, y) = (R(z,w) = P(w))] (3. p.o. na (Vu))
(3x)P(x) A (3y)(Fx)(Vw)(Vu)-[Q(u,y) — (R(z,w) — P(w))] (4x 1. p.o.)
(Fz)(P(z) A (Fy) (Fz) (V) (Vu)=[Q(u, y) = (R(z, w) = P(w))]) (5. p-o. na (3z))
(Fz)(P(z) A (Fy)(Fv) (Yw) (Yu)-[Q(u,y) — (R(v,w) — P(w))]) (premenovanie 2. x na v)
(32)(3y) (Fv) (Vw) (Vu) (P(2) A =[Q(u, y) = (R(v,w) = P(w))]) (4x 4. po.)

—_



3 Uvazujme Robinsonovu aritmetiku, tj. teériu v predikdtovej logike s rovnostou so §pecidlnymi axiémami:

Q1) (Va)(vy)(S(z) = S(y) = = =y) (Q4)  (Va)(z+0 =)

(Q2)  (Va)=(S(x) = 0) (Q5)  (Va)(Vy)(z + S(y) = Sz +y))

(Q3) (Va)(~(z=0) = By)(z=5@))  (Q6) (Va)(z-0=0)

Q7)) (Vao)(Vy)(z-S(y) =z -y + )
Dokizte: (2) 0-5(0) =0, (b) (Vo)[(z = 5(0)) = (%)(y +2 = W)L 0
a) Za 1.5b:
1. F (Vo)(Vy)(z.S(y) = 2.y + x) ) ( 7)
2. F 05(0)=00+0 (2x(AS na 1. (z=0, y=0), MP))
3. F 00=0 (Q6, AS (z=0), MP)
4. F (Vz)(z =12 (PG na R1)
5. F 0=0 (AS(2x=0),MP)
6. F (Vo) (Yyr) (Vo) (Vy2)(z1 = 11 — (z2 = y2 — @1 + 22 =y1+ y2)) (4xPG na R2)
7. F 00=0—-(0=0—0.0+0=0+0) (4x(AS na 6. (£1=0.0, y1=0, 22=0, y2=5(0)), MP))
8. F 004+40=0+0 (2x MP 3. a 5. na7)
9. F 0+0=0 (Q4, AS (2=0), MP))
10. + 0.5(0)=0 (2x tranzitivita = na 2., 8. a 9.)
b) Za 2.5b

1. o (Vo) (V2)(z+ S(z) = S(z + 2)) ) (Q5)
2. Foy+50)=S@y+0) (2x(AS na 1. (z=y, 2=0), MP))
3. F oy+0=y (Q4, AS (z=y), MP)
4. F (Vx)(Vz2)(x =2z — S(z) = S(2)) (2x PG na R2)
5. F y+0=y— Sy+0)=>5() (2x(AS na 4. (r=y+0,z=y), MP))
6. F S(y+0)=5S(y) (MP 3.,5.)
7. F y+5(0)=5(y) (tranzitivita = na 2. a 6.)
8. Eo (Vo) (Vyr) (Vo) (Vy2) (21 = g1 = (22 = y2 = @1+ 22 = y1 + 12)) (4xPG na R2)
9. Foy=y—=>(2=50)—=y+z=y+S50) “x(AS (z1=y, y1=y, 2=z, y2=5(0)), MP))
10. F oy=y (R1)
11. Fo2=80)—=y+z=y+5(0) (MP 9., 10.)
12. z=50) F y+x=y+S5(0) (VD)
13. z=80) +F y+z=S5(y) (tranzitivita = na 12. a 7.)
4. z=S50) F (Vy)ly+z=S(y)) (PG na y, y nema na lavej strane volny vyskyt)
15. Foax=50)— (Yy)(y+z=5S)) (VD)
16. o (Va)(z = S(0) = (Vy)(y + 2 = S(y))) (PG)

4  Pre kazdu dvojicu teéria T, formula A dokdzte T + A vo FS PL, alebo néjdite model M = T taky, ze
M £ A.

(a) T = {(va)(v9)(x = y), G2) Fy) (& = y)},  A: (Va) (P(x) A~P(x))

(b) T = {(¥2)(Q(x) V R(z) = P(x)), (32)(P(x) A ~Q(x)), (¥2)(Q(x) — R(x)}, A: (va)(P(z) A R(x))

(¢) T ={(¥2)(Ey)(x +y = 0), (Va)(x +0 =)}, A: (F)Ey)(y+y =)

(d) T ={(Va)3y)(x +y = 0), (Va) (& + 0 = 2)}, A: (Va)(0+2 =)

(&) T = {(V2)( < ), (V2)(W)(x < y) = ~(y < @), (Va)(W)(¥2)[(x < 9) = ((y < 2) = (& < )]},
A: (Va)[~(z = ¢) = (x < ¢)] = =(3z)(c < z) [5b]

(a) T je sporna tedria. Takd tedria nema model, ale zato sa z nej daji dokdzat vsetky formuly. Jeden z dokazov
nasej formuly moze byt:

L T + (Vz)(Vy)(z =y) (predpoklad)
2. T F (Bo)@Fy)~(z=y) (predpoklad)
3. T F —=(Vo)(Vy)(z=1y) (prepis 3 + veta o ekvivalencif)
4. T B =vr)(vy)(z =y) = (V) (Vy)(z = y) = (Vo) (P(z) A =P(2))) (T2)
5. T F  (Vo)(P(x) A—P(x)) (2x MP 1. a 3. na 4.)




(b) Tt/ A. Asi najjednoduchsi model T', ktory nie je modelom A vyzerd takto:

(c) TH A:
LT F (Vz)(z+0=ux) (predpoklad)
2. T F (Vo)(z+0=2)—= (0+0=0) (AS 2=0)
3. T F 040=0 (MP 1., 2.))
4. T = (040=0)—= Fy)(y+y=0) (dualna AS)
5. T F (F(y+y=0) (MP 3., 4.)
6. T F (Fyy+y=0)— F2)Ey)(y+y=2) (dudlna AS)
T (F0)CEy(yty=21) (MP 5., 6.)

(d) Tt A. Vyplyva to z toho, Ze neméame zabezpecené, ze + je komutativne. Staéi zvolif napriklad, takito relaéni
Struktoru M:
MU=Z, O0pm=0, +pm=-—

Cize plus realizujeme ako operdciu odéitanie. Této relacna struktira je modelom 7' a nie je modelom A.

(e) TH A:
1 T,(Vz)(-(x=c¢c) > (x<c) F Vr)(=(z=c)— (x<c)) (predpoklad)
2 T,(Vz)(-~(x=¢c) > (x<¢) F =(z=c)—(x<c) (AS (z=x), MP)
3. T,(Vz)(-(z=c)—=(x<c),~(z=¢c) F (r<¢) ( D)
4 T F (z<c¢)—(c<ux) (predp., 2x(AS (z=z, y=c), MP))
5. T,(Vz)(m(z=c¢) = (x<c),~(r=¢c) F —(c<x) (MP 3., 4.)
6 ,(Vo)(=(z=¢c) = (x<c),(x=¢c) F (z=0c) (MP 3., 4.)
7 F Vo)(Vy)(z =y = y=1x) (2xPG na symetriu =)
8 F (z=¢) = (c=2x) (2x(AS (z=z, y=c), MP))
9 T,(Vz)(—~(x=c¢c) > (x <¢),(x=¢) F (c=ux) (MP 6., 8.)
10. F or==x ( 1)
11. F ec=rz—=(r=2x—(c<x—x<1)) (instancia R3)
12. T,(Vz)(m(z=c¢) = (x<¢),(x=¢c) F c<z—z<uz (2xMP 9. a 10. na 11.)
13. T,(Vz)(-(x=c¢c) = (x<c),(x=¢c) F —(z<z)—-(c<x) (obmena 12.)
14. T +F =(zx<ux) (predpoklad, AS (z=x), MP)
15, T,(Vz)(=(z=c¢) = (x<¢)),(x=¢) F —(c<x) (MP 14., 13.)
16. T,(Vz)(~(x=c¢c) > (x <¢)) F =(c<u) (lema o neutr. formule 5., 15.)
17. T,Vz)(~(x=¢) = (z<¢) F (Vz)m(c<x) (PG, z nem4 nalavo volny Vyskyt)
18. T,(Vz)(-(x=¢c) > (x <¢) F —(Fr)(c<x) (1. p.o., MP)
19. T + (Va)(~(zr=c)— (z<c) = ~(3x)(c < x) (VD)



