Prva pisomka z UDML, 15.11.2016 - rieSenia
(Cely materiél je neoficidlny, ak tu méam chybu ja, vaSe rieenie s rovnakou chybou nie je sprévne!)

1. a) Uved'te, z ¢oho sa sklada formélny systém a definujte dokaz formuly A vo formdlnom systéme.
b) Definujte standarni sémantiku vyrokovej logiky pre spojky A, V, —, = (valudciu a jej
rozsirenie )
¢) Definujte sporny systém. [3b]

a) Formadlny systém sa skladd z jazyka, axiém a odvodzovacich pravidiel. Dokaz formuly A je postup-
nost formil Ay, Ao, ..., A,, pricom A, = A a kazda formula postupnosti je bud axiéma, alebo je
odvodend z predchadzajicich pomocou niektorého odovdzovacieho pravidla.

b) Valuicia prvotnych formil je funkcia v: P — {0,1}, ktord kazdej prvotnej formule priradi prav-
divostni hodnotu. Ked uz mame uréent pravdivostnii hodnotu prvotnych formil, moézeme uréit
pravdivostnid hodnotu pre vSetky formuly. Rozsirenie valudcie oznacime @.

e T(p) = v(p) pre prvotné formuly p € P

e 5(ANB)=1,ak v(A) =9(B) =1, inak 5(AAB) =0

e 1(AV B)=0,ak 7(A) =9(B) =0, inak 5(AV B) =

e 7(A— B) =0, ak 5(A) =1 a zdroven v(B) = 0, inak 7(A — B) =
e 7(—A) =1, ak 7(A) = 0, inak v(—A) =

¢) Sporny systém je formalny systém, v ktorom sa daji dokdzat vsetky formuly.

2. Nech G je (kone¢ny) bipartitny graf s particiami U a V, t.j. vSetky hrany vedd medzi U
a V. N(X) bude oznacovat mnozinu vrcholov, ktoré maji aspon jedného suseda v mnozine
vrcholov X . Potom plati Hallova veta: Ak md kaZdd mnoZina vrcholov X C U dost susedov
(ak | X| < |N(X)|), tak vieme vietky proky z U popdrovat.

Vyslovte vetu o kompaktnosti vyrokovej logiky a pomocou nej dokazte nasledujicu nekoneéni
verziu Hallovej vety: Nech G je nekonecény bipartitng graf s particiami U a V, pricom kaZdy
vrchol md len konecne vela susedov. Ak pre kazdi konecéni mnoZinu vrcholov X C U plati
| X| < |N(X)|, tak vieme prvky z U popdrovat. [4b]

Veta o kompaktnosti VL: Nech T’ je mnozina formul vyrokovej logiky. T je splnitelnd prave vtedy,
ked kazd4 jej koneénd Tp O T je splniteln4.

Vyrobime si mnozinu formul T, ktorej kazdy model bude zodpovedat pareniu v grafe, ktoré pokryva
vSetky vrcholy v particii U. NaSe prvotné formuly budu

Pup = hrana (u,v) € E je v pdrovani

Inymi slovami, vrcholy u a v tvoria par. Kazda valudcia tychto prvotnych formil bude zodpovedat
vyberu hran (ak je p,, pravdivé, berieme do vyberu hranu (u,v))

Nasa tedria T (pre konkrétny graf) bude obsahovat nasledovné tri sady formul:

A = {puws VPuws V- VDuu, | Yu €U, {v1,v2,...v5} = N(u)}} - kazdy vrchol z U chceme s niekym
sparovat.

B = {puy = “Puy | Yu € U, v,v" € N(u),v # v'} - kazdy vrchol z U mdzeme sparovat najviac s
jednym susedom z V.

C = {pup = Puwp | Yo €V, u,u/ € N(),u # u'} - kazdy vrchol z V mdzeme sparovat najviac s
jednym susedom z U.



T=AuBUC

Teraz chceme dokdzat, ze ak pre kazdu koneéntt mnozinu vrcholov X C U plati | X| < |N(X)|, tak T
ma model (a graf G parovanie pokryvajuce particiu U). Na to pouzijeme vetu o kompaktnosti.

Staéi dokdzat, Ze kazdd koneénsd podmnozina 7" mé model. Zoberme si nejaki koneénd Ty C T.
Mnozina Ty hovori len o koneéne vela vrcholoch grafu G z particie U. Nech st to vrcholy U’ C U.
Vytvorime si podgraf G’ indukovany vrcholmi U’ U N(U’) (si v nom vrcholy U' U N(U’) a hrany
povodného grafu medzi nimi). Graf G’ je koneény a spiiia podmienku, ze pre kazdé X C U’ plati
| X| < |N(X)|, preto podla Hallovej vety md graf G’ parovanie pokryvajice U’.

Ak pre graf G’ vytvorime teériu T’ rovnako, ako pre graf G, potom bude platit
ToCT' CT

Ked7e graf G’ m4 parovanie, tak 7" m4 model. Ten isty model je aj modelom pre Tp. Tym sme
dokézali, ze kazdé koneénd Ty C T' ma model. Potom aj 7' mé model (z vety o kompaktnosti) a G ma
parovanie, ktoré pokryva U.

3. Definujte disjunktivnu normalnu formu a néjdite ju pre formulu

(a—=(bVe)A((-d—a) = —=(bAc))

[2b]

Formula je v disjuktivnej normalnej forme, ak je tvaru A; V As V ---V A, kde kazdé A; je tvaru
(Lig Nlig A+ Nlik,), pricom kazdé I; ; je bud prvotnd formula alebo jej negacia.

Pri transformovani formuly do disjuktivnej norméanej formy pouzivame nasledujice ekvivalencie:
(1) (A— B) <> (AN -B) <> (A V B) - prepis implikécie
(2) —mA- A

(3) “(AAB) +<» (mAV —B)
—(AV B) <> (nA N —=B) - deMorganove pravidla

(4) AN(BVC) <« ((ANB)V(ANC))
AV(BAC) <« ((AVv B)A(AvV(C)) - distributivne zdkony

1. (a—==(bVe)A(—~d—a)—-(bAc))

2. (maV-=(bVe)A((—mdVa)— —(bAc)) (1) 2x
3. (maV=(bVe)A(=(dVa)V—=(bAc)) (2)+(1)
4. (maV (=bA=c))A((-dA—a)V—bV—c)) (3) 3x
5. (maA((=dA=-a)V=bV-=c)V((-bA=c)A((-dA—a)V—=bV—c)) (4)
6. (—maA—-dA=a)V(=aA=b)V(maA=c)V(mbA=cA=dA=a)V (mbA=cA=b)V(=bA—-cA—c)  (4) 2x
7. (maAN=d)V (maA=b)V(maA=c)V(=bA=cA=dA=a)V(=bA=c)V (=bA—c)

8. (maA-d)V (maA=b)V(-aA-c)V(=bA —c)

V siedmom a 6smom riadku sa len odstranili nadbytocné literdly a klauzuly. Tieto kroky uz ne-
boli potrebné, ale vyslednd formula vyzera krajsie. :-)

Bola aj ind cesta, ako néjst disjunktivnu normalu formu. Mohli sme ndjst boolovsku funkciu, ktora
zodpovedd nasej formule (urobit velki tabulku) a opisat, kedy nadobiida pravdivostni hodnotu 1.
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Z nej potom mozeme spravit napriklad tplni disjunktivnu normdlnu formu:
(maAN=bA=cA=d)V(maN=bAN-cANd)V (maN=-bAcA-d)V (maA=bANcAd)V (maANbA-cA-d)V

V(ma ANbA=eANd)V (ma AbAcA=d)V (aA—bA=cA=d)V (aA—bA-cAd)

4. Nech B je formalny systém definovany rovnako ako formélny systém vyrokovej logiky (FS VL)
az na axiomy:
(B1) = (A1)
(B2) = (A2)
(B3) A—»(B—(B—A))
Predpokladajte, ze pre formélny systém B plati veta o dedukcii.
Sformulujte slabu formu vety o tplnosti vyrokovej logiky. Definujte vlastnosti (slaba) korekt-
nost a (slab4) tplnost.
Zistite a dokazte, ¢i je tento systém (slabo) iplny, a zistite a dokazte, ¢i je aj (slabo) korektny —
vietko vzhladom ku klasickej sémantike. Mozete pritom vyuzit, ze FS VL je iplny aj korektny
a ze vynechanim Iubovolnej axiémy dostaneme netiplny systém. [6b]

Slab4 forma vety o tiplnoti vyrokovej logiky: F ¢ <= |= ¢ - formula je dokdzatelnd prave vtedy, ked
je tautolodgia.

Korektnost: F ¢ == ¢ - vietky dokdzatelné st tautoldgie.
Uplnost: |= ¢ =F ¢ - vietky tautolégie sa daji dokazat.
Overenie korektnosti: Systém vyrokovej logiky je korektny, preto vieme, ze modus ponens je ko-

rektné pravidlo a axiémy (B1) a (B2) su tautolégie. Ak je aj axiéma (B3) tautoldgia, potom je cely
systém korektny. Ak nie je tautoldgia, potom nie je korektny.

A|B|B—-A|B—-(B—A) | A= (B—(B—A)
0]0 1 1 1
0]1 0 0 1
110 1 1 1
171 1 1 1

Z tabulky vidime, ze (B3) je tautoldgia, preto je systém B korektny.

Overenie tplnosti: Vidime, ze v ziadnej axiome sa nevyskytuje negacia a to je podozrivé. Intuitivne



tusime, 7e na§ systém asi nebude tplny. Skisime to teda dokdzat. Daji sa pouzit dva postupy (a
mozno aj viac).

Prvy sposob je cez sémantiku. Definujeme si sémantiku:

Al -A A|B|A—-B
0] 1 010 1
1 1 011 1
110 0
1] 1 1

Dalej definujeme dithovost formuly. Formula je diéhovd, ak ma hodnotu 1 pre lubovolné ohodnotenie
prvotnych formul v. VSetky axiémy B systému si dihové, lebo st to tautolégie a spravanie implikacie
sme nezmenili. Modus ponens prendsa dihovost. Ak A je dihovd a A — B je dihova, tak aj B musi

mat stédle hodnotu 1 a tiez je dihova. Pozrime sa teraz na axiému vyrokovej logiky (43) (=B —
-A) - (A — B).

v(A) | 9(B) | v(=A) | v(=B) | "(-B — -A) | (A — B) | 7((-B — -A) — (A — B))
0 0 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1

Ak 7(A) =1 av(B) =0, tak v((-B - -A) — (A — B)) = 0. Z toho dostavame, ze (A3) nie je
dihovd, preto nemoze byt v systéme B dokézatelnd. V B nie si dokézatelné vietky tautolégie, takze
nie je uplny.

Druhy spdsob je najst dokaz (B3) z axiém (B1) a (B2). Ja som napriklad nasla takyto dokaz:

1. F A— (B—A) (B1)
2. A b B A (VD 1.)
3. F (B—A) —(B—(B—A4) (B1)
4. A F B— (B—A) (MP 2.,3.)
5. F A—(B—(B—A4) (VD 4.)

Axiéma (B3) je dokazatelnd z (B1) = (A1) a (B2) = (A2). To znamend, Ze v tomto systéme je
dokézatelné iba to, ¢o je dokdzatelné iba z prvych dvoch axiém. KedZe systém iba s prvymi dvoma
axiémami nie je iplny, ani systém B nemdze byt tplny.

Bonus. V tlohe ¢. 1 ste definovali sporny systém. Najdite nejaky sporny systém a dokazte o fiom,
7e je naozaj sporny. Je zakdzané pouzivat axiému typu A. Inak moZete pouzivat vsetko,
¢o viete o vyrokovej logike. [2b]

Jedno z vela moznych rieSen{ je napriklad:
e jazyk: rovnaky ako pre vyrokovi logiku.

e axioma: (AX) A — B.

AA—B

e odvodzovacie pravidlo: modus ponens: ~=

Aby sme dokézali, Ze tento systém je sporny, musime najst dokaz pre Iubovolni formulu. Napriklad
takyto:

1. FA—B (AX)
2. F(A=-B)— A (AX)
3. FA (MP1.,2.)



