PisoMKA z UVODU DO MATEMATICKEJ LOGIKY
5.11. 2012 (zimny semester 2012/13)
Riesenia (©) kuko.
Cely material je neoficidlny, ak tu mam chybu ja, vaSe rieSenie s rovnakou chybou nie je spravne!

Na prednaske sme si definovali axiomaticky systém vyrokovej logiky, ktory oznac¢me £ (podla
Lukasiewicza); eSte pred nim Frege formuloval int sadu axiém pre vyrokovu logiku:

(F1) ¢ = (¥ = ¢) (F4) (¢ = 9) = (- = —p)
F2) o=@ —=x]=e—=v) = (p—=>x)] (F5)-p—9
(F3) [p = (¥ = x)] = [¥ = (¢ = x)] (F6) o — ==y

spolu s pravidlom modus ponens ozna¢me tento systém §. Dokézte, Zze v systéme § plati metaveta o
dedukcii; ukazte, ze axiéma (F3) je nadbyto¢na (dé sa dokdzaf z ostatnych axiém) a dokazte, ze systém
§ je Gplny (modZete pri tom vyuzit, Ze systém £ je uplny). [5b]

Vsimnite si, ze prvé dve axiomy maja systémy £ a § splocné. Na dokaz vety ¢ — ¢ a metavety o
dedukcii stacia tieto dve axidmy (mohli by sme sformulovat meta-meta-vetu: v kazdom systéme, ktory
obsahuje axiémy F1, F2 a pravidlo MP, plati metaveta o dedukcii). Dékazy si pozrite v skriptach.

Podme na nezavislost F3 — toto sme v skuto¢nosti spominali na cviceniach ako prvi jednoduchu aplikaciu
vety o dedukcii (pozri poznamky z cvicenia 4, str. 5). Myslienka je jednoduché: pomocou VD hodim vsetko,
¢o sa da pred F do mnoziny predpokladov. KedZe je to mnoZina, na poradi nezélezi a teda moézeme v tom
vhodnom poradi nahédzat vSetko naspiit. Cely dokaz moze vyzerat napriklad takto:

LLo=W—=x)tFe— @W—x) (predpoklad)

2. Y= x), oY —=x (VD)

)
@ = ( )
o= W—=x)hevbEx (VD)
=W —=x)hEe—x (VD)
p—=>W=ax)Fy—=(p—=x) (VD)
6. Flp=> W22 (@—=x] (VD)

Nakoniec podme dokézat vetu o tplnosti (teda ti jednu implikéciu). Iste, dalo by sa postupne dokazat
vSetkych 6 viet, vetu o neutrélnej formule atd., atd., na to vSak nie je ¢as. V skuto¢nosti axiémy Al a A2
mame a teda stac¢i dokdzaf axiomu A3 z nasho starého dobrého systému £. Skuste si podrobne zdovodnit
preco. Len pre istotu dodam, ze zdévodnenie

5.

Akonahle dokdzeme A3 v §, tak kazdy dokaz formule ¢ v £ bude zaroven jej dokazom v §.

je zlé a nepravdivé (ako bude teda vyzerat dokaz ¢ v §7).

Ako teda dokazeme A3: (- — —p) — (¢ — )? VSimnime si, Zze medzi axiémami mame F4, ktora
je podobnd, ibaze namiesto odstranenia negaciu zavadza. Mozeme vSak do nej dosadit negované vyroky a
pomocou F5/F6 sa zbavit dvojitej negacie.

Sktsme to odzadu: Ak nahddzeme vsSetko pred F, vidime, ze sta¢i z predpokladov (-1 — —p) a ¢
dokézat 1, t.j.

_'w — TP, P + w

Oznacme si T = {—1) — =, ¢}. Co vieme v T dokéazat? Pomocou F4 vieme obrétit implikaciu a dostaneme

T F == — —=). Treba teda eSte dokazat ——¢, ale to dostaneme jednoducho z predpokladu ¢ a F6. Takto
dostaneme T+ ——) a pomocou F5 sa zbavime dvojitej negécie. Cely dokaz moze vyzerat napriklad takto:



1. Ty — —p (predpoklad)
2. TH (= =) = (7 = =p)  (F4)
3. TF-—p— - (MP1,2)
4. Tk (predpoklad)
5. THp— (F6)
6. TH-—p  (MP4,5)
7. TFH-—~  (MP 3,6)
8. TF-—p 4  (F5)
9. THy  (MP7,8)
10. F (=9 — =p) = (¢ = ) (2x VD)

Na zaver eSte dve poznamky: 1. Pekné rieSenie mal Pefo, ktory sa vobec neuntival dokazovat F3 pomocou
ostatnych axiém; namiesto toho si vS§imnite, ze v dokaze tiplnosti § sme axiému F3 vobec nepouzili a preto
to, Ze sa F3 da dokazat vyplyva z aplnosti (systému § bez F3).

2. Pocas pisomky mali niektori otazky typu: méZzem pouzit metavetu o neutralnej formule / o ekvivalencii
/ vety V1-V67 Uvedomte si, Ze tie sme dokézali v systéme £ a potrebovali sme axiému A3. Teraz mame
novy systém s inymi axiémami, takze odpoved je NIE.

V tejto tlohe sa zahrame s tzv. intuicionistickou logikou; ti dostaneme, ak posledni axiému (A3) v £
nahradime axiémami

@) (¢ =9) = ((p = ~¥) = ~0) (14) ¢ = (-9 =)

Kedze (I3) a (I4) st tautoldgie, tento systém je korektny a dokazuje

iba tautolégie. Dokazte, ze systém Z nie je uplny — existuja totiz tau- D ‘ —p D —q ‘ 2 1 0
tolégie, ktoré sa v Z nedaju dokézat: Uvazujme trojhodnotovi logiku 210 2 2 1 0
a interpretaciu logickych spojok vpravo. Sformulujte a dokdzte me- 110 1 2 2 0
tavetu o korektnosti pre takato interpretaciu. Dokazte, Ze formuly 0| 2 0 2 2 2

(=p — —q) = [(-p — q) — p)] a =—p — p nie st v Z dokazatelné. [6b]

Valuécie v nasej trojhodnotovej sémantike st funkcie v : At — {0, 1,2}, resp. funkcie, ktoré kazdej
formule priradia hodnotu 0, 1, alebo 2, teda v : Form — {0,1,2}. Ak v(p) = 2, budeme pisat v =z ¢ a ak
je v(p) = 2 pre kaZdu valuéciu v, budeme hovorit, ze formula ¢ je zelena a pisat =z ¢.

Metaveta o korektnosti tradi¢ne hovori, ze - ¢ = = ¢, teda vSetko dokazatelné je tautoldgia. V nasej
trojhodnotovej sémantike bude platif nasledovni metaveta o korektnosti:

Fro= FEz ¢

teda ak ¢ je dokazatelnd (v systéme Z), tak je zelena.

Metadokaz bude indukciou od dizky doékazov v 7 — treba ukazaf, Ze axiémy st zelené a ze MP zachovava
zelenost. Vypliiat celych tabuliek je velmi zdlhavé, podme na to sporom.

(A1) Moze existovat v také, ze v(p — (¥ — ¢)) # 27 Ak v(A3) = 1, tak jediny spdsob je v(¢) =2 a
v(¢) — ) = 1, ale na to by muselo byt v(¢)) =2 a v(p) = 1, ¢o je spor. Ak v(A3) = 0, potom v(p) € {1,2}
av(yy — ) =0. Ale v(¢p — ¢) =0 iba ak v(¢0) € {1,2} a v(p) =0, ¢o je spor. Teda Al je zelen.

(A2) Moze existovat v také, ze v([p — (¥ = x)] = [(¢ = ¥) = (p = x)]) # 27 a) ak v(A2) = 1,
tak vjp = (¥ = x)] =2 av[(¢p = ¢¥) = (p = x)] = 1 odkial v(p — ¥) =2 av(p — x) = 1 a teda
v(p) =2 av(x) = 1. Ak sa pozrieme spit na v(¢ — ¥) = 2, tak v(¢) = 2 nutne v(¢)) = 2. Dosadenim do
[ — (¥ — x)] dostaneme 2 — (2 — 1) = 1, ¢o je spor.

b) ak v(A2) = 0, tak v[p — (¥ — x)] € {1,2} av[(¢p = Y) = (¢ = x)] =0, a teda v(p — ) # 0,
v(p) # 0 a v(x) = 0. Ale potom v(y)) # 0 a dosadenim do [¢ — (¢ — x)| dostaneme {1,2} — ({1,2} —
0) = 0, ¢o je spor.



(I3) Moze existovat v také, ze v[(p — ) = ((¢ = ) — —p)] # 27 Bud v(I3) = 1 ateda v(p — ¥) = 2,
v(p = ) = 2 av(—yp) = 1, ¢o je spor, pretoze —p nie je nikdy 1. Alebo v(I3) = 0, teda v(p — ¥) # 0,
v(ip — ) # 0 a v(-p) = 0, teda v(p) # 0. Ak sa vratime ku v(p — ) # 0, tak v(p) # 0 a teda
v(—p) = 0. Dosadenim do strednej implikdcie dostavame spor: {1,2} — 0 = 0, ale my sme predpokladali,
ze v(p — ¢) # 0.

(I4) Ak v(I4) = 1, tak v(p) = 2, v(—p — ) =1 a v(—p) = 0. Avsak 0 — p nie je 1. Ak v(I4) = 0, tak
v(p) aj v(—p) # 0, ¢o je nemozné.

Dokézali sme, Ze vSetky axiémy st zelené. Ostava ukdzat, Ze MP prendsa zelenost, to je vsak jednoduché
jednym pohladom do tabulky: ak st predpoklady ¢ a ¢ — 1 zelené, t.j. v(¢) =2 a v(p — ¥) = 2, potom
v(1)) = 2 (jedind dvojka v danom riadku).

Dokazali sme, Ze vSetky formule dokédzatelné v Z su zelené. Kedze pre v také, ze v(p) = v(q) = 1 je
v((=p = —q) = [(-p = q) — p)]) = 1, této formula nie je zelend a teda nie je dokazatelna v systéme 7.

Podobne ak v(p) = 1, tak v(=—p) = 2 a v(—-—p — p) = 1. Tato formula nie je zelend a teda nie je
dokézatelna v systéme 7.

Wangove kachlicky st jednotkové stvorce, ktorych kazda hrana mé nejaka farbu. Uvazujme sadu n kach-
liciek, kde kazda hrana ma jednu z k farieb. Pod ,kachlickovanim“ mame na mysli zobrazenie zo Z X Z
do mnoziny kachli¢iek také, ze dotykajice sa hrany susednych kachli¢iek maju rovnaku farbu.

Sformulujte metavetu o kompaktnosti vyrokovej logiky. Pomocou nej dokézte, Ze ak sa da vykachlickovat
Tubovolne velkd koneénda plocha, potom sa da vykachlickovat celd plocha Z x Z. [4b]

Napriklad ak mame sadu takychto kachliciek:

I D4 Lol (X I X
i X (3 04 dl X X

(z kazdého typu mame lubovolne vela), mézeme vykachlickovat takito plochu:

Pre zaujimavost: touto sadou sa da vykachlickovat celd plocha a dokonca neperiodicky (viac o Wangovych
kachlickach si precitajte na wikipédii).

Avsak nie kazdou sadou kachli¢iek vieme vykachlickovat celt plochu — napriklad ak by sme mali jediny
typ kachlicky, ktory méa na kazdej strane int farbu, nevieme dat dve kachlicky vedla seba.

Riesenie je tradiénym postupom: pre dant sadu kachliciek S sformulujeme tedriu T tak, ze modely Ts
budi kédovat dobré vykachlickovania Z2. Kazd4 koneéna podmnozina Ts bude zodpovedaf iba kachlicko-
vaniu konecnej plochy. Z vety o kompaktnosti teda dostaneme, ze ak sa d4 vykachlickovat Iubovolne velka
koneéné plocha, dé sa vykachlickovat celé Z2.

Premenné si ozna¢me p; .+, kde z,y € Z a t € {1,...,n}; intuitivne ak je p,,; pravdivé, bude to
znamenat, ze na pozicii (z,y) je kachlicka typu ¢. AvSak nie vSetky valudcie premennych p, , ¢ ndm definuji
nejaké vykachlickovanie celej plochy (funkciu zo Z x Z do mnoziny kachlic¢iek). Preco?

1. Moze sa staf, ze pre nejaké (z,y) ziadna premennd p,,; nie je pravdiva (na pozicii (z,y) nie je
kachlicka?).



2. Moze sa stat, ze pre nejaké (z,y) je viacero premennych p, ,; pravdivych (na pozicii (z,y) je viacero
kachli¢iek?).

3. Nakoniec, ni¢ ndm nezabezpecuje, ze dotykajice sa hrany susednych kachli¢iek maji rovnaka farbu.
Vytvorme teda tedriu T, ktord bude obsahovat tieto axidmy:

1. Pey1 VDey2 V- Vpeyn pre kazdé z,y € Z

2. Dayt —> Drpyp pre kazdé x,y € Zakazdét #t' € {1,...,n}

3. Pyt — “Dary v pre kazdé dve susedné pozicie (z,y) a (2,y’) a kazdé dva typy t,t’, ktoré na seba
nenavizuju

Vsimnite si, Ze tychto formul je nekonecne vela, ale kazd4 jedna je konecnéa. Tiez si uvedomte, ze vytvarame
tedriu vyrokovej logiky, tzn. tedria obsahuje formulu (retazec) ,pg ¢ — Pz y ¢ pre kazdé x,y € Z a kazdé
t #t € {1,...,n}. Ts neobsahuje formulu ,(Vo,y € Z)(V1 <t # t' < n)prys — “Payr” (Vo vyrokovej
logike neméme symboly V, €, < a podobne).

Napriklad pre tato sadu kachlic¢iek

1 2 3
by tedria Ts obsahovala formuly ako napriklad

® 10,01V Poo2V Poo3, ktord hovori, ze na pozicii (0,0) je kachlicka typu 1, 2, alebo 3.

® D351 — D352, P351 — P35,3, ktoré hovoria, ze ak je na pozicii (3,5) kachlicka 1, tak tam nie je 2
ani 3

® parar2 — —Pagar,1 — ak je na pozicii (47,47) kachlicka 2, na pozicii (48,47) vpravo od nej nie je
kachlicka 1 (modra a zelena farba nenavizuju)

a takychto formil by tam bolo nekonec¢ne vela.

Modely teérie Tg spliiaji podmienky 1, 2, 3 a teda kéduji dobré kachlickovanie celej plochy. Lubovolna
kone¢nd podmnozina vSak moze hovorit len o koneénom pocte policok. Takze ak sa da vykachlickovat
Tubovolne velka koneéné mnozina, tak kazda koneéna podmnozina Ts mé model a podla vety o kompaktnosti
aj celd Tg ma model.



