PisoMKA z UVODU DO MATEMATICKEJ LOGIKY
na Kornéliu 2012 (zimny semester 2012/13)
Riesenia (©) kuko.
Cely material je neoficidlny, ak tu mam chybu ja, vaSe rieSenie s rovnakou chybou nie je spravne!

Uvazujme Robinsonovu aritmetiku, t.j. teériu v predikatovej logike s rovnostou so Specidlnymi axiémami

Q1) (Vz)(Vy)(S(z) = S(y) = = =) (Q4)  (va)(z+0=x)

4) (
(Q2) (Vz)(=S(z) = 0) (Q5)  (Va)(Vy)(z + S(y) = S(z +y))
(Q3)  (Va)(-z =0— Jy(z = S(y))) (Q6) (Vz)(z-0=0)
Q1) (Va) (V) S(y) = -y +2)
Ozna¢me i = S(S(---S(0)---)). Dokézte v tejto tedrii, ze 1 +1 =2 a (Vz)(Vy)(z +y =0 — y = 0). [5b]

—

n

V prvom pripade chceme dokéazat vetu S0+ .50 = SS0 (za 1.5b). Velmi neformalne, z axiém RA vypljva,
ze SO+ S0 = S(S0+0) = S(S(0)) (za takéto a podobné riesenia bolo 0.5b; niektori dokonca pisali, Ze
S0+ S0 = S(0+ S0), ¢o je sice pravda, ale z axiém to vyplyva o dost zlozitejsie).

Trosku podrobnejsie: SO + S0 = S(S0 + 0) podla (Q5) a S(S0+ 0) = S(S0) podla (Q4) a z axiémy
rovnosti ((Q4) hovori len to, ze SO+ 0 = S0; to, ze S(S0+ 0) = S(S0) vyplyva z axiémy rovnosti x =y —
f(z) = f(y)). Na dokonéenie dokazu potrebujeme este tranzitivnost rovnosti: S0+ .50 = S(S0+0) = S(S0).
Cely dokaz moze vyzerat napriklad takto:

L E(V)(Vy)(z+Sy) =Sk+y)  (Q5)

2. S0+ 50=5(50+0) (2x axiéma $pecifikacie + MP na 1, pri¢om sme zvolili z = S0 a y = 0)
3. F (Vz)(x +0=ux) (Q4)

4. F504+0=50 (axiéma Specifikdcie + MP na 3, pricom sme zvolili z = S0)

5. F (Va)(Vy)(z =y — S(z) = S(y)) (generalizovand axiéma rovnosti)

6. FSO+0=.50— S(S0+0)=.5(50))
(2x axiéma Specifikdcie + MP na 5, pricom sme zvolili x = S0+ 0 a y = S0)

7. F5(S0+0) =S50 (MP 4, 6)
8. FVr)Vy)(Vz)(z =y — (y=2z — (x = 2))) (generalizovand veta o tranzitivnosti rovnosti)

9. F S0+ 50 = 5(S0 + 0) — [S(S0 + 0) = S50 — (S0 + S0 = S(S0 + 0) = S50)]
(3x axiéma Specifikicie + MP na 8, pri¢om sme zvolili z = S0+ S0, y = S(S0+0) a z = SS0)

10. F S0+ 50 =550  (2xMP na 2, 7a9)

Druhé veta vyzera este trochu tazsie, takZze sktisme ist postupne. Rada do Zivota: ak chcete robitf takéto
dokazy, spravte si najskor neforméalny dokaz; z neho si vytvorte ,,checkpointy®, ktoré treba dokézat a nako-
niec dopliite medzikroky. Uvedomte si tiez, Ze moZzete pouzivat tautoldgie VL a napriklad dokaz sporom a
podobne.

Podme na to: V prvom rade si uvedomme, ze stac¢i dokdzat vetu x +y = 0 — y = 0 bez kvantifikdtorov
(a nakoniec generalizovat). Tato implikacia sa da4 dobre dokézat sporom: dokdzeme, 7ze z +y =0 a -y =0
vedie ku sporu. Pre¢o? Ak y # 0, potom podla (Q3), y mé predchodcu — existuje také z, ze S(z) = y (¢itaj
»y sa da zapisat ako z+1%). Ale potom z+y = v+ Sz = S(x+ z) (¢itaj ,x+y sa d& zapisat ako da¢o+1; na
to bude treba definicia s¢itania (Q5) a vlastnosti rovnosti). No a intuitivne “daco + 1 > 1, ¢iZe to nemoze
byt 0. Poriadne sa to dokaze pomocou axiémy (Q2), ktord hovori, Ze 0 sa nedd napisat v tvare S(daco). (Za
takyto “plan,, bolo od 1b z 3.5b, viac bodov podla toho, ako podrobne sa plan podarilo uskuto¢nit.)

Cize checkpointy st



1~y =0F (3)(y = S(2))

2. w=0F 32)(z+y=95(+=2)

3. y=0,z+y=0F (32)(S(z+2)=0)

4. vyrobit spor s (Q2): (Vz)(—S(z) = 0)

Sktsme teraz poriadne doplnit medzikroky (je ich dost, embrace yourselves):
1. . y=0F-y=0 (predpoklad)

2. y=0F-y=0— (32)(y = S(2)) (axiéma (Q3) s premenovanou premennou a Specifikovanym
z=y)

3. y=0F(3F2)(y=5()  (MPL2)
dalsi plan: dokézat (3z)(x +y =x + Sz)

4 Fr=x—(y=9S2— (r+y=x+52)) (axiéma rovnosti (+ je funkény symbol))
5. Fx=ux (axiéma rovnosti)

6. Fy=Sz— (z+y=x+95z) (MP 4, 5)

7. FV2)(y=5z— (z+y=x+5%)) (generalizacia 6)

8. F(3z)(y=952) = (Fz)(x+y=a+ Sz) (distribucia kvantifikdtorov v 7)

9. 7y=0F (Fz)(x +y =2+ S2) (MP 8, 3)
dalsi plan: dokazat (3z)(x +y = S(z + 2))

10. Fx+Sz=S(z+=2) (Specifikovana axiéma (Q5))

1. Fe+Sz=8@+z2) = (z+y=a2+Sz— (x+y=S5(+2))) (tranzitivnost rovnosti)
12. F(V2)(z+y=a+ 5z = (x+y=5S(z+2))) (MP 10, 11 a generalizacia)

13. F(@)(e+y=x+952) = F2)(x+y=95(+2)) (distribucia kvantifikdtorov v 12)

14. sy=0F (Fz)(x+y =Sz +2)) (MP 9, 13) dalsi plan: pridat si predpoklad = + y = 0 a odvodit
spor — z tranzitivnosti vyjde S(z + z) =0

15. -y=0,2+y=0F2+y=0

16. Fe+y=0—=(S(z+z2)=z+y— (S(x+2)=0)) (tranzitivnost rovnosti)

17 24+y=0F (V2)(S(z+2)=x+y = S(x+2)=0) (MP 15, 16 a generalizacia)

18. z24+y=0F(32)(S(z+2)=x+y) = (32)(S(z+2) =0) (distribucia kvantifikdtorov v 17)
19. =y =0F (32)(S(x+2) =z +y) (zo 14, komutativnost rovnosti, distribtcia kvantifikatorov, MP)
20, z+y=0,24+y=0F (32)(S(x+ 2) =0) (MP 18, 19) zaver: vyrobit spor s (Q2)

21. + (V)= (S(x) =0) (Q2)

22. F=(S(x+2)=0) (Specifikicia x 4+ z namiesto z)

23. F (Vz)=(S(z+2) =0) (generalizacia)

24. F=(32)(S(x + 2) =0) (prepisanie V na 3)

25, y=0,z4+y=0F L

26. x+y=0Fy=0 (dokaz sporom)



21. Fe+y=0—-y=0 (VD)
28. F (Vo)(Vy)(x+y=0—y=0) (2x generalizovécia)

Skontrolujte, Ze sme pri VD nepouzili generalizéciu na premennt volnt v predpokladoch (pred +)!

Dokéazte nasledujice prenexné operacie:

(Vz)(A(z) — B) = ((3z)A(z) — B) ak x nie je volnd v B
(Vz)(A(z) V B) = ((Vx)A(x) vV B)  ak z nie je volnd v B

V druhom pripade pouzite definiciu V cez {—, —}. Prevedte nasledujicu formulu do PNF.

(4() = (B2)A@) = BW)) ) A ((I7(¥)C(@)] A D()) V (32) B(x) ) [5b]

Dokaz dvoch prenexnych operacii si pozrite v skriptach. Ukézeme si len, ako previest zadant formulu do

PNEF:

(4(2) = () A@) = Bw)) ) A ((H(F)C(@)] A D(@)) V (32) B(x) )
premenujeme premenné, aby sa nam neplietli
(4() = (Bw)A@w) = BW) ) A ((H(#)C@)] A D()) v (Bu)B(w))
(Jw) ide von, —(Vv) prepiSeme na (Jv)-
(A=) = (V) (A@w) = Bw)) ) A ((1B0)~C0)] A D()) v (3u)B(w))
a (Jv) ida pred zatvorku
= B(y))) A (B0)(~C ) A D(@) v Gu)B(w))
Ju) ida pred zatvorku
y))) A (3u)(Jv) ((ﬁC(v) A D(x)) V B(u))
)

Jv) a (Ju) ida pred zatvorku

)
(30)(Fu) (vw) (A(2) = (A(w) > B(y))) A ((=C() A D(@)) v B(w))

Pre kazdu dvojicu tedria T', formula ¢ dokazte, ze Tt ¢, alebo ndjdite model M = T' taky, ze M = .
1. T =0, v: (Vz)(x+0=ux)

2. T ={(32)S(z), Br)(M(x) A =P(x)), (Ve)(S(z) = M(z)) },  ¢: (@x)(S(x) A—~P(2))
3. T ={(Vz)(Vy)(z=y)},  ¢:(F2)P(z) = (Vo)P(z)

4. T = PO, v: (Vz)(x < ¢) = ~(Fz)(c < z)

5. T = PO, ¢ :=(3zr)(c < z) = (V) (2 < ¢)
priom tedria Ciastocného usporiadania PO = {(Vz)-(z < z), Vz)(Vy)[(z < y) — —(y < )],
(Va)(Vy) (V2)[(x < y) = ((y < 2) = (& < 2)]]}. [5b]

1. Vyzera libivo, plati napriklad v tedrii grup, Robinsonovej aritmetike a podobne, ale samozrejme
neplati v prazdnej teérii. Zoberme napriklad model (Z,+,47), t.j. Struktiru celych éisel, kde znak
+ interpretujeme ako sc¢itanie celych ¢isel a znak 0 reprezentujeme ako ¢islo 47. Alebo si vezmime
(Za,4,1) alebo (R,-,0), alebo tplne hoci¢o. Lebo hoci¢o (hocaka struktira nad spravnym jazykom)
je modelom préazdnej tedrie.

2. Neplati. Nakreslite si Vennove diagramy pre relacie S, M a =P a rozmyslite si, ¢o musi platit. Kazdo-
padne, prienik S a =P moze byt prézdny.



3. Plati. Jeden spdsob ako to nahliadnut je modelovy: Totiz axiéma z T hovori, Ze vSetky prvky sa
navzajom rovnaju a teda vSetky modely T st prave jednoprvkové. Nuz a existuja iba dva také modely:
(ozna¢me a ten jediny prvok) v jednom plati P(a), v druhom P(a) neplati. Kazdopadne, v oboch
modeloch plati formula ¢ a teda T' |= . Na zdklade vety o tplnosti (ktortt sme nie aplne mali) by
sme mohli povedat, ze T F .

Priamy dokaz:

(e
(f
4. Plati. Povodné zadanie chcelo byt s ¢ : (Vz)(x < ¢) = —(3x)(c < z), ¢o plati tiez. Hento ¢ plati uz

z takého hlipeho dovodu, Ze predpoklad (Vz)(z < ¢) nebude nikdy platit (takze implikicia je vzdy
pravdiva. (Vz)(z < ¢) je pre © = ¢ v spore s axiémou (Vz)-(x < x). Dokaz:

(( z)P(z)) — ((Yy)P(y)) (prenexné operacie na 4)

(premenovanie premennej y na z (veta o variantoch))

(a) Fz =y — (P(x) — P(y)) (axiéma rovnosti)
(b) Fz=y (axiéma T + 2x8pecifikicia)
(c) FP(z) = Ply)  (MP1,2)
(d) F (Vz)(Vy)(P(z) — P(y) (2% generalizovacia)
)
)

(a) F=(ec<e) (axiéma PO, Specifikicia a MP, pri¢om vezmeme = = c)

(b) F=(e<e) = Fz—(z < c) (dudlna formula k axiéme Specifikicie)

(¢) F (Fz)~(z < ¢) (MP 1, 2)

(d) F=(Vx)(z < c) (prepisanie 3 na V a =—p — p)

(e) F=(Ve)(z < ¢) = (Vo) (x < ¢) = =(Fz)(c < x)) (tautoldgia VL: —p — (p — q))
) Fo (MP 4, 5)

5. Neplati. Ako sme uz povedali, zaver ¢ je blbost, nikdy nemoéze nastat (Va)(x < ¢), ked to neplati pre
x = c. Stadi teda ako protipriklad zvolif model, v ktorom je splnené —(3x)(c < x) pre nejaké ¢, t.j. staci
najst model T, ktory ma maximéalny prvok. Na to staci zobrat hocakii kone¢nii ¢iastoéne usporiadant
mnozinu. Tiez sa dé vziat Tubovolna mnozina s prazdnou relaciou usporiadania, t.j. ziadne dva prvky
nie su porovnatelné. Predpoklad bude platif, dosledok nie.



