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Uvod 3

1 Uvod

1.1 Algoritmus

Neformalne mozno povedat, ze algoritmus je presne definovani procedira, ktora pre nejaké
mnozstvo hodnét vrati nejaky vystup. Na algoritmus mozno hladiet ako na ndstroj pre riesenie
presne $pecifikovaného vypoctového problému.

Hovorime, ze algoritmus je sprdvny, ak pre kazdy zmysluplny vstup sa jeho vykonavanie za-
stavi v konecnom ¢ase, pricom vrati spravny vysledok. Nekorektny algoritmus sa nemusi zastavit
na vietky zmysluplné vstupy (vtedy hovorime o ¢iastocnej spravnosti) alebo sa zastavi a poskytne
int1 ako ofakavant hodnotu !. Algoritmus mozno $pecifikovat ako poéitadovy program, formulovat
ho v nejakom prirodzenom jazyku alebo hoci aj ako nejaky hardwareovy design. Jedina poziadavka
je, aby specifikicia poskytovala presny popis vypoctove] procediry, podla ktorej sa bude vykona-
vanie riadif. V dalsom budeme algoritmy zvacsa popisovat programami v pseudokéde, ktory sa
podoba beznym programovacim jazykom, ale je mozné, ze sa vyskytne aj popis v prirodzenom
jazyku.

1.1.1 Insert Sort

Triedenie vkladanim je efektivny algoritmus pre triedenie malého poc¢tu prvkov. Na vstupe mame
Iubovoln postupnost prvkov, vezmeme prvok z tejto postupnosti a zaradime ho do spociatku
prazdnej vystupnej postupnosti na také miesto, aby zostala usporiadanou a tato ¢innost budeme
vykonévat az dokym nevycerpame vsetky prvky vstupnej postupnosti.

Pseudokdd pre triedenie vkladanim je prezentovany ako procedtra INSERT-SORT, ktord vezme
ako parameter pole A[l..n] obsahujtce postupnost diéky n, ktort treba utriedit (v kéde je pocet
n prvkov A stanoveny pomocou length[A]). Vstupné é&sla st triedené in situ 2. Po ukonéenf
vykonévania procedary INSERT-SORT bude vstupné pole A obsahovaf utriedenti vystupni postup-
nost.

INSERT-SORT(A)

1 for j < 2 to length[A] do

2 key «— A[j]

3 > Vloz A[j] do usporiadanej postupnosti A[1..5 — 1].
4 i1

5 while (i > 0) and (A[i{] > key) do

6 Ali + 1] « A[4]

7 te—i1—1

8 Ali + 1] « key

1.2 Analyza algoritmov

Analyzovat algoritmus znamend predpokladat mnozstvo zdrojov, ktoré algoritmus bude vyzadovat
pre svoj beh. Zvycajne sa zaoberdme efektivnostou algoritmov na zaklade velkosti spotrebové-
vanych zdrojov (ndroky na pamat, sirka komunikacie, rozmery logickych obvodov, ¢as vypoctu -
casova zlozitost T'(n)).

1.2.1 Analyza triedenia insert sort

Clas spotrebovany procediirou INSERT-SORT zavisi na vstupe: triedenie tisic ¢fsel trvé dlhsie ako
triedenie desiatich ¢éisel. Vykondvanie INSERT-SORT mdze trvat rézne dlho pre postupnosti rovna-
kej dlzky v zavislosti od toho, nakolko usporiadané uz tieto postupnosti si. Vo vseobecnosti cas

INa tomto mieste treba poznamenat, Ze sa pouZivaju aj nekorektné algoritmy, napr. vtedy ak sme schopni
uréovat chybu vysledku.

2Cisla st preusporiadavané vnutri pola, pri¢om mimo neho je uchovavany nanajvys konstantny pocet tychto
Cisel.
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potrebny na beh algoritmu rastie s velkostou vstupu, teda zvykneme popisovat ¢as behu programu
ako funkciu velkosti jeho vstupu. Preto zadefinujeme pojmy ,cas behu® a ,,velkost vstupu® trochu
presnejsie.

Zacneme prezentovanim procedlry INSERT-SORT s narokmi na c¢as kazdého prikazu a poctom
vykonani kazdého z prikazov. Pre kazdé j = 2,3, ..., n, kde n = length[A], polozime ¢; rovné poctu
vykonani testov v cykle while na riadku 5 pre dant hodnotu j. Predpokladame, ze komentéare
nie stt vykonatelné prikazy, a preto nespotrebovavaji ziaden cas.

INSERT-SORT(A) trvanie podet vykonani
1 for j < 2 to length[A] do 1 n

2 key « Alj] e n—1

3 Vloz A[j] do usporiadanej postupnosti A[l..7— 1]. 0

4 35— 1 Cq n—1

5 while (¢ > 0) and (A[{] > key) do e 2;22 t;

6 Ali + 1] « A[4] ce ZZ:z(tj -1
7 1¢+1—1 cr ijz(t]’—l)
8  A[i+1] « key es n—1

Cas behu algoritmu je stcet casov behu pre kazdy vykonany prikaz; prikaz, ktory potrebuje
¢; casovych jednotiek pre vykonanie a je vykonany n krat, bude prispievat ¢;n do celkového Casu
behu 2. Aby sme vypodéitali celkovy ¢as behu T'(n) triedenia insert sort, s¢itame stiéiny hodndt
v stipcoch trvanie a pocet vykonani:

Tn)=cin+ca(n—1)4+ca(n—1)+¢s Zn:tj + C6Zn:(tj -1 +C7Zn:(tj —1)+es(n—1).

j=2 j=2 j=2

Hoci pre vstupy rovnakej velkosti, ¢as behu algoritmu mdze zdvisiet od toho aké vlastnosti mé
dany vstup. Napriklad, pre insert sort nastéva najlepsi pripad ked je vstupné pole uz utriedené.
Pre kazdé j = 2,3,..., n potom zistime, ze A[i] < key na riadku 5 ked 7 mé pociatoc¢nt hodnotu
j—1. Takto j = 1 pre j = 2,3,...,n anajlepsi cas behu je

Tn)=cintca(n—1)F+ca(n—1)+es(n—1)+ecs(n—1)
=(e1+certcates+es)n—(ca+eates+es).

Tento ¢as mozno vyjadrit ako an + b pre konstanty a a b, ktoré zavisia od trvani prikazov ¢;; je to
teda linedrna funkcia n.

Ak je vstupné pole usporiadané v klesajicom poradi, nastava najhorsi pripad. Vtedy musime
porovnat kazdy prvok A[j] s kazdym prvkom v celom podpoli A[l..j— 1U, a teda t; = j pre
ji=2,3,...,n.

Zistujeme, ze v najhorsom pripade c¢as behu insert sortu je

nin+1 nin—1
Tn)=cintcan—1)4+ca(n—1)+¢s (%—1)%—(66 +c7) (%) +eg(n—1)
c ¢ c c ¢ c
:(55-1-56-1-37)712-1-(C1+62+C4+35—36—37-1-68)71—(62-1-64-1-65-1-68)~

Tento najhorsi ¢as behu mozno vyjadrif ako an? + bn + ¢ pre konstanty a, b a ¢, ktoré opaf zavisia
na trvani prikazov ¢;; je to teda kvadratickd funkcia n.

1.3 Navrh algoritmov

Existuje mnoho spésobov ako navrhovat algoritmy. Insert sort vyuziva inkrementédlny pristup:
Nech méme utriedené podpole A[l..j — 1], vlozenim prvku A[j] na spravne miesto dostdvame
utriedené podpole A[l..j].

3Tato charakteristika nemusi platit pre zdroje ako napriklad pamat. Prikaz, ktory pristupuje ku m slovim
v pamati a je vykonany n krit nie nutne pristpi ku mn slovam.
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V tejto sekcii sa budeme zaoberat alternativnou metédou zndmou ako ,divide & conquer®.
Tato metdéddu pouzijeme na navrh triedenia, ktorého najhorsi cas behu je pre dostatocne velké
vstupy omnoho kratsi ako insert sortu. Vyhodou divide & conquer algoritmov je, ze ich ¢asy
behov je mozno casto velmi fahko stanovit.

1.3.1 Metdda divide & conquer

Mnoho problémov je rekurzivnych, ¢o sa tyka struktary, t.j. ich mozno rozdelit na podproblémy,
ktoré je mozné riesit obdobnym spésobom. Riesenie takychto problémov metédou divide & conquer
pozostava z troch krokov na kazdej trovni rekurzie:

¢ Rozdelenie problému na podproblémy (divide).

e Rekurzivne vyrieSenie kazdého z podproblémov (conquer). Ak je podproblém dostatocne
maly, vyriesime ho nerekurzivne.

e Spojenie rieseni podproblémov do riesenia pdvodného problému (combine).

Jednym z algoritmov, ktoré vznikli riesenim problému touto metbédou, je algoritmus merge sort,
ktory pracuje priblizne takto:

e Rozdelenie n-prvkovej postupnosti, ktor treba utriedit, na dve podpostupnosti, kazda diéky
priblizne n/2.

e Rekurzivne utriedenie podpostupnosti pouzitim merge sortu.

e Zlucenie dvoch utriedenych podpostupnosti do vyslednej utriedenej postupnosti.

Treba poznamenat, ze rekurziu treba ukoncit v elementarnom pripade, t.j. ked trieden4 postupnost
mé4 dizku 1, vtedy uz je totiz automaticky utriedené.

Kltcovou operaciou algoritmu merge sort je zlucovanie dvoch utriedenych postupnosti. Pre
zluc¢ovanie utriedenych postupnosti pouzijeme pomocnt procediru MERGE(A,p, ¢,7), kde A je
pole a p, ¢ a r st indexy prvkov tohto pola také, ze p < ¢ < r. Procedtra predpokladd, ze
podpolia A[p..q] a A[g + 1..7] sG utriedené. ZI4¢i ich do jedného utriedeného podpola, ktoré
nahradi sG¢asné podpole Alp..r] %

Teraz moézeme pouzit procediiru MERGE ako subrutinu v nasom algoritme merge sort. Pro-
cedira MERGE-SORT(A, p,r) utriedi prvky v podpoli A[p..7]. Ak p > r, podpole ma nanajvys
jeden prvok, a teda je uz utriedené. Inak, krok delenia jednoducho vypocita index ¢, ktory roz-
deli A[p..r] na dve podpolia: A[p..q], obsahujtice [n/2] prvkov a A[g+1..r], obsahujlce [n/2]

prvkov.

MERGE-SORT (A, p, 7)

if p <r then
g [(p+7)/2]
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT(A, ¢+ 1,7)
MERGE(A, p,q,7)

T W o =

Pre utriedenie celej postupnosti A = (A[l], A[2],..., A[n]) vyvoladme procediru MERGE-SORT
s parametrami (A, 1, length[A]), kde opat length[A] = n.

1.3.2 Analyza divide & conquer algoritmov

Ak algoritmus obsahuje rekurzivne volanie samého seba, ¢as jeho vykonavania mozno ¢asto popisat
rekurentnym vztahom alebo rekurenciou, ktora charakterizuje celkové trvanie behu na vstupe
diéky n pomocou casov behu na kratsich vstupoch.

Rekurencia pre ¢as vykondvaniadivide & conquer algoritmu je zalozend na troch krokoch. Nech
T'(n) je ¢as behu na probléme velkosti n. Ak velkost problému je dostatoc¢ne mal4, povedzme n < ¢

4Hoci prenechavame presny popis tejto procediry na &itatela, je lahké si predstavit, ze jej ¢as vykonavania je
linedrnou funkcioun =r — p 4+ 1, t.j. poctu prave zlucéovanych prvkov.
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pre nejaki konstantu e, priamociare riesenie trva konstantny ¢as, co piseme ako ©(1). Predpokla-
dajme, ze problém rozdelime na a podproblémov, z ktorych kazdy ma velkost 1/b pévodného. Ak
vezmeme D(n) ako ¢as potrebny na rozdelenie problému na podproblémy a C'(n) ako ¢as potrebny
na skombinovanie rieseni podproblémov do riesenia pévodného problému, dostaneme rekurenciu

T(n) = {@(1) ak n<c,
aT(n/b)+ D(n) + C(n) inak.

Neskor si ukdzeme ako riesit rekurencie tohto tvaru.

Analyza triedenia merge sort. Poktisme sa stanovif rekurenciu pre najhorsi ¢as behu merge
sortu pre n cisel. Merge sort pre jeden prvok trva konstantny cas. Ak mame n > 1 prvkov, cas
vykonavania stanovime nasledujticim sposobom:

e Krok delenia iba vypocitava index prostredného prvku podpola, ¢o trvd konstantny cas.
Teda D(n) = 0(1).

e Rekurzivne riesime dva podproblémy, kazdy o velkosti n/2, ¢o prispieva ¢asom 27'(n/2) do
celkového ¢asu vykonavania.

e Skombinovanie rieseni podproblémov trva @(n), ¢o je ¢as vykondvania procediry MERGE
na n-prvkovom podpoli, teda C'(n) = @(n).

Ak séftame funkcie D(n) a C(n) dostaneme linedrnu funkciu n, teda D(n) 4+ C(n) je ©(n). Pri-
poéitanim ku vyrazu 27 (n/2) dostdvame rekurenciu pre najhorsi ¢as behu T'(n) triedenia merge

sort:
_jeq) akn =1,
Tn) = {2T(n/2) +Om) akn>1.

Neskér ukdzeme, 7e T'(n) je @(nlgn), kde lg n je iny zapis pre log, n. Pre dostatocne velké vstupy
Jje teda triedenie merge sort rychlejsie ako insert sort.

2 Matematické zaklady

2.1 Rast funkecii

Stupen rastu casu behu algoritmu jednoducho charakterizuje ¢innost algoritmu a taktiez nam
umoziuje navzijom porovnivat alternativne algoritmy. Niekedy sme sfice schopni presne uréit
dobu vykondvania algoritmu, ale zvycajne to nemé velky prakticky vyznam. Pre dostatocne
velké vstupy je mozné zanedbat multiplikativne konstanty ako aj vyrazy nizsiecho rddu. Preto sa
zvycajne zaoberame asymptotickou Gcinnostou algoritmov. Algoritmus, ktory je asymptoticky
efektivnejsi, bude zrejme najrychlejsi pre vsetky dostatocne velké vstupy.

2.1.1 Asymptoticka notacia

O-notacia (Asymptoticky tesné ohranicenie)

Pre dant funkciu g(n) oznacujeme ©(g(n)) mnozinu funkeii

Oyg(n)) = {f(n) s existujt kladné konstanty eq, co a ng také, ze
0 <c1g(n) < f(n) < eag(n) pre véetky n > no} :

Funkcia f(n) teda patri do mnoziny @(g(n)) ak existuja kladné konstanty ¢; a ¢ také, ze f(n)
mdze byt vtesnand medzi ¢1g(n) a cag(n) pre dostatocéne velké n. Tiato skutoénost zapisujeme ako
F(n) = Og(n) °

Definicia ©(g(n)) vyzaduje, aby kazd4 funkcia patriaca do ©(g(n)) bola asymptoticky nez4-
porné. Zrejme g(n) by mala byt tiez asymptoticky nezdporna, lebo inak by mnozina @(g(n)) bola
prazdna. Preto budeme predpokladat, ze kazda funkcia vo @-notécii je asymptoticky nezaporné.

5Tento zapis sa mdie spodiatku zdat zaviadzajici, no neskér uvidime, #e prindsa jednoznaéné vyhody.
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O-notécia (Asymptotické ohranicenie zhora)

Ak méme iba asymptotické ohranic¢enie zhora, pouzivame O-noticiu. Pre dan funkciu g(n)
oznacujeme O(g(n)) mnozinu funkci

O(g(n)) = {f(n) s existuji kladné konstanty ¢ a ng také, ze
0 < f(n) < eg(n) pre vsetky n > no} :

Skutoénost, ze funkcia f(n) je prvkom mnoziny O(g(n)) oznacujeme, podobne ako v predchadza-
jacom pripade, f(n) = O(g(n)). Treba poznamenat, ze z f(n) = @(g(n)) vyplyva f(n) = O(g(n)),
nakolko @-notécia je silnejsia ako O-notacia, t.j. @(g(n)) C O(g(n)).

2-notacia (Asymptotické ohranicenie zdola)

Ako O-notéacia poskytuje asymptotické ohranicenie zhora, tak §2-notéacia poskytuje asymptotické
ohranicenie zdola. Pre dant funkciu g(n) oznac¢ujeme £2(g(n)) mnozinu funkeif

2(g(n)) = {f(n) - existuji kladné konstanty c a ng také, Ze
0 <cg(n) < f(n) pre vietky n > no} :

Pre vsetky hodnoty n, vicsie alebo rovné ng, je f(n) na alebo nad g(n).

Veta 2.1 Pre lubovolné dve funkcie f(n) a g(n) plati f(n) = O(g(n)) vtedy a len vtedy, ak f(n) =
O(g(n)) a f(n) = 2(g(n)).

Asymptotickd noticia v rovnostiach

Zavedenim O-notdcie piseme napriklad n = O(n?). Taktiez je mozné pisaf 2n? + 3n + 1 =
2n? 4+ ©(n). Ako mame interpretovaf takéto formuly?

Ked sa asymptotickd notécia nachadza osamote na pravej strane, ako v n = O(n?), uz sme
definovali, Ze znamienko rovnosti znamen4 prislusnost do mnoziny, t.j. n € O(n?). Vo vieobecnosti,
ked sa asymptotickd notacia nachadza vo formule, interpretujeme ju ako nejak anonymn funkciu.
Napriklad formula 2n? + 3n + 1 = 2n% + ©(n) znamen4, 7e 2n? +3n + 1 = 2n? + f(n), kde f(n)
je nejakd funkcia z mnoziny @(n).

Pouzivanie asymptoticke] noticie tymto spésobom moze pomdct eliminovat zo vztahov nad-
byto¢né detaily. Napriklad, v predchadzajicom texte sme vyjadrili najhorsi cas behu merge sortu
ako rekurenciu

T(n)=2T(n/2) +O(n) .

Ak za zaoberdme iba asymptotickym spravanim T'(n), nemd zmysel $pecifikovat vietky ¢leny
nizsieho radu.
Pocet anonymnych funkcii vo vyraze sa chape ako pocet vyskytov asymptoticke) notacie. Na-

> 00,

kde sa nachddza iba jedna anonymna funkcia, nie je to isté ako O(1) +O(2)+ - - -+ O(n), ¢o nema
jasni interpreticiu.
V niektorych pripadoch, asymptotickéd notécia sa nachiddza na lavej strane, ako napriklad v

priklad vyraz

2n% + O(n) = O(n?) .

Takéto rovnosti interpretujeme pomocou nasledujiiceho pravidla: Nezalezi na tom, ako sd ano-
nymné funkcie zvolené nalavo od znamienka rovnosti, vidy existuje spésob ako zvolit anonymné
funkcte na pravo od rovnitka, aby rovnost platila.

, .
o-notacia

Asymptoticky horné ohranicenie poskytované O-notaciou mdze, ale aj nemusi byt asymptoticky
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tesné. Ohranicenie 2n? = O(n?) je asymptoticky tesné, ale ohranicenie 2n = O(n?) nie je. o-no-
taciu pouzivame na oznacenie horného ohranicenia, ktoré nie je asymptoticky tesné. Formaélne
definujeme o(g(n)) ako

o(g(n)) = {f(n) : pre kazda kladni konstantu ¢ > 0, existuje konstanta
ng > 0 takd, 7e 0 < f(n) < ecg(n) pre vsetky n > no} :

Napriklad, 2n = o(n?), ale 2n? # o(n?).

Definicie O-notécie a o-notécie s podobné. Hlavny rozdiel je vSak v tom, ze ak f(n) = O(g(n)),
ohranicenie 0 < f(n) < cg(n) plati pre nejakd konstantu ¢ > 0, zatialco v f(n) = o(g(n)), ohra-
ni¢enie 0 < f(n) < cg(n) plati pre vsetky konstanty ¢ > 0. Intuitivne, v o-notacii, funkcia f(n)
sa stava zanedbatelnou v porovnani s g(n) ¢im viac sa n blizi nekonecnu, t.j.

m _f(n) =0.
w-noticia
Analogicky, w-notacia je v podobnom vztahu ku £2-notécii ako o-notacia ku O-notécii. w-notéciu
pouzivame na popis dolného ohranicenia, ktoré nie je asymptoticky tesné. Jednym zo spdsobov,
ako ju zadefinovat, je

f(n) € w(g(n)) vtedy a len vtedy, ak g(n) € o(f(n)) .
Formélne viak w(g(n)) definujeme ako mnozinu

w(g(n)) = {f(n) : pre kazda kladni konstantu ¢ > 0, existuje konstanta
ng > 0 taka, ze 0 < eg(n) < f(n) pre vietky n > no} :

Napriklad n?/2 = w(n), ale n?/2 # w(n?). Zo vzfahu f(n) = w(g(n)) vyplyva, ze

lim M:oo

za predpokladu, ze limita existuje. Teda f(n) neohranicene rastie v porovnani s g(n) ¢im viac sa
n blizi nekonecnu.

Porovnanie funkeii

Mnoho rela¢nych vlastnosti redlnych ¢isel sa vztahuje aj na asymptotické porovnavania. Predpo-
kladajme teraz, ze f(n) a g(n) st asymptoticky kladné.

Tranzitivnost:
F(n)= O(g(n)) o g(n) =O(h(n)) implikuje F(n) = O(h(m)
f(n)=0(g(n)) a g(n) =0(h(n)) implikuje f(n)=O(h(n)),
f(n) = 2g(n) a gn) = 2(hin)) implikuje f(n) = 2(h(n))
F(n)= olg(n) o g(n) =o(h(m)) implikuje f(n) = o(h(n)
f(n)=w(g(n)) a g(n) =w(h(n)) implikuje f(n)=w(h(n))
Reflexivita

Symetria:

f(n) =06(g(n)) vtedy alen vtedy, ak g(n) = O(f(n)) .
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Obratena symetria:

f(n) =0(g(n)) vtedy alen vtedy, ak g(n) = 2(f(n)) ,
f(n)=o0(g(n)) vtedy alen vtedy, ak ¢(n) =w(f(n)) .

Mozno si v8imnif analégiu medzi asymptotickym porovnanim dvoch funkeii f a g a porovnanim
dvoch realnych cisel a a b:

f(n)=0(g(n)) =~ a<b,
fn)=2(g(n)) =~ a>b,
fn)=0(g(n) =~ a=b,
f(n)=o0(g(n) =~ a<b,
f(n)=w(g(n) =~ a>b.

Toto nés viak nesmie viest ku zovieobecneniu. Napriklad trichotémia ®, ktora plati pre realne &isla,
neplati pre porovnavanie v asymptotickej notacii. Taktiez, vSetky redlne ¢isla mozno navzajom
porovnat, no napriklad funkcie n a n!t5” sii navzajom neporovnatelné.

2.1.2 Standardné zapisy a funkcie

V nasledujiicom bude podany prehlad standardnych matematickych funkcii a zapisov plus vysvet-
lenie vztahov medzi nimi.

Monoténnost

Funkcia f(n) je rastdca, ak z m < n vyplyva f(m) < f(n). Podobne, f(n) je klesajica, ak
7z m < nvyplyva f(m) > f(n). Funkcia f(n) je rgdzo rastica ak z m < n vyplyva f(m) < f(n)
a rydzo klesajica, ak z m < n vyplyva f(m) > f(n).

Celé ¢Easti

Pre kazdé redlne ¢islo # oznacime najvicsie celé ¢islo mensie alebo rovné # symbolom [z] a naj-
mensie celé &fslo vacsie alebo rovné x symbolom [z]. Pre vietky redlne ¢isla  mame

r—l<|z]<z<fzl<e+1.

Pre kazdé celé cislo n plati
[n/2] + [n/2] =

a pre kazdé celé ¢islo n a celé ¢isla a #0 a b #£ 0 je

[[n/al/b] =[n/ab] & [[n/a]/b] = |n/ab] . (1)

Polynémy

Nech d je prirodzené &islo. Polyném stupiia d premennej n je funkcia p(n) tvaru

d
= E a;n’
i=0

kde konstanty ag, a1, . .., aq st koeficienty polynému, pricom ag # 0. Polyném je asymptoticky
kladny, ak ay > 0. Pre asymptoticky kladny polyném p(n) stuptia d mame p(n) = @(n?). Pre
Tubovolnt redlnu konstantu a > 0 je funkcia n® rastlca a pre fubovolnG redlnu konstantu a <0 je

funkcia n® klesajtica. Hovorime, ze funkcia f(n) je polynomidine ohranidend, ak f(n) = 7;0(1),

¢o je ekvivalentné tvrdeniu, ze f(n) = O(n*) pre nejakti konstantu k.

6Pre Tubovolné dve realne &isla a a b plati prave jedno z nasledujtcich: a < b, ¢ = b alebo a > b.
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Exponenciilne funkcie

Pre vsetky redlne ¢isla a # 0, m a n platia nasledujtice identity:

=1, al =a,
=1/a, (a™)" =amn |
(am)” — (an)m ’ ama® = am+n )

Pre kazdé a > 1 je funkcia a” v premennej n rastica.
Rychlost rastu polynémov a exponencidlnych funkcii porovnéva nasledujtce tvrdenie. Pre
vsetky redlne konstanty a > 1 a b plati

lim — =0, (2)

z ¢oho mozno vyvodit, ze n® = o(a"). Teda kaizda exponencialna funkcia rastie rychlejsie ako
Iubovolny polyném.
Pre kazdé realne cislo & mame

2

=ltot o + = + Z
kde ,!“ oznacuje funkciu faktorial, ktor4d bude definované dalej. Pre kazdé redlne cislo = plati
nerovnost
">l4w,

pricom rovnost nastdva iba v pripade, ked # = 0. Ak |z| < 1 plati nasledujice ohranicenie:
l+z<e” <l4z+2?
Ak z — 0, aproximacia e” vyrazom 1 + z je celkom dobra:
T =1+2x+6(x%) .

(V tejto rovnosti bola asymptotickd notécia pouzitd pre spravanie v limite # — 0 namiesto z — o0.)
Pre kazdé x plati:
. T\
lim (1—1——) =e".
n—o00 n
Logaritmy
Budeme pouZzivat nasledujice zapisy:

dvojkovy logaritmus),
prirodzeny logaritmus),

lgn = logsn

Inn =log,n
Ig" n = (Ign)*
Iglgn = lg(lgn)

umociiovanie),
kompozicia).

o —

Dolezitou notacnou konvenciou, ktor si treba osvojit je, ze logaritmické funkcie sa budid aplikovat
len na nasledujici vgraz vo formule, takze lgn + k bude znamenaft (Ign) + & a nie lg(n + k). Pre
n >0 ab > 1, funkcia log, n je rydzo rasttca.

Pre vsetky redlne ¢isla a > 0,6 > 0, ¢ > 0 a n plati

a = bl log, (ab) = log. a +log. b ,
n log, a
log, a™ = nlogy a log, a = log. b’
logy(1/a) = —log, a log, a =1/log, b,

alogb n _ nlogb a
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Nakolko zmena zdkladu logaritmu ovplyvni hodnotu logaritmu iba o nejaktt multiplikat{vnu
konstantu, budeme pouzivat zapis lgn vzdy, ked n4s nebuda zaujimat konstantné faktory.
Jednoduchy rozvoj In(1 + ) do radu za predpokladu, ze |z| < 1:

2 23 2t 2P

Taktiez platia nasledujice nerovnosti pre x > —1:

X

S <hn(l+a) <o

pricom rovnost nastava iba v pripade, ze @ = 0.

Hovorime, ze funkcia f(n) je polylogaritmicky ohranidend, ak f(n) = lgo(l) n. Rast poly-
némov a polylogaritmov mdzeme porovnat vykonanim substiticie lgn za n a 2% za a vo vztahu
(2), ¢o déva

1g®n ~lgbn
& = lim &1 _ 0.

1m 1
n—o0 Qalgn n—oo Nt

7 tejto limity mozno vyvodit, ze lgn = o(n®) pre fubovolni konstantu ¢ > 0. Teda [ubovolna
polynomidlna funkcia rastie rychlejsie ako akakolvek polylogaritmicka funkcia.

Faktorialy

Hodnota vyrazu n! je definované pre celé ¢isla n > 0 ako

ol 1 akn =20,
o n-(n—1! akn>0.

Slabé horné ohranicenie faktoridlu je zrejme n! < n™. Stirlingova aproximdcia,
n n
n! = 2mn (—) (1+6(1/n)) ,
e
nam poskytuje uzsie horné i dolné ohraniéenie. Pouzitim Stirlingovej aproximacie mozno dokizat

nl=o(n"),
nl=w(2"),
lg(n!) = O(nlgn) .

Pre vsetky n taktiez plati nasledujtice ohranicenie :

n n+(1/12n)

V2rn (E) < n! < V2rn (E) .
e e

Iterovana logaritmicks funkcia

Pre iterovany logaritmus pouzivame oznacenie lg* n. Nech funkcia lg(l) n je definovana rekurzivne
pre prirodzené cisla i ako

n akt=20,
Ig)n = lg(lg(i_l) n) aki>0a g >0,

nedefinovana ak >0 a lg(i_l) n < 0 alebo lg(i_l) n je nedefinovana.

Pozor na odlisenie prave definovanej funkcie lg(i) n (logaritmus aplikovany nésledne ¢ krét s po-
¢iatoénym argumentom n) od 1g’ n (logaritmus n umocneny na 7). Tterovand logaritmické funkcia
je definované ako

lg* :min{iZO clgPn < 1} .
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Iterovany logaritmus je velmi pomaly rastiica funkcia:

lg*2=1,1g"4=2,1g" 16 = 3, 1g" 65536 = 4, Ig" (25%536) = 5.

Fibonacciho ¢isla
Fibonacciho ¢isla st definované nasledujicou rekurenciou:

FO =0 )

h=1,

Fi=F_1+ Fi_s preid > 2.
Teda kazdé Fibonacciho ¢islo je sictom dvoch predchadzajicich, ¢o dava postupnost
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,....
Fibonacciho ¢isla st tizko spaté so zlatym rezom ¢ a k nemu zdruzenym cislom (Z, ktoré st dané
vztahmi

1+ NG (;_ 1-5

T2 T2
=1,61803..., =—-0,61803... .

¢

Specislne méame R
¢'— ¢
V5o
¢o mozno dokézat indukciou. Nakolko je |¢A>| < 1, mame |¢A>Z|/\/5 < 1/\/6 < 1/2, takie i-te

Fibonacciho ¢islo F; je rovné ¢>Z/\/5 po zaokrtGhleni na najblizsie celé ¢islo. To ale znamena, ze
Fibonacciho ¢isla rasti exponencidlne.

F; =

2.2 Rekurentné vztahy

Ak algoritmus obsahuje rekurzivne volanie samého seba, ¢asto mozno ¢as jeho behu popisat re-
kurenciou. Rekurencia je rovnost alebo nerovnost, ktora popisuje funkciu na zaklade jej hodndt
pre mensie argumenty. V tejto casti poskytneme tri metdédy rieSenia rekurencii pre urcovanie
asymptotickych ,©“ alebo O ohraniceni rieSenia. V substituénej metéde odhadujeme hra-
nicu, a potom pouzivame matematick® indukciu na ddékaz, ze na$ odhad bol spravny. Iteracénd
metéda konvertuje rekurenciu na sumaciu, a potom sa spolieha na techniky pre ohranicovanie
sumécii na vyriesenie rekurencie. Master metéda poskytuje ohranicenia pre rekurencie tvaru

T(n) = aT(0/b) + £(n)
kde a > 1,5 > 1 a f(n) je dana funkcia.

Technické zalezitosti

V praxi zvykneme zanedbavat urcité technické detaily ked konstruujeme alebo riesime rekurencie.
Vhodnym prikladom je napriklad predpoklad, ze funkcie maja iba celociselné argumenty. Oby-
cajne je ¢as behu T'(n) algoritmu definovany iba ak n je celé ¢islo. Napriklad rekurencia popisujica
najhorsi ¢as behu procediry MERGE-SORT je v skutocnosti

— o(1) akn=1,
o _{T([”/QD"‘T([n/?J)-I-@(n) ak n > 1. (3)

Hrani¢né podmienky reprezentujt dalsiu triedu detailov, ktoré obyéajne ignorujeme. Nakolko cas
behu algoritmu na vstupe konstantne] diéky je konstanta, takto vzniknuté rekurencie vo vSeobec-
nosti obsahuja rovnost T'(n) = @(1) pre dostatoéne malé n. Preto v rekurencidch nebudeme tito
skutocnost explicitne podavat. Hoci sa zmena hodnoty T'(1) prejavi na rieSeni rekurencie, ale toto
rieSenie sa zvycajne zmeni iba o konstantny faktor, ¢o je vacsinou nepodstatné.
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2.2.1 Substitu¢na metdda

Pri riesen{ rekurenci{ substitu¢nou metédou musime najprv odhadnit tvar rieSenia, a potom pouzi-
tim matematickej indukcie n4jst chybajice konstanty, pricom ukazeme, Ze nase riesenie je spravne.
Nézov tejto metdédy pochédza zo substitiicie odhadovaného riesenia za funkciu ked indukéna hy-
potézu overujeme pre mensie hodnoty. Mozno ju vsak aplikovaf len v pripadoch, ked je lahké (sme
schopn{) odhadntt tvar riesenia.

Substituént metédu mozno pouzit na stanovenie ako horného, tak aj dolného ohranicenia. Ako
priklad vezmime horné ohranicenie pre rekurenciu

T(n) = 27(|[n/2)) +n (4)

¢o sa podoba napriklad rekurencii (3). Nech teda nase odhadované riesenie je T'(n) = O(nlgn).
Teraz je nasim cielom ukazat, ze T(n) < enlgn pre nejakd vhodne zvolent konstantu ¢ > 0.
Zacneme predpokladom, ze ohrani¢enie plati pre [n/2], t.j., 7e T(|n/2]) < c|n/2]lg(|n/2]).
Substittacia do rekurencie dava:

T(n) < 2(c[n/2]|1g(|n/2])) +n
enlg(n/2) +n
enlgn—enlg2+n
enlgn—cn+n
enlgn

IHIAIA

IA

pricom posledny krok plati za predpokladu, ze ¢ > 1.

Teraz treba ukdzaf, Ze nase rieSenie plati aj pre hrani¢né podmienky, t.j. musime ukézat, ze
existuje dostatocne velkd konstanta ¢ taka, ze pre medzné podmienky plati ohranicenie T'(n) <
enlgn.

,
Zmena premennych

Niekedy je mozné, pouzitim nepatrnej algebraickej manipulécie, prerobit nezndmu rekurenciu na
rekurenciu, ktord nam uz je znama. Ako priklad uvazujme rekurenciu

T(n) = 27(|v/n]) +1gn,

ktord sa zda byt zlozitd. Mdzeme ju zjednodusit zmenou premennych. Predpokladajme teraz, ze
hodnoty, s ktorymi pracujeme st celo¢iselné. Substitiicia m = lgn dava

T(2™) = 21(2™ %) +m .
Nech teraz S(m) = T'(2™), ¢im ziskame rekurenciu
S(m) =25(m/2) +m ,

ktord napadne pripomina rekurenciu (4) a mé to isté riefenie: S(m) = O(mlgm). Spatnou
substiticiou mame T'(n) = T'(2™) = S(m) = O(mlgm) = O(lgnlglgn).

2.2.2 Iteracna metdda

Metéda iterovania rekurencie nevyzaduje odhadn(f riesenie, ale mdze byt treba vykonaf viac ope-
récif ako pri substitucnej metéde. Myslienkou je expandovanie (iterdcia) rekurencie a jej vyjadrenie
v tvare sumy vyrazov zavislych iba od n a poc¢iato¢nych podmienok.

Ako priklad uvazujme rekurenciu

T(n) =3T(|n/4]) +n .
Iterujme ju nasledovnym spdsobom:

T(n) = n+3T([n/4])

n+3(|n/4] + 37T(|n/16]))

n+ 3(|n/4] + 3(|n/16] + 3T (|n/64])))
= n+3[n/4] 4+ 9[n/16] + 27T (|n/64]) ,
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kde |[n/4]/4] = |n/16] a [|n/16]/4] = |n/64] vyplyvajl z (1).

Dokedy musimeiterovat rekurenciu pokym narazime na hrani¢nt podmienku? i-ty vyraz v roz-
voji je 37[n/4"|. Tteracia narazi na n = 1 ked |[n/4| =1, t.j. ked i prekroéf log, n. Pokracovanim
v iterdcii po tento bod a pouzitim nerovnosti |n/4!| < n/4! zistime, ze

T(n) < n+3n/d+9n/16 +2Tn/64 + - - -4 31°8:79(1)

<n), G) +O(n'°F?)
i=0

=4n+ o(n)
=0(n).

Pouzili sme tu skuto¢nost, ze log, 3 < 1, aby sme mohli tvrdit, ze @(n'8+3) = o(n).

Iteracnd metdda zvycajne vedie ku mnozstvu operacii, preto klticom k ispesnému zvladnutiu
tejto techniky je zameranie sa na dva parametre: pocet, kolkokrat treba iterovat rekurenciu na
dosiahnutie hrani¢nej podmienky a stGcet vyrazov vznikajicich na kazdej Girovni iteracie. Niekedy
je mozné uz pocas iterovania odhadn(f tvar rieSenia — vtedy pouzijeme substitu¢ni metodu.

Ak rekurencia obsahuje dolné a horné celé ¢asti, moze sa vypocet velmi skomplikovat. Casto
pomdze predpoklad, ze rekurencia je definovand iba pre celo¢iselné mocniny nejakého cisla.

Rekurzivne stromy

Rekurzivny strom je vyhodnym néstrojom pre vizualizdciu toho, ¢o sa deje, ked iterujeme
rekurenciu. Je zvlast vhodny ak rekurencia popisuje divide & conquer algoritmus. Obréizok 1
znazornuje odvodenie rekurzivneho stromu pre

T(n) =2T(n/2) +n*.

Kvoli jednoduchosti predpokladéme, ze n je celo¢iselnd mocnina 2. Cast (a) obrazku zndzoriiuje
T(n), ¢o v casti (b) uz je rozvinuté do ekvivalentného stromu reprezentujceho rekurencin. Vyraz
n? je koren (naroky prvej tirovne rekurzie) a dva podstromy korefia st dve mensie rekurencie
T(n/2). Cast (c) znézoriiuje tento proces este o jeden krok dalej po rozvinuti T'(n/2). Naroky
oboch poduzlov na druhej tirovni rekurzie st (n/2)%. Pokracujeme rozvijanim kazdého uzla stromu
rozdelovanim podla rekurencie, pokym nedosiahneme hraniént podmienku. Cast (d) znézornuje
plne rozvinuty strom.

Teraz vyhodnotime rekurenciu s¢itanim hodnét na kazdej Grovni stromu. Vrchna troven ma
celkovii hodnotu n?, druhé troven méa (n/2)% + (n/2)=n?/2, tretia m4 hodnotu (n/4)? + (n/4)? +
(n/4)? + (n/4)? = n?/4, atd. Nakolko tieto hodnoty klesaji geometricky, ich sticet bude vacsi ako
najvacsl (prvy) vyraz nanajvys o nejak multiplikativnu konstantu, teda riesenie je @(n?).

Inym, trochu zlozitejsim prikladom moze byt na obrazku 2 rekurzivny strom pre

T(n)=T(n/3)+T(2n/3)+n,

kde opaf pre jednoduchost vynechivame operéicie dolnej a hornej celej casti. Ak s¢itame hodnoty
na jednotlivych tirovniach rekurzivneho stromu, dostaneme hodnotu n pre kazda iroven. Najdlhsia
cesta od korena k listu je n — (2/3)n — (2/3)?n — -+ — 1. Kedze (2/3)*n =1 ak k = logs /s 1,
vyska stromu je log?)/2 n. Teda hornym ohranicenim rieSenia rekurencie je n log?)/2 n=0(nlgn).
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e /N /N
T
/

Celkovo: ©(n?)

Obr. 1: Konstrukcia rekurzivneho stromu pre rekurenciu T(n) = 2T(n/2) + n°. Cast (a) znazornuje

funkciu T'(n), ktora je expandovanid v (b)—(d) pre sformovanie rekurzivneho stromu. Plne rozvinuty
strom v Casti (d) m4 vysku lgn (ma lgn + 1 drovni).

/ \ )
g ? ................ >n
lo8a/21 /N /N
n 2n 2n 4n
5 ? ? ? ....... >n
/ \ / \ / \ / \

Celkovo: O(nlgn)

Obr. 2: Rekurzivny strom pre rekurenciu T'(n) = T'(n/3) + T(2n/3) + n.
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2.2.3 Master metdda

Master metéda poskytuje jednoduchy névod ako riesit rekurencie tvaru
T(n) = aT (%) + f(n), (5)

kde @ > 1 a b > 1 st konstanty a f(n) je asymptoticky kladnd funkcia. Hoci Master metdda
vyzaduje zapamatanie 3 pripadov, jej pouzitim sa zjednodusi rieSenie mnozstva rekurencii.

Rekurencia (5) popisuje ¢as behu algoritmu, ktory rozdeluje problém velkosti n na a pod-
problémov, kazdy o velkosti n/b, kde a a b st nejaké kladné konstanty. Podproblémy st riesené
rekurzivne, kazdy v case T'(n/b). Naroky na delenie problému a skombinovavanie vysledkov vznik-
nutych podproblémov st popisované funkciou f(n).

Veta 2.2 (Master Theorem) Nech a > 1, b > 1 sd konstanty, nech f(n) je (asymptoticky
kladnd) funkeia a T(n) je definovand rekurentne ako nezdpornd funkeia

T(n) :aT(%) + f(n),

kde n/b berieme bud ako |n/b| alebo ako [n/b]. Potom T(n) mozno asymptoticky ohranicit na-
sledovne:

1. Ak f(n) =0 (nlOgba_a) pre nejakid konstantu € > 0, potom T(n) = ©(n'°8s ).
2. Ak f(n) =6 (nlOgba), potom T'(n) = 6O (nlOgba Ig n)
3. Ak f(n) = Q(nlOgb‘H'a), e >0 aak af(n/b) < cf(n) pre nejakd konstantu ¢ < 1 a pre

(
vsetky dostatocne velké n, potom T(n) = O(f(n)).

3 'Triedenie a hl'adanie k-teho najmensieho prvku

Téato cast prezentuje niekolko algoritmov na riesenie nasledujiiceho problému triedenia:
Vstup: Postupnost n cisel (a1, as,...,a,).

) vstupnej postupnosti taka, ze a] < ah <---< al,.

Vystup: Permutacia (a}, db, ..., a,

Vstupnd postupnost je zvycajne n-prvkové pole, hoci méze byt reprezentovand aj inym spdsobom,
napriklad ako spédjany zoznam.

Struktara dat

V praxi st ¢éisla, ktoré maji byt utriedené, zriedkakedy izolovanymi hodnotami. Zvycéajne st cas-
tami mno#in dat, ktoré sa nazyvaji zdznamy. Kazdy takyto zdznam obsahuje klié — hodnotu,
podla ktorej triedime — a zvysok zdznamu pozostavajicl zo satelitnygech ddt. Ak kazdy zdznam
obsahuje velké mnozstvo satelitnych dat, casto namiesto premiestiiovania celych zdznamov per-
mutujeme iba ukazovatele na tieto zdznamy.

Tieto implementacné detaily st tym, ¢im sa lisi algoritmus od programu. Ci triedime indivi-
duélne cisla alebo velké zaznamy, je to irelevantné pre metdédu, ktorou triediaca procedtra urcuje
utriedené poradie. Teda, ak sa zameriavame na problém triedenia, zvycajne predpokladime, ze
vstup pozostava iba z cisel.

Triediace algoritmy

Uz sme uviedli dva algoritmy, ktoré triedia postupnosti n ¢isel. Insert sort potrebuje v najhorsom
pripade na utriedenie ¢as @(n?), hoci je rychly pre vstupy malych velkosti. Merge sort mal lepsi
asymptoticky cas behu, @(nlgn), ale procedira MERGE, ktorti pouziva nepracuje in situ. V tejto
Castl uvedieme dalsie dva algoritmy, ktoré triedia postupnosti ubovolnych redlnych éisel.
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3.1 Heapsort
3.1.1 Halda

Détova strukttra (bindrna) halda je pole, na ktoré mozno hladiet ako na tplny (az na posledni
troven, kde je aplny zlava) bindrny strom (vid obr. 3). Kazdy uzol stromu koresponduje s prvkom
pola, ktory uchovdva hodnotu tohto uzla. Pole A, ktoré reprezentuje haldu, je objekt s dvoma
atribGtami: length[A], ¢o je celkovy pocet prvkov v poli, a heap-size[A], ¢o je pocet prvkov haldy
ulozenej v tomto poli. T.j., hoci celé pole A[l . .length[A]] mdze obsahovat platné hodnoty, ziadny
prvok za A[heap-size[A]], kde heap-size[A] < length[A], nie je prvkom haldy. Koreiiom stromu je
A[l1], otcom é-teho uzla je prvok s indexom PARENT(¢), lavym synom je prvok s indexom LEFT(¢)
a pravym synom je prvok s indexom RIGHT(%). Tieto funkcie mozno vypoéitat jednoducho:

PARENT(7) LEFT(Y) RIGHT(Y)
1 return [¢/2] 1 return 2i 1 return 2i+1

Halda musi spiﬁat’ tzv. vlastnost haldy: pre kazdy uzol i rézny od korena plati:
A[PARENT()] > Al{] , (6)

teda hodnota v uzle je mens$ia alebo rovna hodnote v jeho otcovi. To znamend, ze najvacsia
hodnota je v koreni, a podstromy fubovolného uzla neobsahujt vacsie hodnoty ako hodnota tohto
uzla.

Pod vyskowu uzla v strome rozumieme pocet hran na najdlhsej jednoduchej ceste od uzla k listu
a vysku stromu definujeme ako vysku jeho korena. Vyska stromu reprezentujiceho haldu je teda

O(lgn).

1 2 3 456 7 8 910
[16[14[10[8 | 7[9[3]2]4]1]

() (b)

Obr. 3: Halda zobrazen4 ako (a) binarny strom, (b) ako pole. Cisla v kruzniciach s hodnoty ulozené
v uzloch stromu a ¢isla mimo kruZnic sd ich prislichajice indexy do pola.

3.1.2 UdrZiavanie haldy

HEAPIFY je dblezita procedtra pre manipulaciu s haldou. Jej vstupom je pole A a index 7 do tohto
pola. Ak je tato rutina vyvolana, predpoklada, ze bindrne stromy s korefimi LEFT(¢) a RIGHT ()
st haldy, ale A[{] méze mat mensiu hodnotu ako jeho deti, ¢o porusuje vlastnost haldy (6). Ulohou
HEAPIFY je premiestnit hodnotu v A[i] na také miesto, aby sa podstrom s korefiom 7 stal haldou.
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Obr. 4: Cinnost HEAPIFY (A, 2), kde heap-size[A] = 10. (a) Podiato¢nd konfiguracia haldy, s hodnotou
A[2] porusujicou vlastnost haldy. Tato vlastnost je obnovena pre uzol 2 v (b) vymenou A[2] za A[4], ¢o
zéroven narusuje haldu v uzle 4. Rekurzivne vyvolanie HEAPIFY(A, 4) teraz nastavi i = 4. Po zdmene A[4]
s A[9], ako je znazornené v (c¢) je uzol 4 uz vporiadku, a rekurzivne vyvolanie HEAPIFY (A, 9) nevyvola
ziadnu zmenu tejto datovej struktary.

HEAPIFY (A, {)

[ < LEFT(7)

2 r < RIGHT(Y)

3 if (I < heap-size[A]) and (A[l] > A[7])

4 then largest « [

5 else largest < ¢

6 if (r < heap-size[A]) and (A[r] > A[largest])
7 then largest « r

8 if largest # i then

9 exchange A[i] & Allargest]

10 HEAPIFY(A, largest)

Obrézok 4 znizoriiuje ¢innost HEAPIFY. V kazdom kroku je urceny najvacsi prvok z A[i],
A[LEFT(¢)] a A[RIGHT(?)], a jeho index je ulozeny do premennej largest. Ak hodnota A[i] je
najvacsia, potom podstrom s korenom v uzle ¢ je halda a procediira kon¢i. Inak najvacsiu hodnotu
mé jeden zo synov, a preto je A[i] vymenend za A[largest], ¢o spdsobi, Ze uzol i spolu s jeho synmi
budi spiﬁat’ vlastnost haldy. Uzol largest mé teraz povodnt hodnotu A[i], a teda podstrom
s korenom v tomto uzle moze porusovat vlastnost haldy. Nasledne musi byt pre tento podstrom
rekurzivne vyvoland procedira HEAPIFY.

Cas behu procediry HEAPIFY na podstrome velkosti n s korefiom v danom uzle i pozostava
z ¢asu O(1) potrebného na vzajomnt vymenu prvkov A[i], A[LEFT(¢)] a A[RIGHT(4)] a z casu pre
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beh HEAPIFY na podstrome s korefiom v jednom zo synov uzla i. Takyto podstrom moze mat
velkost nanajvys 2n/3 — najhorsi pripad nastéva, ked posledné Groven stromu je zaplnené presne
do polovice — teda ¢as behu HEAPIFY moZno popisat rekurenciou

T(n) <T(2n/3) 4+ O(1) .

Riesenie tejto rekurencie, pouzitim Master Theoremu, je T'(n) = O(lgn). Tento ¢as moézeme
popripade charakterizovat ako O(h), kde h je vyska prislusného uzla.

3.1.3 Vytvaranie haldy

Pre vytvorenie haldy z pola A[l..n], kde n = length[A], méZeme pouzif procediiru HEAPIFY
postupnym prechadzanim stromu zdola nahor. Nakolko véetky prvky v podpoli A[([n/2]+1)..n]
st listy, kazdy z nich tvori jednoprvkovii haldu. Procedtra BUILD-HEAP prechadza postupne
zvysné uzly stromu a na kazdom vykonava operidciu HEAPIFY. Poradie, v ktorom tieto uzly
prechadza, zabezpecuje, aby podstromy s korenimi v synoch uzla ¢ boli haldy predtym, ako sa na
tomto uzle zacne vykondvat operdcia HEAPIFY.

BuiLp-HEAP(A)

1 heap-size[A] + length[A]

2 for i+ |length[A]/2] downto 1 do
3 HEAPIFY (A, )

Obr. 5 znéazornuje ¢innost procediry BuiLD-HEAP.

Jednoduché horné ohranicenie ¢asu behu BUILD-HEAP mozeme vypocitat nasledovnym spdso-
bom. Kazdé volanie HEAPIFY trva cas O(lgn) a tato rutina je vyvoland O(n)-krat. Preto celkovy
¢as behu bude nanajvys O(nlgn). T4to hranica je sice korektnd, ale nie asymptoticky tesn.

Tesnejsie ohranicenie mdzeme odvodit ak si uvedomime, ze ¢as behu HEAPIFY na danom uzle
zavisi od jeho vysky v strome, a ze vysky vacsiny uzlov st relativne malé. Vyuzijeme skutoc¢nost,
e v n-prvkovej halde je nanajvys [n/2"*1] uzlov vysky h.

Cas potrebny pre beh HEAPIFY na uzle vysky h je O(h), takze celkové naroky procediry
BUILD-HEAP mdZeme vyjadrit ako

llgn] n llgn] h
h=0 h=0

Poslednii sumu mozno vyhodnotit s vyuzitim nasledujicej rovnosti

~h 12
A (ST

h=0
Teda
llgn] h ©
0 nZQ—h :O(nZQ—h):O(n),
h=0 h=0

¢o znamené, ze z neusporiadaného pola sme schopni vytvorit haldu v linedrnom case.

3.1.4 Algoritmus triedenia heapsort

Algoritmus heapsort najprv pomocou BUILD-HEAP vytvor{ zo vstupného pola A[l ..n] haldu. Na-
kolko najvacsi prvok pola je uloZeny v A[1], mozno ho okamzite premiestnit na jeho spravnu poziciu
zdmenou za A[n]. Ak teraz vylac¢ime uzol n z haldy (znizenim hodnoty heap-size[A]), zistime, Ze
z A[l..(n—1)] mozno lahko opat vytvorit haldu. Vlastnost haldy totiz mdze porusovat len novy
koren stromu. Vsetko, ¢o treba vykonat na obnovenie vlastnosti haldy, je zavolat HEAPIFY (A4, 1),
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Al4]1]3]2]16]9[10[14[8[7]

Obr. 5: Cinnost BUILD-HEAP. ZnAzornenie datovej struktary pred vyvolanim HEAPIFY na riadku 3
procediry BUILD-HEAP. (a) 10-prvkové vstupné pole A a bindrny strom, ktory toto pole reprezentuje.
Obréazok znazornuje, ze index i ukazuje na uzol 5 pred zavolanim HEAPIFY(A,¢). (b) Vysledni datova
struktdra. Index ¢ v dalSej iteracii ukazuje na uzol 4. (c)—(e) Néasledné iteracie cyklu for v BUILD-HEAP.
(f) Halda po ukon¢eni vykondvania BUILD-HEAP.

¢o vytvori z A[l..(n — 1)] opat haldu. Algoritmus heapsort potom tento proces opakuje az po
haldu velkosti 2.
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HEAPSORT(A)

1 BuiLD-HEAP(A)
2 for i+ length[A] downto 2 do

3 exchange A[l] & A7

4 heap-size[A] « heap-size[A] — 1

5 HEAPIFY (A, 1)

Cas behu procedry HEAPSORT je O(nlgn), nakolko BUILD-HEAP trvd O(n) a kazdé z n — 1
vyvolani HEAPIFY trvd O(lgn).

3.1.5 Prioritna fronta

Prioritnd fronta je ditova struktara pre uchovavanie mnoziny S prvkov, z ktory kazdych ma
priradentt hodnotu nazyvant kli¢. Prioritna fronta podporuje nasledujiice operacie:

e INSERT(S, #) vlozi prvok @ do mnoziny S (S « S U {z}).

o MaxiMUM(S) vrati prvok S s najvacsou hodnotou klG¢a (max{z | x € S}).

o EXTRACT-MAX(S) vrati prvok S s najvacsou hodnotou klaca, pricom ho z mnoziny S od-
strani.

Jednou z aplikécii prioritnej fronty je planovanie ¢innosti na zdiefanom pocitaci. Prioritné fronta
udrziava prehlad o cinnostiach, ktoré sa maja vykonat, a ich prioritdch. Ak nejaka ¢innost skonci
alebo je prerusené, vyberie sa dalSia ¢innost s najvysSou prioritou pouzitim EXTRACT-MAX. Nova
¢innost mozno zaradit do fronty kedykolvek pouzitim INSERT.

Na implementaciu prioritnej fronty mozno pouzit haldu. Opericia HEAP-MAXIMUM vracia
najvacsi prvok haldy v case ©(1) jednoducho vratenim hodnoty A[l] z haldy. Kéd procediary
HEAP-EXTRACT-MAX sa podobd telu cyklu for procediiry HEAPSORT:

HEAP-EXTRACT-MAX(A)

1 if heap-size[A] < 1 then

2 error “heap underflow”

3 max + A[l]

4 A[l] « Alheap-size[A]]

5 heap-size[A] < heap-size[A] — 1
6 HEAPIFY(A,1)
7 return max

Cas behu HEAP-EXTRACT-MAX je zrejme O(lgn), nakolko vykonava iba o konstantné mnozstvo
prace viac ako HEAPIFY.

Procedtira HEAP-INSERT vkladé do haldy A novy uzol. Najprv haldu rozsiri pridanim nového
listu do stromu. Potom od tohto listu az ku korenu postupne prechadza strom dovtedy, pokym
nendajde pre novy prvok spravne miesto.

HEAP-INSERT( A, key)

heap-size[A] « heap-size[A] + 1

i +— heap-size[A]

while (¢ > 1) and (A[PARENT(i)] < key) do
Alf] «+ A[PARENT({)]
i + PARENT({)

Ald] « key

S U W N~

Clas behu HEAP-INSERT na n-prvkovej halde je O(lgn), nakolko dizka cesty, ktort treba prejst od
nového listu, je O(lgn).

Teda halda umoziiuje implementovat prioritna frontu takym spdsobom, Ze ¢as behu kazdej
7z horeuvedenych operacii na mnozine velkosti n bude O(lgn).
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3.2 Quicksort

Quicksort je triediaci algoritmus, ktorého najhors{ ¢as behu na vstupnom poli n é&sel je ©(n?).
Napriek tomu je vyhodné z hladiska G¢innosti v priemernom pripade: ocakivany cas behu je totiz
O(nlgn), pricom konstantné faktory skryté v @-notécii st v porovnani s merge sortom velmi malé.

3.2.1 Popis algoritmu Quicksort

Quicksort, podobne ako merge sort, sa zaklada na paradigme divide & conquer. Divide & conquer
proces pre utriedenie podpola A[p..r] pozostdva z troch krokov:

Divide: Pole A[p..r] je prerozdelené do dvoch neprazdnych podpoli A[p..q] a A[g+1..7] tak,
ze kazdy prvok Alp..q] je mensi alebo rovny ako Iubovolny prvok A[g + 1..7]. Index ¢ je
vypocitavany pocas tejto procedury.

Conquer: Dve podpolia A[p..q] a Alg + 1..r] sG utriedené rekurzivnymi volaniami procedtry
QUICKSORT.

Combine: KedZe podpolia sl utriedené na mieste, netreba uz ni¢ robit, celé pole Alp.. 7] je teraz
utriedené.

Nasledujtica procediira implementuje quicksort.

QUICKSORT(A, p, )

1 if p <r then

q + PARTITION(A, p,7)
QUICKSORT(A, p, q)
QUICKSORT(A, ¢+ 1,7)

=W

Pre utriedenie celého pola A treba vyvolat QUICKSORT(A, 1, length[A]).

Prerozdelovanie pola

Kltcovou castou algoritmu quicksort je procediira PARTITION, ktord preusporiadava podpole

Alp..r]in situ.

PARTITION(A, p, )

z + Alp]
te—p—1
jer+1
while TRUE do
repeat j ¢+ j— 1 until A[j]
repeat ¢+ i+ 1 until A[{]
if i< j
then exchange A[i] & A[j]
else return j

<z
>

© 00~ O Ut kW

Procediira PARTITION pracuje nasledujiicim spésobom. Najprv si ako prvok, okolo ktorého bude
preusporiadavat pole A[p..r], zvoli x = A[p] 7. Tento prvok sa nazyva pivot. Potom rozsiruje
oblast A[p.. ] smerom nahor, resp. oblast A[j..r] smerom nadol tak, aby kazdy prvok v Alp. .1
bol mensi alebo rovny x a kazdy prvok v A[j..r] bol vacsi alebo rovny . Na zaciatku tejto
¢innosti st ¢t = p— 1 a j = r+ 1, takze tieto oblasti st prazdne.

Vntri tela cyklu while na riadkoch 5 a 6 je index j dekrementovany a index ¢ inkrementovany
pokym nie je A[i] > = > A[j] 8. Predpokladajiic, Ze tieto nerovnosti sti ostré, hodnota A[i] je

7 Ak by sme namiesto A[p] pouzili ako pivota A[r], ktory by bol ndhodou zérovei aj najvaésim prvkom podpola
Alp . .r], potom by PARTITION vratila QUICKSORT-u hodnotu ¢ = r a QUICKSORT by sa zacyklil.
8Indexy ¢ a j nikdy neprekroéia hranice podpola A[p..r].
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prilis velkd na to, aby patrila do dolnej oblasti a A[j] je prili§ mal4 na to, aby mohla patrit do
hornej oblasti. Vymenou A[] za A[j] (riadok 8) mozno tieto oblasti rozsirif. (Ak nerovnosti nie
st ostré, vymenu mozno uskutoénit aj tak.)

Telo cyklu while je vykonavané az pokym nie je i > j, ked celé pole A[p..r] uz je rozdelené
na dve podpolia Alp..q] a A[g+ 1..7], kde p < ¢ < r, tak, ze ziadny prvok Afp..q¢] nie je vacsi
ako Tubovolny prvok A[g +1..7r]. Hodnota ¢ = j je vratend na konci procediry.

Cas behu PARTITION na poli A[p..r] je O(n), kden=r—p+1.

3.2.2 Efektivnost Quicksortu

Clas behu quicksortu z&visf od toho, ¢ je rozdelovanie vyvazené alebo nevyvéazené a od toho, ktory
prvok vyberieme za pivot. Ak je rozdelovanie vyvazené, algoritmus je asymptoticky taky rychly
ako merge sort. Naopak, ak je rozdelovanie nevyvéazené, mdze byt pomaly ako insert sort.

Najhorsie mo#né rozdelovanie

Najhorsie spravanie quicksortu zrejme nastdva v pripade, ak rozdelovacia rutina produkuje jeden
regién pozostavajuci z n — 1 prvkov a druhy obsahujici len jeden prvok. Predpokladajme teraz,
ze nevyvazené rozdelovanie nastdva na kazdej tirovni rekurzie algoritmu. Kedze rozdelovanie trvd
¢as ©(n) a T(1) = O(1), rekurencia pre ¢as behu je

Tn)=T(n-1)4+06(n),

z ¢oho je vidiet, ze T'(n) = @(n?). T.j. v pripade maximalnej nevyvézenosti na kazdej Grovni je
¢as behu rovny ©(n?), teda nie je lepsf ako cas insert sortu. Naviac, tento ¢as nastdva paradoxne
v pripade, ked vstupné pole je uz utriedené, ¢o je beznd situdcia, v ktorej Cas insert sortu je O(n).

Najlepsie moZné rozdelovanie

Ak rozdelovacia procediira vytvara regidny velkosti n/2, quicksort bezi omnoho rychlejsie. Pri-
slusné rekurencia ma potom tvar

T(n)=2T(n/2) +O(n),
¢o podla Master Theoremu mé rieSenie T'(n) = O(nlgn).

VyvaZzené rozdelovanie

Priemerny cas behu quicksortu je omnoho blizéie ku najlepsiemu pripadu ako ku najhorsiemu.
Predpokladajme napriklad, ze rozdelovacia rutina vzdy rozdeli pole na dve casti s pomerom
velkosti 9:1, ¢o na prvy pohlad vyzera velmi nevyvazené. Ziskame tak rekurenciu

T(n)=T(9n/10) + T'(n/10) + n

popisujlcu ¢as behu quicksortu. Jej rieSenim je v8ak opit ¢as @(nlgn). Teda rozdelovanie s po-
merom 9:1 na kazdej irovni rekurzie sposobi, ze quicksort je asymptoticky rovnako rychly ako
v najlepsom pripade. Doévodom je, ze lubovolné rozdelenie s konstantnym pomerom velkosti
vzniknutych regiénov vedie ku rekurzivnemu stromu hibky O(lgn), kde naroky na cas v kazdej
trovni rekurzie st O(n).

3.2.3 Zmnahodnenie Quicksortu

Pri analyze algoritmov triedenia zvycajne predpokladame, ze vSetky permutacie vstupnych ¢isel
mobzu nastat s rovnakou pravdepodobnostou. V skutoénosti vak nanestastie nemdzeme ocakévat,
ze tomu tak bude. Namiesto predpokladania urcitej distribicie vstupov je mozné problém riesit
umelou zmenou tejto distribtcie. Predpokladajme napriklad, ze predtym ako quicksort zacne
triedif vstupné déta, mu ich vidy ndhodne preusporiadame (ndhodné preusporiadanie mozno
uskutoénit v ¢ase O(n)). Tato modifikdcia nezmeni jeho najhorsi ¢as behu, ale spésobi, ze ¢as behu
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bude nezavisly od usporiadania vstupnych hodndét. Takto zndhodnenej verzii quicksortu nemozno
predlozit ziaden vstup, ktory by vidy sposobil najhorsie spravanie tohto algoritmu.

Zndhodnena stratégia je zvycajne pouzitelnd v pripadoch ked je mnoho sposobov, ako mdoze
algoritmus pokracovat, ale je tazké urcit, ktory je ten spravny. Ak je dobrych mnoho alternativ,
nédhodny vyber alternativy méze viest ku dobrej stratégii.

Modifikéciou procediry PARTITION mozeme ziskat dalsiu verziu quicksortu, ktord pouziva
stratégiu nahodného vyberu. Na kazdej trovni rekurzie algoritmu, predtym ako je pole rozdelené,
vymenime prvok A[p] za prvok ndhodne zvoleny z Alp..r]. Takto mdzeme ocakivat, ze vstupné
pole bude v priemernom pripade celkom dobre rozdelované (z hladiska vyvazenosti). Algoritmus
nahodne permutujici vstupné pole pracuje tiez celkom dobre, ale jeho analyza je narocnejsia ako
analyza tejto verzie.

Zmeny uskutocnené na procediirach PARTITION a QUICKSORT st malé. V novej rozdelovace]
procediire jednoducho implementujeme vymenu prvkov:

RANDOMIZED-PARTITION (A, p, 7)
1 ¢+ RaNpoMm(p,r)

2 exchange A[p] & Ali]

3 return PARTITION(A,p,r)

Novy quicksort prerobime tak, aby volal procediiru RANDOMIZED-PARTITION namiesto PARTI-
TION:

RANDOMIZED-QUICKSORT (A, p, )

1 if p <r then

q +— RANDOMIZED-PARTITION(A, p, )
RANDOMIZED-QUICKSORT(A, p, q)
RANDOMIZED-QUICKSORT(A, ¢ + 1,7)

WD

3.2.4 Analyza Quicksortu

V tejto casti sa budeme hlbsie zaoberat spravanim quicksortu. Zacneme analyzou najhorsieho
pripadu pre beh procediir QUICKSORT a RANDOMIZED-QQUICKSORT, a rozoberieme priemerny
pripad pre beh procedtry RANDOMIZED-QUICKSORT.

Analyza najhorsieho pripadu
Vieme, 7ze najhorsie rozdelenie na kazdej trovni rekurzie spdsobi, ze ¢as behu quicksortu bude
©(n?), ¢o je intuitivne aj najhorsi ¢as behu tohto algoritmu.

Pouzitim substitu¢nej meté6dy mdzeme ukizat, ze ¢as behu quicksortu je O(n?). Nech T'(n) je
najhors{ cas behu procediiry QUICKSORT na vstupe velkosti n. Mame teda rekurenciu

T(n)= max (T(¢)+T(n—q))+0O(n), (7)
1<g<n—1

kde parameter ¢ sa pohybuje od 1 po n — 1, kedZe procediira PARTITION produkuje dve oblasti,
kazd4 o velkosti minimélne 1. Odhadujeme, ze T'(n) < cn? pre nejakii konstantu c. Substitticiou
tohto odhadu do (7) ziskame

T(n) < max (g’ +c(n - 9)*) +O(n)

.. 2 2
=c 1;;13&2{_1((] +(n—¢)°)+0O(n).

Vyraz ¢°+(n—q)? dosahuje maximum pre ¢ = 1 alebo ¢ = n—1. Z toho teda mame ohranicenie
maxlSan_l(qz +(n—¢)?) <124 (n—1)? = n? — 2(n — 1). Pokracovanim v ohrani¢ovani T'(n)
ziskavame

T(n) < en? —2¢(n— 1)+ O(n)

<en?,
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kedze mozeme zvolit konstantu ¢ dostatocne velki, aby rozdiel ©(n) — 2¢(n — 1) bol zaporny. Teda
najhorsi ¢as behu quicksortu je @(n?).

Analyza priemerného pripadu

Uz sme podali intuitivny argument, preco priemerny ¢as behu procediry RANDOMIZED-QUICK-
SORT je O(nlgn). Na to, aby sme mohli analyzovat ocakdvany cas behu tohto algoritmu, musime
najprv dobre pochopit pracu rozdelujiicej procediiry. Az potom mézeme zostavit rekurenciu pre
priemerny ¢as potrebny na utriedenie n-prvkového pola a nésledne stanovit ohranicenia pre oca-
kavany cas behu.

Analjza rozdelovania

Ked sa vyvolidva PARTITION na riadku 3 procediry RANDOMIZED-PARTITION, prvok A[p] uz je
vymeneny s ndhodnym prvkom z A[p..r]. Pre zjednodusenie analyzy predpokladajme, ze vsetky
vstupné ¢isla st navzajom rézne. Ak by v triedenom poli bolo viacero navzdjom rovnakych prvkov,
priemerny ¢as behu quicksortu by bol aj tak O(nlgn), ale analyza by bola narocnejsia.

Najprv si vSimnime, ze hodnota ¢ vratend procediirou PARTITION zavisi iba na ranku cisla
z = Alp] medzi prvkami A[p..r]. (Rank ¢isla v mnozine je pocet prvkov tejto mnoziny, ktoré
st mensie alebo rovné z.) Ak polozime n = r — p+ 1 rovné poctu prvkov Alp..r], vimena A[p]
za nahodny prvok z Alp..r] vedie ku pravdepodobnosti 1/n, 7e rank(z) = ¢ pre i = 1,2,...,n,
kde z = A[p].

Teraz vypocitame pravdepodobnosti rozliénych vysledkov prerozdelovania. Ak rank(z) = 1,
potom v prvom prechode cyklu while na riadkoch 4 az 9 procediry PARTITION sa index ¢ zastavi
na 1 = p a index j sa zastavi taktiez na j = p. Teda, ked je vratené ¢ = j, dolné cast obsahuje
jediny prvok A[p]. Tento pripad nastéva s pravdepodobnostou 1/n, ¢o je pravdepodobnost, ze
rank(z) = 1.

Ak rank(z) > 2, potom existuje aspofl jeden prvok mensi ako # = A[p]. Nasledne, v prvom
priechode cyklu while, sa index ¢ zastavi na ¢ = p, ale j sa zastavi pred dosiahnutim p. Vymena
sa potom uskutocni, aby sa A[p] umiestnilo v hornej ¢asti. Az sa vykonavanie PARTITION skonéi,
kazdy z rank(z) — 1 prvkov v dolnej casti je ostro mensi ako z. Teda, ak rank(z) > 2, pre kazdé
i=1,2,...,n — 1 je pravdepodobnost, ze dolnd ¢ast obsahuje i prvkov, rovna 1/n.

Skombinovanim tychto dvoch pripadov dostdvame, ze velkost ¢ — p + 1 dolnej Casti rozdelenia
je 1 s pravdepodobnostou 2/n a ze velkost je i s pravdepodobnostou 1/n pre i =2,3,...,n— 1.

Rekurencia pre priemerny pripad
Nech T'(n) je priemerny ¢as potrebny na utriedenie n-prvkového vstupného pola. Vyvolanie
RANDOMIZED-QUICKSORT na l-prvkovom poli trvad konstantny cas, teda mame T'(1) = O(1).
Na rozdelenie pola A[l..n] je potrebny ¢as @(n). Ak procedira PARTITION vrati index ¢, potom
Jje RANDOMIZED-QUICKSORT vyvolany pre podpolia dizok g an—gq. Priemerny ¢as pre utriedenie
pola diéky n mozno vyjadrit ako

n

T(n) =+ (T(l) +T(n—1)+ Z_:(T(Q) +T(n— Q))) +0(n). (8)

g=1
Hodnota ¢ méa priblizne uniformné rozdelenie s vynimkou toho, ze ¢ = 1 je dvakrat tak pravdepo-
dobné ako ostatné pripady. Pouzitim skutoénosti, ze T'(1) = ©(1) a T'(n — 1) = O(n?), z analyzy
najhorsieho pripadu mame

L) +T(n—1)) = (O(1) + O(n*)) = O(n)

n
preto vyraz @(n) vo vztahu (8) mdze absorbovat vyraz %(T(l) +T(n—1)). Rekurencia (8) teraz
nadobida tvar

1

(T(g) +T(n —q)) + O(n) . (9)

n

T(n) =

S|

<
I
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Mozno si vEimnit, ze pre k = 1,2,...,n—1, kazdy vyraz T'(k) sumy sa objavi raz ako T'(¢) a druhy
raz ako T'(n — ¢q). Zlacenim tychto dvoch vyrazov dostavame

n—1

T(n) = 2 > T(k)+6(n) . (10)

n
k=1

Riesenie rekurencie

Rekurenciu (10) mozno vyriesit pouzitim substituénej metédy. Induktivne predpokladajme, ze
T(n) < anlgn+b pre nejaké konstanty a > 0 a b > 0, ktoré treba uréit. Sme schopni vybrat a a b
dostatocne velké tak, aby anlgn + b bolo vacsie ako T'(1). Potom pre n > 1 pouzitim substittcie
mame

T(n) = %im) +6(n)
< %i(aklgk—l—b)%—@(n)
_ _ni:m k42 m—1)+6(m

Neskor ukdzeme, ze sumu v poslednom riadku mozno ohranicit

n—1

1 1
> klghk < on’lgn— -n®. (11)
-2 8
k=1
Pouzitim tohto ohranicenia dostavame

T(n) < 2a (%nzlgn — lnZ) + Q—b(n —1)+6(n)

n 8 n
<anlgn — %n—i—?b—l—@(n)
a
=anlgn+b6+ (@(n)—i—b—zn)
<anlgn+1b,

kedze mézeme zvolif a dostatocne velké tak, ze §n bude dominovat nad @(n) 4 b. Z uvedeného

vyplyva, ze priemerny ¢as behu quicksortu je O(nlgn).

Tesné ohranicenie sumy

Zostéva dokdzat platnost ohranicenia (11) sumy

n—1
> klgk .
k=1
Kedze kazdy vyraz je nanajvys rovny nlgn, mame trividlne ohranicenie

n—1

> klgk <n®lgn .
k=1

Toto ohrani¢enie vSak nepostacuje na vyrieSenie horeuvedenej rekurencie ako 7'(n) = O(nlgn),
potrebovali by sme totiz ohranicenie %nz lgn — 2(n?).
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Rozdelme sumu na dve ¢asti

[n/2]-1

Zklgk— Z klgk + Z klgk .

k=[n/2]

Vyraz lgk v prve] sume na pravej strane je mozné ohranic¢it lg(n/2) = lgn — 1. Ten isty vyraz,
ale v druhej sume mozno ohranicit lgn. Teda

n-1 [n/2]-1
> klghk < (lgn—1) Z k+lgn Z k
k=1 k=[n/2]
n—1 [n/2]-1
=lgnd k- > k
k=1 k=1
1 1 n
1
<—n21gn—ln2,
2 8

ak n > 2. Toto je ohranicenie (11).

3.3 Triedenie v lineArnom ¢ase

Uz sme uviedli niekolko algoritmov, ktoré triedia n cisel v ¢ase O(n lgn). Kazdému z tychto algo-
ritmov sme schopni predlozit tak postupnost n vstupnych ¢isel, ze ¢as jeho behu bude 2(nlgn).

Vsetky tieto algoritmy maja jedno spolocné: poradie utriedenych prvkov uréupt iba na zdklade
vzdajomného porovndvania vstupnijch prvkov. Takéto algoritmy triedenia nazyvame triedenia po-
rovnavanim.

V dalsom ukézeme, ze kazdé triedenie porovnavanim musi v najhorsom pripade na utriedenie
postupnosti n &fsel vykonat £2(nlgn) porovnani. Teda merge sort a heapsort st asymptoticky
optimalne, pricom neexistuje ziadne triedenie porovnavanim, ktoré by bolo rychlejsie viac ako
o konstantny faktor.

V nasledujicom uvedieme tri triediace algoritmy — counting sort, radix sort a bucket sort —
ktoré bezia v linedrnom ¢ase. Netreba pripominaf, Ze tieto algoritmy pouzivaja iné opericie ako
porovnévanie na stanovenie utriedeného poradia.

3.3.1 Dolné ohranicenie pre triedenia porovnavanim

V triedeniach porovnavanim pouzivame na urcenie utriedeného poradia vstupnej postupnosti
(a1, as,...,a,) iba porovnavanie prvkov. T.j. pre dané dva prvky a; a a; pre uréenie ich rela-
tivneho poradia vykondme jeden z testov a; < a;, a; < a;, a; = a;, a; > a; alebo a; > a;.

Bez (jmy na vseobecnosti mdzeme predpokladat, ze vstupné prvky st navzijom rdzne. Tym
sa porovnavania tvaru a; = a; stavaji bezpredmetnymi. Taktiez je vhodné poznamenat, zZe
porovnania a; < a;, a; > aj, d; > a;, ¢; < a; st z hladiska poskytovanej informécie o relativnom
poradi a; a a; ekvivalentné. Preto budeme predpokladat, ze vSetky porovnania maja tvar a; < a;.

Model rozhodovacieho stromu

Na triedenia porovnavanim mozno hladief ako na rozhodovacie stromy. Rozhodovaci strom
reprezentuje porovnania vykonané triediacim algoritmom operujicim na vstupe danej velkosti.
Riadenie, presun dat a vsetky dalSie aspekty algoritmu st ignorované. Obrazok 6 znézornuje
rozhodovaci strom prislichajiici insert sortu pracujiicemu na vstupne] postupnosti pozostavajice)
z troch prvkov.

V rozhodovacom strome je kazdy vnitorny uzol oznaceny a; : a; pre nejaké ¢ a j z rozsahu
1 < 1,7 <n, kde n je pocet prvkov vo vstupnej postupnosti. Kazdy list je oznaceny permutiaciou
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a; . as
< >
az . ds a; . as
< > < >
(1,2,3) ai :as (2,1,3) as : as
< > < >
(1,3,2) (3,1,2) (2,3,1) (3,2,1)

Obr. 6: Rozhodovaci strom pre insert sort operujici na troch prvkoch. Moznych permutécii vstupnych
prvkov je 3! = 6, teda rozhodovaci strom musi mat aspon 6 listov.

(m(1),7(2),...,m(n)). Vykonavanie triediaceho algoritmu prislticha prechddzaniu cesty od korena
rozhodovacieho stromu k jeho listu. Na kazdom vniitornom uzle je vykonané porovnanie a; < a;.
Ked sa dostaneme na list, triediaci algoritmus ukonéil usporiadavanie utriedenou postupnostou
an(1y < arz) < - < dp(n). Kazdd z n! permutdcii n prvkov sa musi objavit ako jeden z listov
rozhodovacieho stromu triediaceho algoritmu.

Dolné ohranicenie najhorsieho pripadu

Dizka najdlhsej cesty od korena stromu k lubovolnému jeho listu reprezentuje najvacsi pocet
porovnani, ktoré triediaci algoritmus vykonava na jednom vstupe. Dolné ohranicenie vysok roz-
hodovacich stromov je teda dolnym ohranicenim casu behu fubovolného algoritmu triedenia po-
rovnavanim.

Veta 3.1 Kaidy rozhodovaci strom pre triedenie n prvkov md vysku 2(nlgn).

Doékaz. Uvazujme rozhodovaci strom vysky h na triedenie n prvkov. Kedze z n prvkov mozno
vytvorit n! permutécii, z ktorych kazda reprezentuje jedno preusporiadanie, strom musi obsahovat
n! listov. Nakolko strom vysky h nem4 viac ako 2" listov, mame

n! < 2"

bl

resp. po zlogaritmovani

h > lg(n!) .

Vyuzitim Stirlingove) aproximécie dostavame

h>lg (E) =nlgn —nlge
e
=2(nlgn). O

Déoésledok 3.1 Heapsort a merge sort st asymptoticky optimdlne triedenia.

3.3.2 Counting sort

Counting sort predpoklada, ze kazdy z n vstupnych prvkov je celé ¢islo z intervalu 1..k pre
nejaki celociselnt konstantu k. Ak k = O(n), triedenie bezi v ¢ase O(n).

Zakladnou myslienkou tohto triedenia je pre kazdy vstupny prvok x urcit pocet prvkov mensich
ako z. Tato informacia mdze byt pouzitd pre priame umiestnenie prvku x na spravinu poziciu vo
vystupnom poli. Napriklad, ak je ako  mensich 17 prvkov, potom & patri na vystupna poziciu 18.
Tato schému treba jemne modifikovat pre pripad, ze niekolko prvkov ma t istQt hodnotu, kedze
ich nechceme vsetky umiestnit na to isté miesto.
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12345678 12345678
Alslel4f1[3[4]1][4] 12345 6 L [ [ [ [][af]

12345 6 Cl2]2[4]7]7]8] 123456
c[2]o]2]3]0]1] c[2]2]4]6]7]8]

(a) (b) ()

1 2345678 12345678
AT [T [ [al ] B[ II[ T T [4[4] ] 1 2345678
123456 123456 pli]1]s]s]a]4]a]6]
Clif2][4]6]7][8] Clif2[4]5]7][8]

() (e) (f)

Obr. 7: Cinnost counting sortu na vstupnom poli A[1..8], kde vsetky prvky A st kladné a mensie alebo
rovné k = 6. (a) Pole A a pomocné pole C' po vykonani riadku 4. (b) Pole C' po riadku 7. (c)—(e)
Vystupné pole B a pomocné pole C po jednej, dvoch, resp. troch iterdcidch cyklu na riadkoch 9-11.
(f) Utriedené vystupné pole B.

V kéde counting sortu predpokladdme, ze vstupom je pole A[l..n], a teda length[A] = n.
Potrebujeme dalsie dve polia: pole B[l..n] pre utriedeny vystup a pole C[l..k] ako docasny
pracovny priestor.

COUNTING-SORT (A, B, k)

for 1 + 1 to k do
Cli]+0
for j < 1 to length[A] do
CLAL]  CLA]) + 1
> C[i] teraz obsahuje pocet vyskytov prvku 7 v A.
for ¢ + 2 to k do
Cli] + CJil + Cli — 1]
> C[i] teraz obsahuje pocet prvkov mensich alebo rovnych i.
for j < length[A] downto 1 do
10 BICLAL]] < AL]
1 CAL)  CLAL] - 1

© 0~ O Uk W=

Cinnost counting sortu je znazornena na obrazku 7. Na riadkoch 3-4 po inicializécii vySetrime
kazdy prvok. Ak hodnota vstupného prvku je i, inkrementujeme C[i]. Po vykonani kédu na riad-
koch 3-4 Ci] obsahuje pocet vstupnych prvkov rovnych ¢ pre 1 = 1,2, ... k. Na riadkoch 67 pre
kazdé ¢« = 1,2, ..., k uréime, kolko vstupnych prvkov je mensich alebo rovnych . Nakoniec, na
riadkoch 9-11 umiestnime kazdy prvok A[j] na jeho spravnu poziciu vo vystupnom poli B. Ak je
vetkych n prvkov navzdjom réznych, potom pri prvom vstupe na riadok 9 je pre kazdé A[j] hod-
nota C[A[j]] sprdvnou poziciou A[j] vo vystupnom poli, nakolko C[A[j]] prvkov je mensich alebo
rovnych A[j]. KedZze ale prvky nemusia byt navzajom rézne, hodnotu C[A[j]] dekrementujeme
vizdy, ked umiestnime hodnotu A[j] do pola B, ¢o zabezpeéi, aby dalsi vstupny prvok s hodnotou
rovinou A[j], ak taky existuje, bol umiestneny na poziciu pred A[j] vo v¥stupnom poli.

Cykly for na riadkoch 1-2 a 6-7 trvaji O(k) a cykly na riadkoch 3-4 a 9-11 trvaja O(n),
teda celkovy ¢as behu counting sortu je O(k + n). V praxi zvycajne counting sort pouzivame ak
k = O(n), ked tento ¢as je O(n). Counting sort teda prekondva dolnti hranicu £2(nlgn) triedeni
porovnavanim.

Délezitou vlastnostou counting sortu je, ze je to stabilné triedenie: ¢isla s rovnakou hodnotou
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sa objavia vo vystupnom poli v rovnakom poradi ako vo vstupnom poli. Stabilita je dolezita ak
spolu s klicovymi hodnotami preusporiadavame aj satelitné data.

3.3.3 Radix sort

Radix sort riesi problém triedenia ¢isel mozno trochu kontraintuitivne, utriedenim najprv podla
poslednej ¢islice. Vstupné postupnost sa takto rozdeli na desat podpostupnost{, v ktorych vsetky
¢isla koncia rovnakou cislicou. Kazd( z takto vzniknutych postupnosti opéat utriedime, ale uz
podla predposlednej cislice. Tento proces bude pokracovat az pokym céisla takto neutriedime
podla vietkych éislic. (Samozrejme, ak ¢isla majt rézne dlhé zapisy, podla potreby ich zlava
doplnime nulami.) Je velmi ddlezité, aby triediaci algoritmus, ktory pouzivame na triedenie podla
jednotlivych cifier, bol stabilny, inak by totiz algoritmus radix sort nespravne triedil. Cinnost
radix sortu je znazornena na obréazku 8.

329 720 720 329
457 355 329 355
657 436 436 436
839 = 457 = 839 = 4b7
436 657 355 657
720 329 457 720
355 839 657 839
T T T

Obr. 8: Cinnost radix sortu na zozname siedmych trojcifernych cisel. Prvy stipec je vstup. Zvysné
stlpce zndzoriuji postupné utriedovanie podla jednotlivych pozicii éslic od cifry najnizsieho radu po cifru
najvyssicho radu, ¢o indikuja vertikalne sipky.

Radix sort je obcas pouzivany na triedenie zdznamov, ktoré ako kIai¢ obsahuj viacero poloziek.
Napriklad mézeme chcief utriedit datumy podla troch klacovych poloziek: roku, mesiaca a dna.
Mohli by sme pouzit triediaci algoritmus s porovnévacou funkciou, ktora najprv porovné roky, ak
nastane zhoda, porovn4 mesiace a ak nastane dalsia zhoda, porovna dni. Alternativne mozeme
utriedit tieto ddtumy na 3 priechody pouzitim stabilného triedenia: najprv utriedenim podla dna,
potom mesiaca a napokon roku.

Kéd radix sortu je priamociary. Nasledujica procediira predpoklada, ze kazdy prvok pola A
velkosti n ma d cifier, kde cifra 1 je ¢islica najnizsiecho rddu a cifra d je najvyssieho radu.

RADIX-SORT(A, d)

1 for i+ 1 to d do
2 pole A utried stabilnym triedenim podla cifry i.

Spravnost radix sortu mozno jednoducho dokézaf indukciou podfa ¢isla triedeného stipca.
Analyza ¢asu behu zavisi na stabilnom triedeni, ktoré je pouzité ako pomocny triediaci algoritmus.
Ak je kazda cislica z rozsahu 1. .k a k nie je prilis velké, zvycajne vhodnou volbou je counting sort.
Kazdy priechod cez n d-cifernych ¢cisel trva ¢as @(n + k). Kedze je celkovo d tychto priechodov,
celkovy cas radix sortu je teda ©(nd + kd). Ak d je konstanta a &k = O(n), radix sort bezi
v linedrnom case.

3.3.4 Bucket sort

Bucket sort je triedenie, ktoré v priemernom pripade bezi v linedrnom case. Podobne ako
counting sort, aj bucket sort je rychle, kedZze nieco predpokladé o vstupe. Zatialéo counting sort
predpoklada, ze vstup pozostava z celych ¢isel z malého rozsahu, bucket sort predpokladé, ze vstup
je generovany ndhodnym procesom, ktory prvky distribuuje uniformne na intervale (0, 1).
Myslienkou bucket sortu je rozdelif interval (0, 1) na n rovnako velkych disjunktnych podinter-
valov alebo bucketov, a potom do nich rozmiestnit n vstupnych ¢isel. Kedze vstupy stt uniformne




3.3 Triedenie v linedarnom d¢ase 31

distribuované na (0, 1), ocakidvame, ze do jedného bucketu nepadne prilis mnoho ¢isel. Aby sme
vytvorili vystupnt postupnost, jednoducho utriedime ¢isla vo vsetkych bucketoch, ktorymi potom
budeme postupne prechadzat.

Kéd bucket sortu predpokladd, ze vstupom je n-prvkové pole A, a ze kazdy jeho prvok A[i]
spiﬁa podmienku 0 < A[i] < 1. Kéd potrebuje aj pomocné pole B[0..n — 1] spadjanych zoznamov
(bucketov) a predpoklada, ze je k dispozicii mechanizmus spravujtici takéto zoznamy.

BUCKET-SORT(A)
n + length[A]
for i1+ 1 to n do
vloz A[i] do zoznamu B[|nA[i]]]
for 140 ton—1 do
utried zoznam Bli] pouzitim insert sortu
zrefaz zoznamy B[0], B[1],..., B[n — 1] v tomto poradi

S U R W N~

Obrézok 9 znézorfiuje ¢innost bucket sortu na vstupnom poli 10 ¢fsel.

A B
1]0.78 o /
2(0.17 1| —ploa2] —ploar] /|
310.39 2| —p[0.21] —p]0.23] —pl0.26] /|
4{0.26 3| —p[039] ]
5(0.72 4| /
6]0.94 51/
7]0.21 6| —pl0.68] /|
810.12 7| —p0.72] —[0.78] |
9]0.23 8| /
1010.68 9| —p[0.94

() (b)

Obr. 9: Cinnost algoritmu bucket sort. (a) Vstupné hodnoty v poli A[1..10]. (b) Pole B[0..9] utrie-
denych zoznamov (bucketov) po vykonan{ riadku 5 algoritmu. Bucket i obsahuje hodnoty z intervalu
(¢/10, (i 4+ 1)/10). Utriedeny vystup je zretazenim zoznamov B[0], B[1],..., B[9].

Aby sme videli, ze algoritmus pracuje spravne, uvazujme dva prvky A[i] a A[j]. Ak padnG do
toho istého bucketu, vo vystupnej postupnosti sa objavia v spravnom poradi lebo obsah kazdého
bucketu je utriedeny insert sortom. Predpokladajme teraz, ze padni do réznych bucketov. Nech
st nimi B[#'] a B[j'], a nech bez Gjmy na vSeobecnosti i’ < j'. Ked na riadku 5 zrefazime zoznamy
v B, prvky bucketu B[] sa budt nachadzat pred prvkami B[j'], a teda A[i] sa bude nachadzat
pred A[j] vo vystupnej postupnosti. Musime preto ukdzat, ze A[i] < A[j]. Predpokladajme, ze by
Ali] > A[j]. Dostdvame

# = 0[] > AL =

¢o je v spore s predpokladom i’ < j’. Teda bucket sort pracuje spravne.

Pre analyzu ¢asu behu si vSimnime, ze vykonavanie vSetkych riadkov okrem riadku 5 trva
v najhorsom pripade ¢as O(n). Jedinym zaujimavym je preto celkovy ¢as behu spotrebovany
insert sortom.

Nech n; je ndhodnd premennd popisujica pocet prvkov umiestnenych v buckete B[i]. Kedze
insert sort bezi v kvadratickom case, ocakdvany ¢as potrebny na utriedenie prvkov v buckete BJi]
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teda je E[O(n?)] = O(E[n?]). Celkovy ofakdvany ¢as triedenia vietkych prvkov je preto

3" O = 0 (Z E[n?]) . (12)

Aby sme mohli vyhodnotit tGto sumu, musime urcit distribGciu kazdej ndhodnej premennej n;.
Méame n prvkov a n bucketov. Pravdepodobnost, ze dany prvok padne do bucketu B[i] je 1/n.
Teda pravdepodobnost, ze n; = k sleduje binomické rozdelenie b(k;n, p), ktorého strednd hodnota
je E[n;] = np = 1 a variancia Var[n;] = np(1 —p) = 1 — 1/n. Pre Tubovolnt ndhodn premennd,

a teda aj pre n?

7 mame

E[n?] = Var[n;] + E*[n'] =1 — 1 +12=2- 1 o(1) .
n n

Pouzitim tohto ohranicenia vo vztahu (12) mézeme skonstatovat, ze ocakdvany cas behu insert
sortu pouzitého v bucket sorte je O(n). Teda oc¢akavany ¢as behu celého algoritmu bucket sort je

O(n).

3.4 Hladanie mediana® a k-teho najmensieho prvku.

T4to cast sa zaoberd problémom vyberu i-teho najmensieho prvku z mnoziny n navzajom rdznych
prvkov. Pre jednoduchost predpokladédme, ze mnozina obsahuje navzajom rézne ¢éisla, hoci v dal-
som budeme uvazovat, ze mnozina je reprezentovand polom, a teda sa v nej prvky mozu opakovat.
Problém vyberu (i-teho najmensieho prvku) mozno formélne $pecifikovat nasledovne:

Vstup: Mnozina A obsahujlca n (navzijom réznych) ¢isel a éislo i také, ze 1 < i < n.
Vystup: Prvok x € A, ktory je vacsi ako prave ¢ — 1 prvkov A.

Problém vyberu mozno jednoducho vyriesit v ¢ase O(n lgn) utriedenim &fsel pouzitim heap sortu
alebo merge sortu a naslednym vyberom i-teho prvku z utriedenej postupnosti. Treba vsak po-
znamenat, ze existuji aj rychlejsie algoritmy (konkrétne O(n)).

3.4.1 Minimum a maximum

Kolko porovnani treba vykonat, aby bolo mozné uréit minimum mnoziny n prvkov? Jednoducho
mozeme ziskat horné ohranicenie n — 1 porovnani: postupne prechadzame vsetky prvky mnoZiny
a uchovavame doteraz najmensi najdeny prvok. V nasledujticej procediare predpokladame, ze
mnozina je uloZend v poli A, kde length[A] = n.

MINIMUM(A)

1 min + A[l]

2 for i+ 2 to length[A] do
3 if min > A[i] then

4 min + Al

5 return min

Je toto najlepsie, ¢o mdzeme urobit? Ano, pretoze dolnou hranicou poc¢tu porovnani pre
problém hladania minima, ako aj maxima, je n — 1. Uvazujme napriklad riesenie tohto problému
metbédou divide & conquer — opat mame dolné ohranicenie n — 1. Mozno stoji za zmienku, ze
ocakdvany pocet vykonani riadku 4 je @(lgn).

Poznamenajme eSte, Ze minimum, resp. maximum dvoch redlnych ¢isel mozno urcit bez potreby
ich vzdjomného porovnania: °

1+ a2 — |ay — 29 1+ + e — x|
2 ’ 2 '

9Median postupnosti n prvkov je definovany ako prvok, ktory je mensi alebo rovny jednej polovici vietkych

min{ay, z2} = resp. max{aq,es} =

10Funkcia |#| v sebe skryva porovnanie prvku @ s 0.
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Je evidentné, ze takyto spOsob vypoctu minima, resp. maxima nemd velky prakticky vyznam
z dévodu jeho relativne velke] vypoctove] narocnosti, nehovoriac o moznom vzniku vypoctovych

chyb.

Stcéasny vypocdet minima a maxima

V niektorych aplikiciach treba néjst stcasne minimum aj maximum prvkov mnoziny n prvkov.
Nie je tazké ukizat, ze algoritmus rieiaci tento problém vykona asymptoticky optiméalny pocet
£2(n) operéacii porovnania.

V skutocnosti je treba iba 3[n/2] operacii na sicasné najdenie minima aj maxima. Pocas ich
hladania v pamati udrziavame doteraz ndjdeny najmensi a najvacsi prvok. Namiesto porovndvania
kazdého vstupného prvku so sticasnym minimom a maximom (dve porovnania pripadajice na
kazdy prvok), budeme spracovivat vstupné prvky v paroch. Najprv v tychto paroch porovndme
prvky navzdjom, a potom mensi z nich porovname so siicasnym minimom a vacsi z paru so
sticasnym maximom (tri porovnania pripadajice na dvojicu prvkov).

3.4.2 Vyber v linearnom oéakivanom case

Vseobecny problém vyberu sa zd4 byt vipoctovo narocnejsi ako obycajné hfadanie minima alebo
maxima. Mozno je prekvapujlce, ze pre oba problémy existuji algoritmy s ¢asom behu O(n).
Teraz uvedieme divide & conquer algoritmus pre problém vyberu vytvoreny na zdklade quicksortu.
Myslienkou je opat rekurzivne rozdelovanie pola, ale s tym rozdielom, ze rekurzivne spracovdvame
iba jednu takto vzniknutt oblast. Aj preto je ocakdvany ¢as behu tohto algoritmu iba ©(n).
Nasledujtci kéd pre RANDOMIZED-SELECT vracia -ty najmensi prvok pola Afp..7].

RANDOMIZED-SELECT(A, p, 7, i)

then return RANDOMIZED-SELECT(A, p, ¢, )
else return RANDOMIZED-SELECT(A, ¢ + 1,7, i— k)

1 if p=r then

2 return Afp]

3 ¢ < RANDOMIZED-PARTITION(A, p,7)
4 k+qg—p+1

5 if i<k

6

7

Potom ako je na riadku 3 algoritmu vykonana procediira RANDOMIZED-PARTITION, pole A[p. .r]
je rozdelené na dve neprizdne podpolia Alp..q] a Alg+ 1..7] také, ze kazdy prvok Alp..q] je
mensi ako lubovolny prvok pola A[g + 1..7]. Na riadku 4 algoritmu je vypocitany pocet prvkov
k pola A[p..q]. Algoritmus teraz na ziklade ¢isla k stanovi, v ktorom z podpoli sa -ty najmensi
prvok nachddza. Ak i < k, hlfadany prvok sa nachddza v dolnej oblasti, a je rekurzivne vybrany
z podpola na riadku 6. Ak 7 > k, prvok lezi v hornej oblasti. Kedze vieme, ze vo vstupnom poli
existuje aspon k hodnét mensich ako hodnota i-teho najmensieho prvku — konkrétne to st prvky
pola A[p .. ¢] — hfadany prvok je (i — k)-ty najmensi prvok A[g+1..7], ktory je rekurzivne najdeny
na riadku 7.

Najhors{ ¢as behu RANDOMIZED-SELECT je ©(n?) hoci aj pre ndjdenie minima, v pripade, ze
pole vidy rozdelime podla najvacsieho zostavajceho prvku.

3.4.3 Vyber v linedrnom c¢ase

Teraz sa budeme zaoberat algoritmom, ktorého ¢as behu je O(n) v najhorsom pripade. Podobne
ako RANDOMIZED-SELECT, aj algoritmus SELECT néjde pozadovany prvok rekurzivnym rozdelo-
vanim vstupného pola. Myslienkou tohto algoritmu je zarucit dobré rozdelovanie pola. SELECT
pouziva deterministicky algoritmus rozdelovania PARTITION z quicksortu modifikovany tak, aby
prvok, podla ktorého rozdeluje vstupné pole, bol jeho parametrom.
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Algoritmus SELECT néjde i-ty najmensi prvok vstupného polfa n prvkov vykonanim nasledu-
jucich krokov:

1. Rozdel n prvkov vstupného pola na |n/5| skupin po 5 prvkoch a nanajvys jednu skupinu
vytvorent zo zvysnych n mod 5 prvkov.

2. Kazda z [n/5] takto vzniknutych skupin pouzitim insert sortu utried a ndsledne vyber
mediany tychto skupin (v pripade neparneho poctu prvkov skupiny vyber jej prostredny
prvok, v pripade parneho prvku vyber va¢si z dvoch prostrednych prvkov).

3. Rekurzivne pouzi SELECT na néjdenie medidna x z [n/5] medidnov ndjdenych v predché-
dzajticom kroku.

4. Rozdel vstupné pole podla medidna medidnov x pouzitim modifikovane] verzie PARTITION.
Nech £k je pocet prvkov v dolnej oblasti, potom n — k je pocet prvkov v hornej oblasti.

5. Rekurzivne pouzi SELECT na najdenie ¢-teho najmensieho prvku v dolnej oblasti, ak ¢ < k|
alebo (¢ — k)-teho najmensicho prvku v hornej oblasti, ak ¢ > k.

Aby sme mohli analyzovaft ¢as behu procediiry SELECT, najprv uréime dolné ohraniéenie poctu
prvkov, ktoré s vacsie ako rozdelujici prvok z. Obrdzok 10 mdze napomdct lepse] predstave
o ¢innosti tejto procedary. Najmene) polovica medidnov najdenych v kroku 2 je vacsia alebo rovna
medidnu medidnov x. To znamend, 7e aspon polovica z [n/5] skupin prispieva troma prvkami,
ktoré st vacsie ako x, s vynimkou skupiny, ktora ma menej ako 5 prvkov ak n nie je delitelné 5
bez zvysku. Naviac, jedna zo skupin obsahuje, ako jeden z jej prvkov, samotnt hodnotu x. Ak
neberieme do Givahy tieto dve skupiny, dostavame, ze pocet prvkov vacsich ako x je aspon

5 1 {n“ 9) > 3n 6
215 - 10 '
Podobne, aj pocet prvkov, ktoré si mensie ako « je aspon 3n/10— 6. To znamen4, ze v najhorsom
pripade je v 5. kroku SELECT rekurzivne vyvolany nanajvys pre 7n/10 + 6 prvkov.

Obr. 10: Analyza algoritmu SELECT. Malé kruhy reprezentuji n prvkov, pricom st podla prislusnych
skupin zoradené do stlpcov. Mediany skupin st oznacené bielymi kruznicami a medién tychto medidnov je

-----

Teraz mozeme zostavit rekurenciu pre najhorsi ¢as behu T'(n) algoritmu SELECT. Kroky 1, 2
a 4 trvaja ¢as O(n). (Krok 2 pozostava z O(n) volani insert sortu na mnozinach velkosti O(1).)
Krok 3 trva T'([n/5]) a krok 5 trvad nanajvys T'(7n/10+6) za predpokladu, ze T je rastiica funkcia.
Vsimnime si, ze Tn/10+6 < n pre n > 20, a ze kazdy vstup pozostdvajici z nanajvys 80 prvkov
vyzaduje ¢as O(1). Dostdvame preto rekurentny vztah

T(n) < {@(1) ak n < 80,
T([n/5])+ T(Tn/10+6) + O(n) akn >80.
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Pomocou substituc¢nej metédy ukazeme, ze ¢as behu algoritmu SELECT je linearny. Predpokla-
dajme teraz, ze T'(n) < en pre nejak konstantu ¢ a pre vSetky n < 80. Substituovanie tejto
induktivne] hypotézy do pravej strany rekurencie dava

T(n) <c[n/5]+c(Tn/10+6) + O(n)
<en/b+c+Ten/10 +6¢+ O(n)
< 9en/10+7c+ O(n)

<en,

kedze mozeme najst dostatocne velké ¢, aby ¢(n/10—7) bolo vaésie ako funkcia popisand vyrazom
O(n) pre vietky n > 80. Najhorsi ¢as behu procedtiry SELECT je teda linedrny.

4 Datové struktiury

Mnoziny majt pre informatiku podobny vyznam ako pre matematiku. Ale zatial¢o st matematické
mnoziny nemenné, mnoziny, s ktorymi nardbaji algoritmy, sa mézu zvacsovat, zmensovat, alebo
inak ¢asom menit. Takéto mnoziny nazyvame dynamaické.

Mnoho algoritmov potrebuje vkladat prvky do mnoziny, odstrariovat ich z nej a testovat prislus-
nost prvku do mnoziny. Dynamickd mnozina, ktord podporuje tieto operacie sa nazyva slovnik.

Prvky dynamickej mnoZiny

Typickd implementacia dynamicke] mnoziny predpoklada, ze kazdy prvok je reprezentovany ob-
jektom, s ktorého polozkami je mozné manipulovat za predpokladu, Ze mame ukazovatel na tento
objekt. Niekedy je moZné naviac predpokladat, Zze jednou z poloziek objektu je indentifikujtca
kliicovd polozka. Ak st vetky klée navzdjom rozne, mo?no dynamickt mnozinu chépat ako
mnozinu kltcovych hodnét. Objekt moze obsahovat satelitné ddta, ktoré s uchovavané vo zvys-
nych polozkach, ale inak st nepouzité v implementécii mnoziny. Taktiez moze obsahovat polozky,
s ktorymi sa manipuluje pri vykonavani mnozinovych operécii. Tieto polozky mozu napriklad
obsahovat ukazovatele na dalsie objekty v mnozine.

Operacie na dynamickych mnozinach

Operacie na dynamickych mnoziniach mozno rozdelit do dvoch kategédrii: na dotazy, ktoré po-
skytuja nejak informéciu o mnozine a modifikujice operdcie, ktoré menia obsah mnoziny.
Specificka aplikicia bude zvycajne vyuzivat len niekolko operécii z nasledujticeho zoznamu.

SEARCH(S, k) Dotaz, ktory pre dantit mnozinu S a klGc¢ovii hodnotu k vrati ukazovatel
na prvok mnoziny S taky, ze key[x] = k, alebo NIL ak Ziadny taky prvok do
S nepatri.

INSERT(S, %) Modifikujtica operacia, ktora rozsiri mnozinu S o prvok, na ktory ukazuje x.

DELETE(S, ) Modifikujtica operacia, ktora vymaze prvok mnoziny S urceny ukazovate-
lom =.

MINTMUM(S) Dotaz na totalne usporiadant mnozinu S, ktory vrati prvok z patriaci S

s najmensou hodnotou klica.

MAXIMUM(S) Dotaz na totalne usporiadant mnozinu S, ktory vrati prvok z patriaci S
s najvacsou hodnotou kltca.

SUCCESSOR(S, z) Dotaz, ktory pre dany prvok x, ktorého klac sa nachadza v totélne usporiada-
nej mnozine S, vrati nasledujici vacsi prvok S alebo NIL, ak & je maximum.

PREDECESSOR(S, #) Dotaz, ktory pre dany prvok z, ktorého klt¢ sa nachadza v totélne uspo-
riadane] mnozine S, vrati nasledujici mensi prvok S alebo NIL, ak z je
minimum.




4.1 Elementarne datové struktary 36

Dotazy SUCCESSOR a PREDECESSOR s0 Casto rozsirované na mnoziny obsahujice nie nutne navza-
jom rozne kluce. Pre mnozinu n klicov je obvyklé predpokladat, ze dotaz MINIMUM nasledovany
n — 1 volaniami SUCCESSOR enumeruje prvky mnoziny v usporiadanom poradi.

Clas potrebny na vykonanie mnozinovej operacie je zvycajne vyjadrovany na zaklade velkosti
danej mnoziny ako jedného z parametrov.

4.1 Elementarne datové struktary
4.1.1 Zasobniky a fronty

Zésobniky a fronty st dynamické mnoziny, pri ktorych prvok odstraneny z mmnoziny operaciou
DELETE, je uz vopred urceny. Pri zdsobniku je to prvok, ktory bol vlozeny do mnoziny naposledy
(LIFO - last-in, first-out), a pri fronte je to prvok, ktory sa v mnozine nachddza najdlhgi ¢as (FIFO
— first-in, first-out).

ZAsobnik

Operacia INSERT na zasobniku sa zvycajne nazyva PUSH a bezparametrova operacia DELETE sa
nazyva Pop.

Ako mozno vidiet na obrazku 11, zdsobnik obsahujici nanajvys n prvkov sa da implementovat
pomocou pola S[1..n]. Toto pole mé atribit top[S], ktory je indexom naposledy vlozeného prvku.
Zésobnik pozostiva z prvkov S[1 .. top[S]], kde S[1] je prvok na dne a S[top[S]] je prvok na vrchole
zasobnika.

Ak top[S] = 0, zasobnik neobsahuje ziadne prvky — je prdzdny. Zéasobnik mozno testovat
na prazdnost operdciou STACK-EMPTY. Ak je na prazdnom zéisobniku vykonanda opericia Pop
hovorime, Ze zdsobnik podtiekol, ¢o je obycajne chyba. Ak top[S] prekroéi n, zdsobnik pretiekol.
(V pseudokédde sa nezaoberame pripadom pretecenia.)

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
slislel2]9] | | | slsle]2]917]3] | s[is]6]2]917[3] |
1 1 1
top[S] =4 top[S] =6 top[S] =5

() (b) ()

Obr. 11: Implementacia zdsobnika S pomocou pola. Prvky zdsobnika sa nachddzaja iba na pozicidch 1
a7 top[S]. (a) Zasobnik S mé& 4 prvky. Najvrchnejsf prvok je 9. (b) Zasobnik S po vykonani PUSH(S, 17)
a PUsH(S,3). (c¢) Zasobnik S po vyvolani PoP(S) vratil hodnotu 3, ktorad bola naposledy vlozena. Hoci
sa tato hodnota este nachidza v poli, uz nie je na zasobniku a na vrchole zasobnika je teraz 17.

Zasobnikové operacie mozno implementovat niekolkymi riadkami kédu.

STACK-EMPTY(S) PusH(S, z) Popr(9)
1 if top[S] =0 1 top[S] « top[S] + 1 1 if STACK-EMPTY(S)
2 then return TRUE 2 S[top[S]] « = 2 then error “underflow”
3 else return FALSE 3 else
4 top[S] « top[S] — 1
5 return S[top[S] + 1]

Obrazok 11 znazornuje Gcinky modifikujtcich operacii PusH a Pop. Vsetky tri zasobnikové ope-
récie trvaja ¢as O(1).

Fronta

Operaciu vkladania prvku do fronty nazyvame ENQUEUE a operaciu odstranenia prvku z fronty
nazyvame DEQUEUE. Podobne ako zasobnikova operacia Pop, aj DEQUEUE odstranuje implicitne
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12
@ L[ [ [ [ ] |1T5|6|9|8|4| |

/l\
head[@Q] =7 taillQ] = 12

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12
() Q[3[5] [ [ | [15[6[9[8][4][17]
/]\

tail[@] =3 head[@] =7

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12
(c) Q|3|5|T| [ | |15|?|9|8|4|17|

taillQ] = 3 head[Q] = 8

Obr. 12: Fronta implementovan4 pomocou pola Q[1..12]. Prvky fronty sa nachddzaji od head[@] do-
prava (cyklicky) az po tail[Q]. (a) Fronta m4 5 prvkov na poziciach Q[7..11]. (b) Stav fronty po vykonani
ENQUEUE(Q, 17), ENQUEUE(Q, 3) a ENQUEUE(Q, 5). (c) Stav fronty po vykonani operdcie DEQUEUE(Q),
ktorej vysledkom bola hodnota 15 nachidzajica sa predtym na hlave fronty. Nova hlava m4 teraz klicovi
hodnotu 6.

zadany prvok. Fronta ma hlavu a chvost. Prvok vkladany do fronty je umiestneny na jej koniec.
Prvok, ktory sa ma vybrat nasledujicou operaciou DEQUEUE, sa nachadza na zaciatku fronty.

Obrazok 12 znazornuje jeden spdsob implementacie fronty obsahujtice] nanajvys n — 1 prvkov
pouzitim pola @Q[1..n]. Fronta ma atribGt head[Q], ktory ukazuje na jej hlavu. Atribat tail[Q)]
ukazuje na poziciu, na ktort bude umiestneny dalsi vlozeny prvok. Prvky fronty st na pozicidch
head[Q], head[@] + 1, ..., tail[@] — 1, pricom predpokladdme, Ze pozicia 1 priamo nasleduje za
poziciou n. Ak head[Q)] = tail[@], fronta je prizdna. Na zaciatku mame head[Q] = tail[Q] = 1.
Ak je fronta prazdna, pokus o vyber prvku z tejto fronty sposobi jej podtecenie. Ak head[Q] =
tail[Q] + 1, fronta je plné, a pokus o vloZenie prvku spdsobi jej pretecenie.

V nasich procedGrach ENQUEUE a DEQUEUE je testovanie pripadného podtecenia alebo prete-
¢enia vynechané.

ENQUEUE(Q, «) DEQUEUE(QR)
1 QtaillQ]] « = z + Q[head[Q]]
if tail[Q] = length[Q)] if head[Q@] = length[Q]
then tail[Q] + 1 then head[Q] + 1
else tail[Q)] « taillQ] + 1 else head[Q] + head[Q]+1

return x

=W o
Tk W o

Obrazok 12 znazoriiuje ¢innost opericii ENQUEUE a DEQUEUE. Obe trvaji ¢as O(1).

4.1.2 Spajané zoznamy

Spdjany zoznam je datova struktira, v ktorej st objekty zoradené linedrne. Narozdiel od pola,
v ktorom je poradie stanovené indexami, poradie v spijanom zozname je ur¢ované ukazovatelmi
vo vsetkych objektoch. Spajané zoznamy poskytuji jednoducht a flexibilnl reprezenticiu pre
dynamické mnoziny podporujice vsetky operacie uvedené na strane 35.

Ako mozno vidief na obrazku 13, kazdy prvok zoznamu s dvojitou vazbou L je objekt
s polozkou key a dvoma daldimi polozkami (typu ukazovatel): next a prev. Objekt moze samo-
zrejme obsahovat aj satelitné ddta. Ak « je prvok zoznamu, next[z] ukazuje na jeho nasledovnika
v zozname a prev[z] ukazuje na jeho predchodcu. Ak prev[z] = NIL, prvok # nem4 predchodcu,
a preto je prvym prvkom (head) zoznamu. Ak next[x] = NIL, prvok z nemd nasledovnika, a je
teda poslednym prvkom (tail) zoznamu. Atribat head[L] ukazuje na prvy prvok zoznamu. Ak
head[L] = NIL, zoznam je prazdny.
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prev key next

|
() head[] —{7]9] =L [16] F=f [1] F=L [11/]
() head[L] —[/]25] 2L [9] F2L [16] 2 [4] F2f (1]
(€)  head[L] —[7T25] FL [9] = T16] FeL [11/]

Obr. 13: (a) Zoznam L s dvojitou vdzbou reprezentujici dynamicki mnozinu {1,4, 9, 16}. Kazdy prvok
zoznamu je objekt s polozkami pre kliice a ukazovatele (zndzornené sipkami) na nasledujiice alebo pred-
chadzajice objekty. Polozky next posledného prvku a prev hlavy obsahuji hodnotu NIL. (b) Po vykonani
L1ST-INSERT(L, z), kde key[z] = 25, zoznam obsahuje novy objekt s klticom 25 ako prvy prvok. Tento
novy objekt ukazuje na pévodnt hlavu s klticom 9. (¢) Vysledok vyvolania LIST-DELETE(L, ), kde z
ukazuje na objekt s klicom 4.

Zoznam moze nadobtdat jednu z viacerych poddb. Méze mat bud jednoducht alebo dvojitii
vazbou, moze byt utriedeny, popripade mdze byt kruhovy a pod. Pri zoznamoch s jednoduchou
vdzbou v kazdom prvku vynechdvame ukazovatel prev. Ak je zoznam utriedensy, poradie prvkov
v zozname zodpovedd usporiadaniu klticov jednotlivych prvkov. V kruhovom zozname smernik
prev hlavy ukazuje na posledny prvok a smernik next ukazuje na hlavu zoznamu. V nasledujiicom
budeme predpokladat, ze zoznamy maji dvojith vazbu a nie st usporiadané.

Vyhlad4vanie v spAjanom zozname

Procedtira L1sT-SEARCH(L, k) ndjde v zozname L prvy prvok s klacom k jednoduchym linedrnym
prehladévanim, pricom vrati ukazovatel na tento prvok. Ak sa v danom zozname taky prvok
nenachadza, procedtra vrati hodnotu NIL.

LisT-SEARCH(L, k)

1z < head[I]

2 while (# #NIL) and (key[z] # k) do
3 & + next[x]

4 return x

Je zrejmé, ze na vyhladanie prvku v zozname pozostavajlicom z n prvkov, procedra LiST-SEARCH
potrebuje v najhorsom pripade ¢as @(n).

Vkladanie do spajaného zoznamu

Procedtira LisT-INSERT umiestni dany prvok z na zaciatok zoznamu, co je zrejmé z obr. 13b.

L1sT-INSERT(L, %)

1 next[x] < head[L]

if head[L] # NIL then
previhead[L]] + x

head[L] + =

prev|[x] < NIL

Tt o W

Cas behu procediiry LIST-INSERT na zozname n prvkov je O(1).

Vymazavanie zo spajaného zoznamu

Procedtira L1ST-DELETE odstrani prvok  zo spéjaného zoznamu L. Aby mohol byt prvok zo
zoznamu odstrdneny, procediira musi nan dostat ukazovatel. Prvok bude potom zo zoznamu vynaty
jednoduchou zmenou ukazovatelov. Ak teda chceme vymazat prvok s danym klacom, musime
najprv vyvolat procediiru L1ST-SEARCH.
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LisT-DELETE(L, «)

1 if prev[z] # NIL
then next[prev(z]] + next[z]
else head[L] < next[z]

if next[x] # NIL
then prev[next[z]] + prev|z]

Ut W D

Obrazok 13c¢ znézoriiuje vymazanie prvku zo zoznamu. Procedira L1sT-DELETE bezi v case O(1),
ale ak si zeldme odstranit prvok s danym kltG¢om, treba na to v najhorSom pripade ¢as @(n)
z d&vodu nutnosti vyvolania funkcie LiST-SEARCH.

Sentinely

Kéd pre LIsT-DELETE by mohol byt jednoduchs{ ak by sme mohli ignorovat okrajové podmienky
na zaciatku a konci zoznamu.

Li1sT-DELETE' (L, #)

1 next[prev[x]] ¢ next[x]
2 prev[next[z]] « prev|[x]

Sentinel je pomocny objekt neobsahujici data, ktory ndm umoziuje zjednodusit okrajové pod-
mienky. Predpokladajme, Ze spolu so zoznamom L budeme poskytovat aj objekt nil[L], ktory sice
reprezentuje NIL, ale obsahuje vsetky polozky podobne ako ostatné prvky zoznamu. Kdekolvek
v kéde pre manipuléciu so zoznamom sa bude vyskytovat NIL, nahradime ho odkazom na sentinel
nil[L]. Ako moZno vidief na obr. 14, toto sposobi, Ze z nasho zoznamu sa stane kruhovy zoznam
so sentinelom nil[L] umiestnenym medzi hlavu a posledny prvok zoznamu; polozka next[nil[L]]
ukazuje na jeho hlavu a prev[nil[L]] ukazuje na jeho posledny prvok. Kedze next[nil[L]] ukazuje
na hlavu, mdzeme eliminovat atribat head[L]. Prazdny zoznam pozostéva iba zo sentinelu, pricom
polozky next[nil[L]] a prev[nil[L]] ukazuja na nil[L].

{ |
(b) Hﬂ[L]—>|i|/| Tk [91 =L [4] 571 |1|%|

|
() milll) —{, [/] F=L [16] L [9] FL [4] Jb |1|;|

(d)  nil[L] —]

! |
il/l Tt T16] J=E [9] Tt |4|;|

Obr. 14: Spajany zoznam L, ktory pouziva sentinel nil[L] (najviac vlavo). Atribat head[L] uz nie je
potrebny, pretoze ku hlave mézeme pristupovat pomocou next[nil[L]]. (a) Prazdny zoznam. (b) Spajany
zoznam reprezentujici mnozinu {1, 4, 9} s klicom 9 v hlave a kla¢om 1 v poslednom prvku. (c) Ten isty
zoznam po vykonani LIST-INSERT'(L,z), kde key[z] = 16. Novy objekt je teraz hlavou tohto zoznamu.
(d) Zoznam po odstraneni objektu s klacom 1. Poslednym prvkom je teraz objekt s klticom 4.

Kéd procedtry LisT-SEARCH zostava v podstate nezmeneny, ale odkazy na NIL, resp. head[L]
s nahradené nil[L], resp. next[nil[L]].
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LisT-SEARCH'(L, k)

1z « next[nil[L]]

2 while (# # nil[L]) and (key[z] £ k) do
3 & + next[x]

4 return x

Na vlozenie prvku do zoznamu mozno pouzit nasledujtcu procediru.

L1sT-INSERT'(L, %)

1 next[z] < next[nil[L]]
2 prev[next[nil[L ]]] —x
3 next[nil[L]] +

4 prev(z] + nil[L ]

Obr. 14 zn4zornuje ¢innost LisT-INSERT’ a LIST-DELETE’ na spdjanom zozname.

Sentinely zriedkakedy redukuj asymptotické ohranicenia casov behu operacii na datovych
struktarach, ale moézu znizit aspon konstantné faktory. Ak vSak nardbame s vacsim poctom
malych zoznamov, mnozstvo pamati spotrebovanej ich sentinelmi uz nemusi byt zanedbatelné.

4.1.3 Reprezentacia stromov

V tejto casti sa budeme zaoberat reprezenticiou stromov pomocou spijanych datovych struktir.
Najprv to budii binarne stromy, a potom to bude metéda pre stromy s neobmedzenym poctom
potomkov.

Kazdy uzol stromu reprezentujeme objektom, ktory podobne ako pri spajanych zoznamoch,
obsahuje kltcovi polozku. Pocet poloziek obsahujticich ukazovatele na dalsie objekty zavisi od
typu reprezentovaného stromu.

Binarne stromy

Ako mozno vidiet na obr. 15, polozky p, left a right pouzivame pre uchovanie ukazovatelov na
rodica, pravého a lavého potomka kazdého uzla bindrneho stromu 7. Ak p[z] = NIL, potom z
je koren stromu. Ak uzol x nem4 lavého potomka, potom left[x] = NIL (podobne aj pre pravého
potomka). Na koren celého stromu T ukazuje atribt root[T]. Ak root[T] = NIL, potom je strom
prazdny.

root[T]
/
VanN
/| vz

Obr. 15: Reprezenticia binarneho stromu 7. Kazdy uzol z méa polozky p[z] (hore), left[z] (vlavo dole)
a right[z] (vpravo dole). Klicové polozky nie st zndzornené.

Stromy s neohrani¢enym pocé¢tom potomkov

Schému pre reprezenticiu binarnych stromov mozno rozsirit na lubovoln triedu stromov, v ktorej
Jje pocet potomkov kazdého uzla zhora ohraniceny nejakou konstantou k: polozky left a right
jednoducho nahradime polozkami childy, child,, . .., child;. Téato schéma vak nie je vhodné pre
reprezenticiu stromov s neohranicenym poctom potomkov. Naviac, ak hodnota k je prilis velka
a vacsina uzlov ma maly pocet potomkov, vyrazne plytvame pamatou.
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Nastastie existuje spésob, ako pomocou binarnych stromov reprezentovat stromy s lubovolnym
poctom potomkov, pricom spotrebovana pamatf ma velkost O(n), kde n je pocet uzlov reprezen-
tovaného stromu. Reprezenticia left-child, right-sibling je znézornend na obr. 16. Podobne
ako predtym, aj teraz kazdy uzol obsahuje ukazovatel na rodi¢a p, a root[T] ukazuje na koren
stromu 7'. Namiesto toho, aby sme pre kazdého potomka mali jeden ukazovatel, médme iba dva
ukazovatele:

1. left-child[#] ukazuje na najlavejSiecho potomka uzla x,
2. right-sibling[z] ukazuje na stirodenca & hned vpravo od neho.

Ak uzol  nemd potomkov, potom left-child[z] = NIL a ak uzol z je najpravejsim potomkom svojho
rodic¢a, potom right-sibling[#] = NIL.

root[T]
n
e/
aiel
k] IS e R E

| | |

Obr. 16: Left-child, right-sibling reprezenticia stromu 7. Kazdy uzol x méa polozky plz] (hore),
left-child[z] (vlavo dole) a right-sibling [«] (vpravo dole).

4.2 Hasovanie

Mnoho aplikécii potrebuje pre svoju ¢innost dynamické mnoziny podporujice iba zakladné slovni-
kové operacie INSERT, SEARCH a DELETE. Efektivnymi datovymi struktdrami pre implementéciu
slovnikov st hasovacie tabulky. Hoci vyhlad4vanie prvku v hasovacej tabulke méze trvat rovnako
dlho ako v spadjanom zozname — ¢as @(n) v najhorsom pripade — v praxi si napriek tomu hasova-
nie poc¢ina velmi dobre. Za vhodnych okolnosti je o¢akévany cas vyhladdvania prvku v hasovace]
tabulke rovny O(1).

Hasovacia tabulka je zovseobecnenim klasického pola. Priama adresacia do pola ndm umoziuje
vySetrit obsah fubovolne] z jeho poloziek v ¢ase O(1). Priamu adreséciu pouzivame ak si mdzeme
dovolit alokovat pole, ktoré mé volné pozicie pre vsetky mozné kltce.

Ak je pocet uchovdvanych klicov relativne maly v porovnani s celkovym poctom moznych
kltcov, potom sa hasovacie tabulky stdvaja vhodnou alternativou priameho adresovania, nakolko
hasovacia tabulka zvycajne pouziva pole velkosti tmernej poctu uchovavanych klicov. Namiesto
priameho pouzitia kltica ako indexu do pola, tento index je z klaca vypocitavany.

4.2.1 Priama adresacia

Priama adresacia je jednoduché technika vhodn4 v pripade, Ze univerzum U kltcov '! nie je prilis

velké. Uvazujme aplikiciu, ktord potrebuje dynamick mnozinu, v ktorej kazdy prvok ma klac¢
z univerza U = {0,1,...,m — 1}, pricom m nie je prili§ velké. Naviac predpokladajme, ze Ziadne
dva prvky nemaju rovnaki hodnotu kltca.

Na reprezenticiu dynamickej mnoziny pouzijeme pole (ako tabulku s priamou adresiciou)
T[0..m— 1], v ktorom kazd4 pozicia (slot) prislicha nejakému klac¢u z univerza U. Obr. 17

znazornuje princip tejto techniky: slot £ ukazuje na prvok mnoziny, ktory ma klac¢ k. Ak mnozina
neobsahuje prvok s klicom k&, potom T'[k] = NIL.

H Mnozina vietkych moznych klucov.
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T
0
0 j , klae  satelitné data
(univerzum klacov) 2 2| |
0e
3] ]
/ 4
{5 ] ]
(aktualne Ak
klace) 5 -
/
3
(8] |
pak

Obr. 17: Implementicia dynamickej mnoZiny pomocou tabulky T' s priamou adresiciou. Kazdému klticu
z univerza U = {0,1,...,9} prislicha jedna polozka tejto tabulky. Mnozina K = {2,3,5,8} aktuilnych
klt¢ov urcuje pozicie tabulky, ktoré obsahuju ukazovatele na jednotlivé prvky. Ostatné pozicie obsahuji
ukazovatele NIL.

Implementéacia zakladnych slovnikovych operacii je skutocne trivialna.

DIRECT-ADDRESS-SEARCH (T, k)
1 return T[k]

DIRECT-ADDRESS-INSERT (7, )
1 Tlkey[x]] « «

DIRECT-ADDRESS-DELETE(T, %)
1 Tlkey[#]] < NIL

Vsetky tieto operacie st velmi rychle — vyzaduja ¢as iba O(1).

V niektorych aplikdciach je mozné ulozit prvky dynamickej mnoziny priamo do tabulky, t.j.
namiesto ukladania kltica prvku a satelitnych dét do externého objektu, ulozime dany objekt (bez
kla¢a) na prislusna poziciu tabulky. Treba vSak mat na paméti, Ze musime byt nejakym spdsobom
schopni rozlisit prazdne pozicie tabulky od neprazdnych.

4.2.2 HaSovacie tabulky

Ak je univerzum U prilis velké, pouzitie tabulky T velkosti |U| méze byt nepraktické alebo dokonca
1 nemozné. Naviac mnozina K prave ulozenych klticov moze byt relativne mald v porovnani s U,
teda vacsina pamati alokované pre T' mdze zostat nevyuzita.

Ak mnozina K klfGcov ulozenych v slovniku je zna¢ne mensia ako univerzum U vsetkych moz-
nych kltcov, hasovacia tabulka potrebuje omnoho menej pamati ako tabulka s priamou adreséciou.
Konkrétne, poziadavky na pamét mozno redukovat na @(|K|), hoci vyhladavanie prvku v hago-
vacej tabulke bude v priemernom pripade trvat ¢as iba O(1).

Pri priame]j adresacii je prvok s klticom k uloZeny na pozicii k. Pri hasovani je tento prvok
uloZeny na pozicii h(k); teda na vypocet pozicie z klaca k je pouzitd hasovacia funkcia h. Tito
funkcia zobrazuje univerzum U klG¢ov na pozicie hasovacej tabulky T[0..m — 1]:

h:U—={0,1,...,m—1}.
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Hovorime, 7e prvok s klG¢om k sa hasuje na poziciu h(k). Obrazok 18 zndzornuje zdkladna
myslienku hasovania. Ulohou hasovacej funkcie je zmensit rozsah indexov, ktoré treba oSetrit —
namiesto |U| hodnét potrebujeme teraz osetrit iba m hodndt.

T
pak
/
o [Nh(ky)
ky o [Nh(ka)
K ks /
(aktudlne o |h(ks) =h(ks)
klace) oo )z
o |N(ks)
/
/ m—1

Obr. 18: Pouzitie haSovacej funkcie h pre zobrazenie klii¢ov na pozicie hasovacej tabulky. Klace ko a ks
s zobrazené na t0 istu poziciu, teda koliduja.

Zéidrhelom tejto myslienky je, ze dva rdzne kllice sa mdzu zobrazit na ta istll poziciu, t.].
kolidovat. Nastastie vsak existuji techniky riesiace pripadné kolizie.

Hasovanie s retazenim

Pri zretazovani umiestiujeme vsetky prvky, ktoré sa zobrazia na th ist( poziciu, do spajaného
zoznamu, ako mozno vidiet na obr. 19. Slot j obsahuje ukazovatel na hlavu zoznamu ulozenych
prvkov, ktoré sa hasujt na poziciu j. Ak takéto prvky neexistuji, slot j obsahuje NIL.

T
/
A BT
/
k1 /
(aktudlne k7 0*4-| ks | OH ko | ‘4—'| k7 | / |
kface) ko )z

B
T Bl R

Obr. 19: Riesenie kolizi{ zrefazenim. Kazdy slot T[j] hasovacej tabulky obsahuje spdjany zoznam vset-

kych klacov, ktorych klice sa hasuja na poziciu j. Napriklad h(k,) = h(ks) a h(ks) = h(k2) = h(k7).
Slovnikové operéacie na hasovace] tabulke T' mozno fahko implementovat, ak st kolizie riesené
zrefazenim.

CHAINED-HASH-INSERT (7', z)
1 vloz x do ¢ela zoznamu T[h(key[x])]
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CHAINED-HASH-SEARCH(T', k)
1 vyhladaj v zozname T[h(k)] prvok s klt¢om k

CHAINED-HASH-DELETE(T, x)

1 odstran x zo zoznamu T[h(key[z])]

Najhorsi ¢as behu vkladania je O(1). Pre vyhladavanie je najhorsi ¢as behu merny dizke
zoznamu. Vymazdvanie prvku z mozno vykonat v case O(1) ak pouZijeme spdjané zoznamy
s dvojitou vazbou.

Analyza hasovania so zretazenim

Nech 7' je hasovacia tabulka o m slotoch, v ktorej je ulozenych n prvkov. Pre T definujeme
ukladaci koeficient o ako n/m, ¢o je priemerny pocet prvkov ulozenych v zozname.

V najhorsom pripade je ¢as potrebny na vyhladanie klti¢a v hasovacej tabulke rovny ©(n)
(¢o sa tyka konstantnych faktorov, je dokonca horsi ako ¢as vyhladdvania v obycajnom zozname).
Ucinnost hagovania v priemernom pripade zavisi najma od toho ako hasovacia funkcia h distribuuje
mnozinu klicov medzi m slotov. Teraz budeme predpokladat, Ze pravdepodobnost, ze ktorykolvek
prvok padne do Tubovolného z m slotov je 1/m nezdvisle od toho, kam padne hociktory iny. Tento
predpoklad nazyvame jednoduché uniformné hasovanie.

Dalej predpokladéme, 7e hodnotu h(k) moino vypocitat v case O(1), takze ¢as potrebny na
néjdenie prvku s kl¢om k zavisi od dizky zoznamu T[h(k)] linedrne. Odhliadnuc od ¢asu O(1)
potrebného na vypocet hasovacej funkcie a pristup ku slotu h(k), je pocet prvkov, ktoré treba
preskimat vyhladdvacim algoritmom nanajvys rovny poctu prvkov zoznamu T[h(k)]. Budeme
uvazovat dva pripady. V prvom pripade je vyhlad4vanie nelispesné, t.j. ziaden prvok tabulky nemé
hodnotu kltca rovnt k, a v druhom je Gispesné, t.j. prvok s danou hodnotou kltca je v tabulke
najdeny.

Veta 4.1 (O netspesnom hladani) V hasovacej tabulke, v ktorej st kolizie riesené zretazenim,
netispesné vyhladdvanie trvd v priemernom pripade éas O(1 + «) za predpokladu jednoduchého
untformného hasovania.

Doékaz. V pripade jednoduchého uniformného hasovania sa kazdy kIG¢ sa zobrazi do jedného z m
slotov s rovnakou pravdepodobnostou. Priemerny ¢as netispesného vyhladavania klica k je vlastne
priemerny cas hladania az po koniec jedného z m zoznamov. Priemernd dizka takéhoto zoznamu
je & = n/m (ukladaci koeficient) a celkovy potrebny cas, vratane ¢asu na vypocet h(k), je teda

O(1+a). O

Veta 4.2 (O tspesnom hladani) V hasovacej tabulke, v ktorej si kolizie riesené zretazenim,
dspesné vyhladdvanie trvd v priemernom pripade cas (1 + «) za predpokladu jednoduchého uni-
formného hasovania.

Dékaz. Predpokladame, ze hladany kIG¢ je hociktory z n klticov ulozenych v tabulke s rovnakou
pravdepodobnostou. Predpokladajme teraz, bez jmy na vseobecnosti, ze procedtira CHAINED-
HasH-INSERT vklada novy prvok na koniec zoznamu. Oc¢akavany pocet prvkov vysetrenych pocas
uspesného hladania je o 1 vacsi ako pocet prvkov vysetrenych v okamihu ked hladany prvok bol
do zoznamu vlozeny. Aby sme nasli ocakavany pocet preskiimanych prvkov, vezmeme hodnotu o 1
vacsiu ako je priemernd hodnota ocakavanej diéky zoznamu, do ktorého je ¢-ty prvok pridavany.
Této hodnota je (i — 1)/m, a teda ocakidvany pocet vysetrenych prvkov je
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Teda celkovy ¢as potrebny pre Gspesné vyhladavanie (vratane ¢asu pre vypocet hagovacej funkcie)

1eO2+a/2-1/2m) =01 +a). O

Ak je pocet slotov hasovacej tabulky tmerny aspon poctu prvkov v tabulke, mdme n = O(m),
a nasledne @ = n/m = O(m)/m = O(1). Teda vyhlad4vanie trvad v priemernom pripade konstan-
tny cas. Naviac vieme, ze vkladanie aj vymazavanie z hasovacej tabulky mozno realizovat v case
O(1). Z uvedeného vyplyva, ze vietky slovnikové operdcie mdzu v priemernom pripade trvat cas

0(1).

4.2.3 HaSovacie funkcie

V tejto ¢asti sa budeme zaoberat niektorymi otazkami tykajticimi sa navrhu dobrych hasovacich
funkcii, a potom prezentujeme tri schémy pre ich tvorbu: metédu delenia, metédu nasobenia
a univerzalne hasovanie.

Dobré hasovacie funkcie

Dobra hasovacia funkcia spiﬁa (priblizne) predpoklad jednoduchého uniformného hagovania: prav-
depodobnost, ze ktorykolvek prvok padne do Iubovolného z m slotov je rovnak4 pre vsetky prvky.
Formélnejsie, predpokladajme, ze kazdy klG¢ vyberdme nazévisle z U podla distribiicie pravdepo-

dobnosti P, t.j. P(k) je pravdepodobnost, ze je vybrany kla¢ k. Potom predpoklad jednoduchého
uniformného hasovania je

1
Y Pky=—=  prej=0,1,...om—1. (13)
E:h(k)=j m

Nanestastie vo vSeobecnosti nie je mozné tlito podmienku overit, nakolko P zvycajne nepoznéme.

Niekedy (zriedkavo) pozname distribGciu P. Napriklad, predpokladajme, 7e o kli¢och vieme,
ze s to ndhodné redlne Cisla k nezavisle a uniformne rozdelené na rozsahu 0 < k < 1. V tomto
pripade mozno ukdzaft, ze hasovacia funkcia

splita podmienku (13).

Klice ako prirodzené cisla

Mnoho hasovacich funkcif predpokladé, zZe univerzum klticov je mnozina prirodzenych cisel. Teda,
ak klce nie st prirodzenymi c¢islami, treba néjst spdsob, ako ich interpretovat ako prirodzené
¢isla. V nasledujiicom budeme predpokladat, ze klace sti z mnoziny prirodzenych cisel.

Metdéda delenia

V metdde delenia pre vytvaranie hasovacich funkcii zobrazujeme klG¢ k na jednu z m pozicii
urc¢enit hodnotu zvysku po deleni ¢isla k ¢islom m. Teda hasovacia funkcia mé tvar

h(k) = kmod m .

Napriklad, ak hasovacia tabulka ma velkost m = 12 a klai¢ ma hodnotu k& = 100, potom h(k) = 4.
KedZze je potrebné vykonat iba jednu opericiu delenia, hasovanie delenim je dost rychle.

Ak pouzivame tito metdédu, zvycajne sa vyhybame urcitym hodnotam m. Napriklad m by sa
nemalo rovnat celoéfselnej mocnine 2, kedze by tak h(k) nadobtidala hodnoty niekolkych bitov k
najnizsicho rddu. Mocnindm 10 by sme sa mali vyhnat ak aplikidcia nardba s ¢islami v desiatkove]j
ststave, inak by hasovacia funkcia nezavisela na vsetkych ¢isliciach k. Vhodnymi hodnotami pre
m st prvocisla nie prilis blizko celo¢iselnym mocninam 2.

Metdéda nasobenia

Metéda ndsobenia pre vytvaranie hasovacich funkcii pozostéva z dvoch krokov. Najprv vyna-
sobime klG¢ k konstantou A z rozsahu 0 < A < 1 a extrahujeme desatinnii cast kA. Potom tlto
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hodnotu vynasobime ¢islom m pricom ako vysledok vezmeme dolnt celt ¢ast. HaSovacia funkcia
ma teda tvar

h(k) = |[m(kA mod 1)] ,

kde vyraz ,kA mod 1“ oznacuje desatinnt ¢ast kA, t.j. kA — [kA].

Vyhodou metédy nésobenia je, ze hodnota m nie je kritickd. Zvycéajne ju pre nendrocnost
realizacie volime rovntt mocnine 2. Predpokladajme, ze sirka slova pocitaca je w bitov, a ze k sa
zmesti do jedného slova. Najprv hodnotu k vynasobime w-bitovym ¢éislom | A -2%|. Vysledkom je
2w-bitova hodnota r12% +ry, kde r; je slovo vyssieho rddu a rg je slovo nizsieho rddu. Pozadovana
p-bitova hodnota hasovacej funkcie pozostéva z p najvyznamnejsich bitov ry. Hoci tdto metdda
funguje pre fubovolni hodnotu konstanty A, mozno odporticat pouzitie hodnoty napr. A = (\/_—

1)/2.

w bitov

n || 7o |
“—— extrahuj p bitov
h(k)

Obr. 20: Metéda nasobenia. w-bitové ¢islo reprezentujiice klu¢ k je vynasobené w-bitovou hodnotou
[A-2"], kde 0 < A < 1 je vhodn4 konstanta. Hodnotu hasovacej funkcie h(k) tvor{ p najvyssich bitov
dolného slova sicinu.

Univerzalne hasovanie

Pri doterajsich metédach hasovania je v najhorsom pripade mozné, ze vsetkych n kltcov padne do
toho istého slotu, ¢o znamend, 7e priemerny ¢as vyhladavania prvku s danym kla¢om bude ©(n).
Voci takejto situdcii nie je odolna ziadna pevna hasovacia funkcia. Jedinym G¢innym spésobom ako
zlepsit tento stav je vyberat hasovaciu funkciu ndhodne bez ohladu na hodnoty ukladanych kltacov.
Tato metdédu nazyvame univerzdlne hasovanie. V priemere dava dobré vysledky nezavisle od
hodnét ukladanych kltcov.

Hlavnou myslienkou univerzalneho hasovania je zakazdym pocas behu programu nadhodne vy-
brat hasovaciu funkciu zo $pecidlnej triedy funkcii. Podobne ako v pripade quicksortu, znahodnenie
zaruCuje, ze neexistuje ziaden vstup, ktory by vzdy sposobil najhorsie mozné spravanie algoritmu,
a naviac je zabezpecend jeho dobra efektivnost v priemernom pripade.

Nech H je konecnd mnozina hasovacich funkcif, ktoré zobrazuji dané univerzum U klGcov
do mnoziny {0,1,...,m — 1}. Hovorime, ze H je univerzdlna, ak pre kazda dvojicu navzdjom
réznych klacov x,y € U je pocet funkcii h € H, pre ktoré h(z) = h(y), prave |H|/m 2.

Nasledujiica veta hovori, ze univerzalna trieda hasovacich funkcii ddva v priemernom pripade
dobré vysledky.

Veta 4.3 Ak funkciu h z univerzdlnej mnoZiny hasovacich funkcii pouzijeme na hasovanie n kliicov
do tabulky velkosti m, kde n < m, ocakdvany pocet kolizii s danym klicom x bude mensi ako 1.

Dékaz. Pre kazdt dvojicu y, z navzdjom réznych klGcov oznacme ¢,, nadhodnd premennt, ktora
nadobtda hodnotu 1 ak h(y) = h(z) (t.j. y a z koliduja) a hodnotu 0 inak. Kedze dvojica klacov
koliduje s pravdepodobnostou 1/m, mame

Eley.] =1/m.

12Inymi slovami, ak haSovaciu funkciu vyberieme ndhodne z H, pravdepodobnost kolizie medzi z a y, pri¢om
z # y, je presne |H|/m, Co je prave pravdepodobnost kolizie, ak by boli A(z) a h(y) nahodne vybrané z mnoZziny
{0,1,...,m—1}.
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Nech C, je celkovy pocet kolizii s prvkom = v hasovacej tabulke T velkosti m obsahujtcej n klacov.
Dostavame tak

n—1
E[C,] = Z Elcry] = —,
yeT
y#£w
z ¢oho, za predpokladu, ze n < m, mame E[C,] < 1. O

Teraz uvedieme spbésob ako navrhn@t univerzidlnu mnozinu hasovacich funkcii. Nech velkost
m tabulky je prvoéislo (podobne ako pri metéde delenia). K¢ x rozlozime na r + 1 bajtov tak,

aby ¥ = (xg,21,..., %), pricom z; < m. Nech a = (ag, a1, ...,a,) je postupnost r + 1 prvkov
vybranych ndhodne z mnoziny {0, 1, ..., m—1}. Zadefinujeme prislusnt hasovaciu funkciu h, € H:
r
he(z) = Zaixi mod m . (14)
i=0

Podla tejto definicie m4 mnozina
Ho=|J{ha} (15)

m”™ 1 prvkov.

Veta 4.4 MnoZina H definovand vztahmi (14) a (15) je univerzdlnou triedou hasovacich funkeii.

Dékaz. Uvazujme dvojicu z,y navzdjom roznych klticov. Predpokladajme, bez (ijmy na vseobec-
nosti, ze &g # yo. Pre fubovolné pevné hodnoty aj,as, ..., a, existuje prave jedna hodnota ag

takd, ze h(z) = h(y):

r

ao(ro —yo) = — ) ai(wi—y;) (modm) .

i=1
KedZze m je prvocislo, uvedend rovnost ma prave jedno riesenie pre ag modulo m. Preto kazda
dvojica kltcov z a y koliduje prdve pre m" hodnét a, nakolko z a y kolidujul prave raz pre

Tubovolné hodnoty (a1, as,...,a,) (pre jedinti hodnotu ag uvedenti vyssie). KedZe existuje m”*!
mo#nych postupnosti a, kltée z a y kolidujt s pravdepodobnostou m” /m"™1 = 1/m, ¢o znamena,
ze mnozina H je univerzalna. a

4.2.4 Otvorend adresacla

Pri otvorenej adresdcii si vsetky prvky ulozené v samotnej hasovacej tabulke, t.j. kazda polo-
zka tejto tabulky bud obsahuje prvok dynamicke] mnoziny alebo N1L. Ak hladdme dany prvok,
systematicky prechddzame pozicie tabulky pokym ho nendjdeme alebo nie je zrejmé, ze v sa ta-
bulke nenachddza. Kedze nepouzivame ziadne zoznamy ani neméme ziadne prvky ulozené mimo
tabulky, hasovacia tabulka sa moze zaplnit tak, ze uz nebude mozné do nej vkladat dalsie prvky
(ukladaci faktor « je teda vzdy mensi alebo rovny 1).

Vyhodou otvorenej adresécie je, ze sa pri nej iplne predchiddza pouzitiu ukazovatelov. Namiesto
toho wvypocitavame postupnost pozicii tabulky, ktoré sa maji preskiimat.

Pre vlozenie prvku do tabulky pomocou otvorenej adresécie, postupne vysetrujeme alebo son-
dujeme hasovaciu tabulku az pokym nendjdeme volnt poziciu, do ktorej je mozné tento prvok
ulozit. Namiesto postupného prechiddzania pozicii tabulky, ich poradie z4visi od hodnoty vklada-
ného kItic¢a. Aby sme mohli urcit, ktoré sloty treba otestovat, rozsirime doménu hasovacej funkcie
o cislo testu. Teda hasovacia funkcia ma teraz tvar

h:Ux{0,1,....m—1}—={0,1,....m—1}.

LI

Pri otvorenej adresécii pozadujeme, aby pre kazdy kla¢ k bola sondovacia postupnost

(h(k,0), h(k, 1), ... h(k,m— 1))
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permutaciou (0,1, ..., m—1), ¢o mé za lohu zabezpecit, aby bola kazd4 pozicia hasovace]j tabulky
pristupné pre lubovolny vkladany klac¢. V nasledujticom kéde predpokladdme, ze prvky hasovace]

tabulky 7" st kItce bez satelitnych informécii. Kazdy slot teda obsahuje bud kli¢ alebo hodnotu
NIL (ak je slot prazdny).

HasH-INSERT (T, k)
i+ 0
repeat
J hik,i)
if T[j] = NIL
then T[j] + k
return j
else t ¢ 1+1
until ¢ =m

© 0~ O Utk W

error “hash table overflow”

Algoritmus pre vyhlad4vanie klica k prechddza tie isté pozicie tabulky, ktoré vysetroval al-
goritmus vkladania pocas pridavania klaca k. Preto sa vyhladdvanie méze ukoncit (nelispesne),
ak sa ndjde prazdna pozicia. Procedira HASH-SEARCH vezme ako vstup hasovaciu tabulku T'
a klaé k, pricom vrati hodnotu j, ak najde poziciu j obsahujtcu klt¢ k, alebo NIL, ak sa klac¢ k
v tabulke T" nenachéadza.

HasH-SEARCH(T, k)
i 0
repeat
J hik,i)
if T[j]=k then return j
i+ 1
until (7[j] = NIL) or (i =m)
return NIL

=1 O Ut ks W N

Vymazévanie z hasovace] tabulky s otvorenou adresiciou je narocnejsie. Ked vymazdvame
kle zo slotu ¢, nemdzeme ho jednoducho oznacit ako prazdny jednoduchym ulozenim hodnoty
NIL. Sposobilo by to totiz, ze by sa mohli znepristupnit aj dalsie klace tabulky. Jednym z rieseni
je oznacenie slotu ulozenim $pecialnej hodnoty DELETED namiesto NIL. Potom je vsak treba
pozmenit kéd procediiry HASH-SEARCH tak, aby pokracovala dalej ak n4jde hodnotu DELETED,
a kéd HasH-INSERT, aby takto oznacené pozicie uvazovala ako voIné, do ktorych mozno novy klac
vlozit. Ak budeme z tabulky vymazavat prvky tymto spésobom, casy vyhlad4vania uz nebuda
zévisiet od ukladacieho faktoru a.. Z tohto dévodu sa preto Castejsie pouziva hasovanie s refazenim.

V nase] analyze uvazujeme uniformné hasovanie: predpokladdme, ze pre kazdy klac je
rovnako pravdepodobnd lubovolnd permutacia {0,1,...,m — 1} ako sondovacia postupnost. Uni-
formné hasovanie je zovseobecnenim jednoduchého uniformného hasovania definovaného vyssie.
Skutoéné uniformné hasovanie je tazké implementovat, hoci v praxi pouzivame isté priblizenia
(napr. dvojité hasovanie definované dalej).

N& vypocet sondovacich postupnosti sa pouzivaji tri techniky: linedrne sondovanie, kvad-
ratické sondovanie a dvojité hasovanie. Tieto techniky zarucujt, aby pre kazdy klac k bola
(h(k,1), h(k,2), ..., h(k,m)) permutaciou (0,1,...,m — 1), ale ziadna z nich nespliia podmienku
uniformného haSovania (ani jedna nie je schopnd vygenerovat viac ako m? navzajom réznych
sondovacich postupnosti, namiesto potrebnych m!).

Linearne sondovanie

Nech ' : U — {0,1,...,m —1} je obycajnd hasovacia funkcia. Metéda linedrneho sondovania
pouziva hasovaciu funkciu

h(k,i) = (W (k) + i) mod m
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pre ¢ = 0,1,...,m — 1. Pre dany kla¢ k je T[h/(k)] prvou sondovanou poziciou. Dalsou pozi-
ciou je T[h'(k) + 1], atd. az po T[m — 1]. Dalej pokracuje poziciami T[0],7[1], ..., az nakoniec
je to T[h'(k) — 1]. Kedze pociatocnd pozicia urcuje celi sondovaciu postupnost, celkovy pocet
sondovacich postupnosti je preto iba m.

Linearne sondovanie sa lahko implementuje, ale vznikd pri nom tzv. primdrne clustrovanie
(prvky maji sklon zhlukovaft sa okolo primalnych klacov, t.j. klacov, ktoré pri ich vlozeni nespdso-
bili koliziu). Pri pouziti tejto metédy sa vytvaraji dlhé Gseky obsadenych porzicii, ¢im sa zvysuje
priemerny cas vyhladavania. Z tohto dévodu linedrne sondovanie nie je vhodnou aproximdciou
uniformného hasovania.

Kvadratické sondovanie

Kvadratické sondovanie pouziva hasovaciu funkciu tvaru
h(k,i) = (W' (k) + c1i + c2%) mod m

kde (podobne ako pri linedrnom sondovani) h’ je pomocna hasovacia funkcia, ¢; a ¢ # 0 s
konstanty a ¢ = 0,1,...,m — 1. Pociatoéna sondovand pozicia je T[h'(k)], pricom dalsie pozicie
zavisia kvadraticky od poradia sondovania ¢. Hoci tato metdéda pracuje omnoho lepsie ako linedrna,
vznikéd miernejsia forma clustrovania, tzv. sekunddrne clustrovante. Podobne ako prilinedrnom
sondovani, pociatocnd sondovani pozicia urcuje cellt postupnost, teda celkovy pocet navzijom
roznych sondovacich postupnosti je opat iba m.

Dvojité hasovanie
Dvojité hasovanie je jednou z najlepsich metéd pre otvorentt adreséiciu pretoze vytvarané permu-
tacie sa javia velmi ndhodné. Dvojité hasovanie pouziva hasovaciu funkciu tvaru

h(k, i) = (hi(k) + tha(k)) mod m ,

kde hy a ha st pomocné haSovacie funkcie. Podciato¢na sondovand pozicia je T[hi(k)], pricom
dalsie pozicie s posunuté o hy(k) modulo m. Teda sondovacia postupnost zavisi od k& dvoma
sposobmi: od pociatocnej pozicie a od posunu. Obr. 21 zn4zornuje vkladanie prvku do tabulky
pouzitim dvojitého hasovania.

0

11 79
2

3

41 69
5| 98
6

7| T2
8

9| 14
10
11| 50
12

Obr. 21: Vkladanie pomocou dvojitého hasovania. Mame tabulku pozostdvajicu z 13 prvkov, pricom
hi(z) = k mod 13 a ho(k) =1+ (k mod 11). Nakolko 14 =1 (mod 13) a 14 = 3 (mod 11), kli¢ 14 bude
vlozeny na prazdnu poziciu 9, potom ako boli preskiimané sloty 1 a 5.

Aby bolo mozné vzdy prehladat celt tabulku, musi byt hodnota hs (k) nestdeliteln4 s velkostou
tabulky m. Ak by totiz m a hq(k) mali najvacsieho spoloéného delitela d > 1 pre nejaky klaé k,
potom by vyhladdvanie klG¢a k otestovalo iba 1/d celej hasovacej tabulky. Jednoduchym spdso-
bom, ako zabezpecit tto podmienku, je polozit m rovné nejakej mocnine 2 a zostrojit funkciu hs




4.2 Hasovanie 50

tak, aby vzdy vracala neparnu hodnotu. Dalsim spésobom je polozit m rovné nejakému prvoéislu
a navrhnat hs tak, aby vzdy vracala celo¢iselnti hodnotu mensiu ako m.

Dvojité hasovanie je vyraznym zlepsenim v porovnani s linearnym alebo kvadratickym sondo-
van{m najma v tom, Ze je pouzitych ©(m?) sondovacich postupnosti namiesto @(m). Vysledkom
je, ze dvojité hasovanie ma vlastnosti bliziace sa idedlnemu uniformnému hasovaniu.

Analyza otvorenej adresicie

NaSa analyza otvorenej adresécie sa zakladé, podobne ako analyza haSovania s refazenim, na
hodnote ukladacieho koeficientu o hasovacej tabulky, pricom pocet n ulozenych prvkov a velkost
tabulky m sa blizia nekonecnu. KedZze pri otvorenej adresacii pripad4 na jednu poziciu nanajvys
jeden prvok, je n < m, z coho vyplyva oo < 1.

Predpokladame, ze je pouzité uniformné hasovanie, t.j. ze sondovacou postupnostou (h(k,0),
h(k,1),..., h(k,m — 1)) pre lubovolny klG¢ k je s rovnakou pravdepodobnostou hociktora z moz-
nych permutécii (0,1,...,m —1).

Veta 4.5 Nech je dand hasovacia tabulka s otvorenou adresdciou, pricom jej ukladaci koeficient
je a = n/m < 1. Ocakdvany pocet pokusov netspesného vyhladdvania je nanajuys 1/(1 — &) za
predpokladu uniformného hasovania.

Dékaz. Nech p; je pravdepodobnost, ze pri netispesnom hladan{ bolo obsadenych prave 7 pozicii,
kde i =0,1,2,... . Pre ¢ > n mame zrejme p; = 0, teda ocakavany pocet pokusov je

1+ ipi.
i=0

Aby sme mohli vyhodnotif tento vyraz polozme ¢; rovné pravdepodobnosti, ze pri netspesnom
hladan{ bolo obsadenych aspon 7 pozicii. Dostavame tak

(o] (o]
D in=2
1=0 i=1
Pravdepodobnost, ze prvy pokus pristpi na obsadent poziciu je n/m, teda
n
g1 = —"-
m

Pri uniformnom hasovani druhy pokus, ak je potrebny, zasiahne jednu zo zvysnych m — 1 pozicii,
z ktorych je n — 1 obsadenych. Druhy pokus vykoname iba v pripade, ze prvy bol netispesny, teda

- (6=

Vo vseobecnosti je i-ty pokus vykonany iba ak prvych i—1 pokusov bolo netispesnych a je rovnako
pravdepodobné, ze pristapi ku ktorejkolvek zo zvysnych m — i + 1 pozicii, z ktorych je n — 1 + 1

obsadenych. Mame teda
ny\(n— 1 n—14+1
m/\m—1 m—1+1

(3) =+
< (=) =a
m

pre i =1,2,...,n, nakolko (n — j)/(m —j) <n/makn<maj>0.
Za predpokladu, ze o < 1 je priemerny pocet pokusov pri netispesnom vyhlad4vani

L+ ip = 14>
i=0 i=1

< l+at+a’+a’+--
1

l—a

qi
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Tento vztah mozno intuitivne interpretovat nasledovne: jeden pokus je uskutoéneny vzdy, druhy
pokus treba vykonat s pravdepodobnostou priblizne «, treti s pravdepodobnostou o?, atd. a

Désledok 4.1 ViezZenie prvku do hasovacej tabulky s otvorenou adresdciou a ukladacim fakto-
rom « vyzZaduje v priemernom pripade nanajvys 1/(1 — «) pokusov za predpokladu uniformného
hasovania.

Veta 4.6 Majme hasovaciu tabulku s otvorenou adresdciou a ukladacim koeficientom o < 1. Oca-
kdvany pocet pokusov pri tspesnom vyhladdvani je nanajvys

1 1 1

—1In + -,

a l—-a «

za predpokladu, Ze kaZdy kliuc je hladany s rovnakou pravdepodobnostou, pricom sa opdt uvaZuje
untformné hasovanie.

L

Doékaz. Vyhladavanie klica k sleduje 01 istlt sondovaciu postupnost ako ked bol kfa¢ k vkladany.
Podla désledku 4.1, ak & bol (i+1)-vy kla¢ vlozeny do hasovacej tabulky, o¢akavany pocet pokusov
uskutoénenych pocas hlfadania k je nanajvys 1/(1—i/m) = m/(m—i). Spriemerovanie cez vietkych
n kltcov v tabulke ndm d4va priemerny pocet pokusov pri Gspesnom vyhladivani:

n—1 n—1
n<<m—i L m — 1
i=0 1=0

(Hm - Hm—n) ’

n
1
o

kde H, = >, 1/i je n-te harmonické ¢islo. Pouzitim ohranicenialnn < H,, <Inn+1 dostdvame

1 1
—(Hm — Hp—n) < —(1 1-1 —
L ) < L(nm 41— In(m —n)
1 m 1
= —In —
a m-—-n o«
1 1 1
= —In + —
et —a «a
pre ohranicenie ocakévaného poctu pokusov v pripade tGspesného vyhladavania. a

4.3 Binarne prehladavacie stromy

Binarne prehladéavacie stromy st datové struktiry podporujice viaceré operacie na dynamickych
mnozinach vratane SEARCH, MINIMUM, MAXIMUM, PREDECESSOR, SUCCESSOR, INSERT a DE-
LETE. Mozno ich preto pouzit aj ako slovnik alebo ako prioritna frontu.

Zékladné operacie na bindrnom prehladdvacom strome trvajt ¢as tmerny vyske stromu. V pri-
pade Gplného bindrneho stromu s n uzlami tieto operécie trvaji v najhorsom pripade ¢as @(lgn).
Ak kazdy prvok v strome ma nanajvys jedného potomka (strom je linedrny), tie isté operdcie
trvaji v najhorsom pripade ¢as @(n).

4.3.1 Vlastnosti bindrnych prehladivacich stromov

Binarny prehlad4vaci strom je usporiadany, ako naznacuje jeho nazov, bindrny strom. Takyto
strom mozno reprezentovat pomocou spajanej datovej struktary, ktora v kazdom svojom uzle
obsahuje data. Okrem polozky key kazdy uzol obsahuje polozky left, right a p, ktoré ukazuja
na jeho Tavého potomka, pravého potomka, resp. jeho rodica. Ak potomok alebo rodi¢ chyba,
prislusné polozka obsahuje hodnotu NIL. Koren je jedinym uzlom, ktorého polozka ukazujica na
rodica obsahuje NIL.
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(a) (b)

Obr. 22: Binrne prehlad4vacie stromy. Pre kazdy uzol x st klace v jeho Tavom podstrome mensie alebo
rovné key[x] a klice v jeho pravom podstrome vacsie alebo rovné key[z]. Rozne binarne prehladéavacie
stromy méZu reprezentovat rovnaké mnoziny hodndt. Najhors{ ¢as behu vacsiny operéacii na prehladidvacom
strome je Gmerny jeho vyske. (a) Bindrny prehladévaci strom pozostavajici zo 6 uzlov, ktory ma vysku
2. (b) Menej efektivny binadrny prehladavaci strom vysky 4, ktory obsahuje tie isté kltice.

KTace binarneho prehladavacieho stromu st vidy ulozené takym spésobom, aby spiﬁali nasle-
dujacu vlastnost:

Nech z je uzol bin4drneho prehladivacieho stromu. Ak y je uzol v favom podstrome
z, potom key[y] < key[z]. Ak y je uzol v pravom podstrome uzla z, potom key[y] >

key[x].

Vlastnost binarnych prehladavacich stromov ndm umoznuje vypisat vsetky klace stromu v u-
triedenom poradi jednoduchym rekurzivnym algoritmom inorder tree walk. Néazov tohto algorit-
mu je odvodeny z toho, Ze hodnota kltca rodi¢a podstromu je vypisan4 medzi hodnotami v favom
podstrome a hodnotami v pravom podstrome. (Analogicky, preorder tree walk vypise hodnotu
korena pred hodnotami v oboch podstromoch a postorder tree walk ju vypise po hodnotéach
v podstromoch.) Pre vypis vietkych prvkov bindrneho prehladdvacieho stromu v utriedenom
poradi treba vyvolat nasledujicu procedtiru s parametrom root[T].

INORDER-TREE-WALK ()

1 if # # NIL then

2 INORDER- TREE- WA LK (left[z])
3 print key[z]

4 INORDER- TREE- WALK(right[x])

Napriklad pre obidva stromy na obrazku 22 procedira INORDER-TREE-WALK vypise kftce v po-
radi 2,3,5,5,7,8. Cas behu tejto procediiry pre strom obsahujici n uzlov je @(n).

4.3.2 Dotazy na binarne prehladéivacie stromy

Najbeznejsou operaciou vykonavanou na bindrnych prehlad4vacich stromoch je vyhlad4vanie
klica ulozeného v strome. Okrem operacie SEARCH tieto stromy mozu podporovat také dotazy
ako MINIMUM, MAXIMUM, SUCCESSOR a PREDECESSOR. V tejto ¢asti sa budeme zaoberat tymito
operaciami a ukdzeme, ze kazdi mozno implementovat tak, aby ¢as jej behu bol O(h) na strome
vysky h.

Vyhlad4vanie

Na vyhladdvanie uzla s danym klG¢om pouzivame nasledujiicu procedtru. Za predpokladu, ze
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Obr. 23: Dotazy na binarny prehladavaci strom. Aby sa v strome naSiel kl¢ 13, treba od korefa prejst
po ceste 15 — 6 — 7 — 13. Najmensia hodnota kltica v strome je 2. N4jst ju je mozné tak, ze od korenha
sa vzdy budeme vyberat smerom vlavo. Najvac¢sia hodnota je 20, a mozno ju najst analogicky cestou
smerom vpravo. Nasledovnik uzla s kld¢om 15 je uzol s klicom 17, kedze je to minimalny kl'G¢ v pravom
podstrome 15. Uzol s klticom 14 nem& pravy podstrom, a teda jeho nasledovnik je jeho najnizs predok,
ktorého lavy potomok je tiez predok. V tomto pripade, je jeho nasledovnikom uzol s kIi¢om 15.

méame kla¢ k a ukazovatel na koren stromu, TREE-SEARCH vrati ukazovatel na uzol s klicom k,
ak existuje, inak vrati NIL.

TREE-SEARCH(z, k)

1 if (# =NIL) or (k = key[z]) then
return z

if k < keyl[x]
then return TREE-SEARCH(left[x], k)
else return TREE-SEARCH(right[x], k)

TR W

Procedura zacina hladat v koreni a postupne prechddza strom smerom dolu, ako mozno vidiet
na obr. 23. Pre kazdy uzol z, na ktory narazi, porovnd klI'i¢ k s klG¢om key[z]. Ak sG rovnaké,
vyhladdvanie sa ukonéi. Ak je k mensie ako key[x], vyhladdvanie pokrac¢uje v favom podstrome
x, nakolko vlastnost bindrneho prehlad4vacieho stromu zarucuje, ze k nemdze byt v pravom pod-
strome . Symetricky, ak k je viicsie ako key[z], vyhladdvanie pokracuje v pravom podstrome x.
Uzly navstivené pocas rekurzie tvoria cestu od korena smerom dolu, a teda ¢as behu TREE-SEARCH
je O(h), kde h je vyska stromu.

Tato 1stQ procediiru mozno zapisat iterativne ndhradou rekurzie za cyklus while. Na vacsine
pocitacov je tato verzia efektivnejsia.

ITERATIVE- TREE-SEARCH(z, k)

1 while (# #NIL) and (k # key[z]) do
2 if k < key[z]

3 then x « left[x]
4 else x + right[]
5 return x

Minimum a maximuin

Prvok, ktorého hodnota kItca je minimum, mozno vzdy néjst sledovanim ukazovatelov na lavych
potomkov, az pokym nenarazime na NIL. Nasledujlica procediira vracia ukazovatel na najmensi
prvok v podstrome s koreniom v uzle z.
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TREE-MINIMUM(%)

1 while left[#] # NIL do
2 z + left[x]
3 return x

Vlastnost bindrnych prehlad4vacich stromov zarucuje, ze TREE-MINIMUM jJe korektnd. Ak
uzol & nem4 lavy podstrom, potom minimum podstromu s korenom z je key[z]. Ak naopak  m4
lavy podstrom, potom kedze ziaden prvok napravo od neho nie je mensi ako key[«] a kazdy prvok
nalavo nie je vacsi ako key[z], potom najmens{ kIi¢ mozno néjst v podstrome s korefiom v uzle
left[#]. Pseudokdd pre TREE-MAXIMUM je analogicky. Obe tieto procediry bezia na strome vysky
h v case O(h).

Nasledovnik a predchodca

Pre dany uzol binidrneho prehlad4vacieho stromu je niekedy potrebné ndajst jeho nasledovnika
v utriedenom poradi. Strukttra binirneho prehladévacieho stromu ndm umoziiuje néjst nasledov-
nika uzla bez akéhokolvek porovnavania klticov. Nasledujlica procedtra vracia nasledovnika uzla
x strome, ak existuje, alebo NIL, ak £ m4 najvacsiu hodnotu kltica v strome.

TREE-SUCCESSOR()

1 if right[z] # NIL then

2 return TREE-MINIMUM(right[z])
3y« ple]

4 while (y # NIL) and (x = right[y]) do
5 Ty

6

7

y < ply]
return y

Kéd procediiry TREE-SUCCESSOR je rozdeleny na dva pripady. Ak pravy podstrom uzla z
je neprazdny, potom nasledovnik z je najlavejsi uzol v pravom podstrome, ktory mozno ndjst
vyvolanim TREE-MINIMUM (right[z]). Ak, na druhej strane, je pravy podstrom x prazdny a # ma
nasledovnika y, potom je y najnizsi predok z, ktorého lavy syn je tiez predok x. Aby sme nasli y,
jednoducho ideme smerom hore od x az pokym nenarazime na uzol, ktory je lavym synom svojho
otca.

Clas behu TREE-SUCCESSOR na strome vysky A je O(h), nakolko bud prechadzame strom sme-
rom iba nahor alebo iba nadol. Procedfira TREE-PREDECESSOR, ktora je symetrickd ku procedtre
TREE-SUCCESSOR tiez bezi v ¢ase O(h).

Veta 4.7 Operdcie SEARCH, MINIMUM, MAXIMUM, SUCCESSOR a PREDECESSOR mozno imple-
mentovat tak, aby éas ich behu na bindrnom prehladdvacom strome vysky h bol O(h).

4.3.3 Vkladanie a vymazavanie

Operacie vkladania a vymazavania sposobujl, ze dynamickd mnozina reprezentovana binarnym
bl

prehladévacim stromom sa meni. Datova struktira musi byt vsak modifikovana takym spdsobom,

aby sa zachovala vlastnost bindrneho prehladdvacieho stromu.

Vkladanie

Pre vlozenie novej hodnoty v do bindrneho prehladdvacieho stromu 7" pouzijeme procediiru TREE-
INSERT. Procedtre je predany uzol z, pre ktory key[z] = v, left[z] = NIL a right[z] = NIL. Této
procediira potom modifikuje 7" a niektoré polozky z takym spoésobom, aby z mohol byt vlozeny
na prislusnt poziciu v strome.
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Obr. 24: Vkladanie prvku s kIi¢om 13 do bindrneho prehladdvacieho stromu. Uzly oznac¢ené dvojitymi
kruznicami oznacuju cestu od korena smerom dole ku pozicii, kam je polozka vkladana. Pri vkladani bolo
vytvorené spojenie medzi uzlami 15 a 13.

TREE-INSERT(T, #) TREE-DELETE(T, 2)

1 y < NIL 1 if (left[z] = NIL) or (right[z] = NIL)
2 + root[T] 2 then y < z

3 while # # NIL do 3 else y < TREE-SUCCESSOR(%)
4 Yy 4 if left[y] # NIL

5 if key[z] < key[x] 5 then z + left[y]

6 then x « left[x] 6 else z + right[y]

7 else x + right[] 7 if x #NIL

8 plel <y 8  then pla] < p[y]

9 if y = NIL 9 if ply] = NIL

10 then root[T] « = 10 then root[T] « &

11 else if key[z] < key[y] 11 else if y = left[p[y]]

12 then left[y] «+ = 12 then left[ply]] « =

13 else right[y] « = 13 else right[p[y]] + =

14 if y # z then

15 key[z] « key[y]

16 > Ak méa y iné poloiky,

17 > treba ich tiez skopirovat.
18 return y

Obrézok 24 znizornuje ¢innost procediry TREE-INSERT. Podobne ako procedira TREE-
SEARCH, TREE-INSERT zacina v koreni a sleduje cestu smerom nadol. Ukazovatel x postupne
prechadza tato cestu, pricom y je stile nastaveny na jeho otca. Po inicializicii, cyklus while na
riadkoch 3—-7 bude pohybovat ukazovatelmi z a y smerom nadol az pokym = nebude mat hodnotu
NIL, pricom pokracovanie v favom alebo pravom synovi bude zavisiet od vysledku porovnania
klacov key[z] a key[z]. Na riadkoch 8-13 je prvok z vlozeny do stromu jednoduchym nastavenim
ukazovatelov.

Rovnako ako ostatné jednoduché operacie na prehladdvacich stromoch, aj procedira TREE-
INSERT bezi v case O(h), kde h je vyska daného stromu.

Vymazavanie

Procedura pre vymazdvanie daného uzla z z binarneho prehlad4vacieho stromu mé ako parameter
ukazovatel na z. Tato procediira uvazuje tri pripady, ako mozno vidiet na obr. 25. Ak z nemé
potomkov, modifikujeme jeho otca p[z] ndhradou ukazovatela na z hodnotou NIL. Ak mé vyma-
zavany uzol iba jedného potomka, odstranime ho vytvorenim spojenia medzi jeho rodicom a jeho
synom. Nakoniec, ak ma uzol dvoch potomkov, odstranime nasledovnika y uzla z, ktory urcite
nem4 lavého syna, a nahradime obsah 2 obsahom uzla y.

Kéd procedtiry TREE-DELETE (uvedend uz vyssie) organizuje tieto tri pripady trochu odlisnym
sposobom. Nariadkoch 1-3, algoritmus uréi uzol y, ktory treba zo stromu odstranif. Tymto uzlom
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Obr. 25: Vymazavanie uzla z z bindrneho prehladavacieho stromu. V kazdom z pripadov je vymazivany
uzol oznaeny dvojitou kruznicou. (a) Ak z nema potomkov, jednoducho ho vymazeme. (b) Ak z ma
jediného potomka, odstranime ho tak, ze jeho syn bude teraz synom jeho otca. (c¢) Ak ma z dvoch
potomkov, zo stromu odstranime jeho nasledovnika y, ktory mé& nanajvys jedného potomka, a potom
obsah z nahradime pévodnym obsahom uzla y.

je bud vstupny uzol z (ak z ma nanajvys jedného potomka) alebo nasledovnik z (ak z m4 dvoch
potomkov). Potom, na riadkoch 4-6, je # nastaveny na potomka uzla y alebo na NIL, ak y nema
potomkov. Uzol y je na riadkoch 7-13 odstrdneny zo stromu zmenou ukazovatelov ply] a «. Je
to vsak trochu komplikované, v pripade okrajovych podmienok, ktoré nastévaji ked = = NIL
alebo ked y je koren. Nakoniec, na riadkoch 14-17, ak bol odstraneny nasledovnik uzla z, je jeho
obsahom prepisany pévodny obsah z. Uzol y je vrateny na riadku 18, teda volajtica procedara
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ho méze opat pouzit (napr. zaradit do zoznamu volnych prvkov). Procediira TREE-DELETE bezi
v ¢ase O(h) na strome vysky A.

Veta 4.8 Operdcie INSERT a DELETE na dynamickej mnozine mozZno implementovat’ pomocou
bindrneho prehladdvacieho stromu vysky h tak, Ze ich cas behu je O(h).

4.4 Cerveno-c¢ierne stromy

Uz sme ukdzali, ze pomocou bindrneho prehfadavacieho stromu vysky h je mozné implementovat
zékladné opericie na dynamickych mnozinach s ¢asom behu O(k). Teda, mnozinové operacie s
rychle ak vyska prehladdvacieho stromu je mala, ale ak je tdto vyska velka (relativne ku poctu
prvkov stromu), ich G¢innost nemusi byt vébec vicsia ako pri pouziti obycajného spijaného zo-
znamu. Vyhodou ¢erveno-éiernych stromov je ich vyvazenost, ktord zarucuje, aby boli ¢asy behu
tychto operacii nanajvys rovné O(lgn) v najhorsom pripade, kde n je pocet uzlov cerveno-éierneho
stromu.

4.4.1 Vlastnosti ¢erveno-¢iernych stromov

Cerveno-é&ierny strom (dalej RB-strom) je bindrny prehladavaci strom, v ktorom kazdy uzol
je rozsireny naviac o jeden bit informdcie reprezentujici farbu tohto uzla, ktord méze byt bud
Cervend (RED) alebo ¢ierna (BLACK). Zavedenim uréitych pravidiel, podla ktorych mozno uzly
na lubovolnej z clest od korena k listom ofarbit iba urcitym spdsobom, je mozné zaistit, aby
ziadna takdto cesta nebola viac ako dvakrat tak dlhéa ako ktordkolvek in4, t.j. aby bol strom aspon
priblizne vyvdZeny.

Kazdy uzol teraz obsahuje polozky color, key, left, right a p. Ak potomok alebo rodi¢ uzla
neexistuje, prislusnd polozka obsahuje hodnotu NIL. Tieto hodnoty NIL budeme chapat ako uka-
zovatele na listy bindrneho prehlad4vacieho stromu, ktoré vsak neobsahujt ziadne tidaje.

Binarny prehlad4vaci strom je ¢erveno-cierny, ak spiﬁa nasledujtice podmienky:

Kazdy uzol je bud cerveny alebo cierny.
Kazdy list (NIL) je Cierny.
Ak je uzol cerveny, obaja jeho synovia st ¢ierni.

e Q0 N

Vsetky jednoduché cesty vedtce od daného uzla k listu obsahuj rovnaky pocet ciernych
uzlov.

Priklad RB-stromu je uvedeny na obr. 26.

Pocet ciernych uzlov na [ubovolnej z ciest od uzla # k listu (uzol # nezardtavame) nazyvame
iernou vyskou uzla. Oznacujeme ju bh(x). Ciernu vysku RB-stromu definujeme ako iernu
vysku jeho korena.

Lema 4.1 Cerveno-cierny strom s n vnitorngmi uzlami md vysku nanajoys 2lg(n +1).

Dékaz. Najprv ukézeme, ze podstrom s korefiom v lubovolnom uzle z obsahuje najmenej 2P2(#) — 1
vnatornych uzlov. Toto pomocné tvrdenie dokdzeme indukciou na vysku z. Ak je tato vyska 0,
potom & musi byt list (NIL). Strom pozostivajici z jediného listu samozrejme obsahuje aspon
obh(z) _ 1 = 20 — 1 = 0 vnatorngch uzlov. Uvazujme teraz uzol z, ktory mé kladna vysku,
a je vnltornym uzlom s dvoma potomkami. Obaja synovia maji ¢iernu vysku bud bh(z) alebo
bh(z) — 1, v zavislosti od ich farby. Ak je Cervend, ¢ierna vyska syna je bh(z), ak je ¢ierna, ¢ierna
vyska syna je bh(z) — 1. Nakolko vyska syna uzla # je mensia ako vyska x samotného, mdzeme
aplikovaf induktivnu hypotézu, aby sme mohli tvrdif, ze obaja synovia maji aspon 2Ph@) =1 _ 1
vnttornych uzlov. Teda podstrom s korefiom v uzle z obsahuje aspon 2PR(#)=1 — 1)+ (2bh(x)_1 —
N+1= 2bh(z) _ 1 vnatornych uzlov, ¢im sme dokézali pomocné tvrdenie.

Nech h je teraz vyska stromu. Z vlastnosti 3 vyplyva, ze aspon polovica uzlov na fubovolne]
jednoduchej ceste od korena k listu musi byt ¢ierna (samozrejme s vynimkou korena). Preto je
Glerna vyska aspoil h/2, teda n > 272 — 1 ¢o dalej dava h < 2lg(n+ 1). d
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Obr. 26: éerveno—éierny strom, ktorého cierne uzly st oznacené obycajnymi kruznicami a ¢ervené uzly st
oznacené dvojitymi kruznicami. Kazdy uzol ¢erveno-¢ierneho stromu je bud éerveny alebo ¢ierny, kazdy
list NIL je Clerny, synovia cerveného uzla si cClerni a vsetky jednoduché cesty od daného uzla ku listu
obsahuji rovnaky pocet ciernych uzlov. Kazdy vnitorny uzol je oznaCeny svojou Ciernou vyskou. Listy
maju ciernu vysku 0.

Priamym dosledkom tejto lemy je, ze operacie SEARCH, MINIMUM, MAXIMUM, SUCCESSOR
a PREDECESSOR mozno implementovat pomocou RB-stromov tak, ze ¢as ich behu je O(lgn), kde
n je pocet uzlov stromu, ¢o vyplyva z toho, ze RB-strom pozostavajtci z n uzlov je prehfadévaci
strom vysky O(lg n). Hoci algoritmy TREE-INSERT a TREE-DELETE bezia v ¢ase O(lgn) pre dany
RB-strom, nezarucujt, ze modifikovany bindrny prehladavaci strom bude opat éerveno-cierny.

4.4.2 Rotacia

Operécie TREE-INSERT a TREE-DELETE bezia na RB-strome o n uzloch v ¢ase O(lgn). Kedze
ale strom modifikuji, vysledok nemus{ splitaf vlastnosti RB-stromu. Aby sme tieto vlastnosti
obnovili, musime zmenit farby niektorych uzlov a taktiez upravit struktaru ukazovatelov.

RI1GHT-ROTATE(T, y)

LEFT-ROTATE(T, 2)

Obr. 27: Rotujlce operacie na binarnom prehladdvacom strome. Operacia RIGHT-ROTATE(T, z) trans-
formuje konfiguraciu dvoch uzlov nalavo do konfiguricie napravo zmenou konstantného poctu ukazo-
vatelov. Konfigurdciu napravo mozno transformovat do konfiguracie nalavo inverznou operaciou LEFT-
ROTATE(T, y). Oba uzly sa mézu nachadzat kdekolvek v strome. Symboly «, 8 a v reprezentuji fubovolné
podstromy. Rotujiice operacie zachovavaju inorder usporiadanie klacov.

Struktiru ukazovatelov menime pomocou operacie rotdecia, ktord je logickou operdciou na
bindrnom prehlad4vacom strome zachovéavajiicou inorder usporiadanie kfacov. Obr. 27 znazornuje
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dva druhy roticie: roticiu vlavo a rotdciu vpravo. Ak na uzle z vykondvame rotaciu vlavo,
predpokladame, ze jeho pravy syn nie je NIL. Tato operacia ,otaca“ strom okolo spojenia medzi
r a y. Uzol y sa stdva novym korefiom podstromu a uzol x sa stdva jeho favym synom, pricom
povodny Tavy syn y je teraz pravym synom z.

LEFT-ROTATE(T, z)
y  right[z] > Nastav y.
right[z] < left[y]  © Lavy podstrom y je teraz pravym podstromom z.
if left[y] # NIL then

plleffy] +
ply] + plx] > Otcom z bude teraz otec y.
if pl[e] = NIL

then root[T] <y

else if x = left[p[z]]

then left[p[z]] <y

10 else right[p[z]] < y
11 leftly] « « > Uzol x je teraz lavym synom y.
12 ple] <y

© 00~ O Utk W~

Kéd pre RIGHT-ROTATE je podobny. Obe procediry LEFT-ROTATE a RIGHT-ROTATE bezia
v ¢ase O(1). Pocas rotacie sa menia iba ukazovatele, vietky ostatné polozky uzlov zostdvaja
nezmenené.

4.4.3 Vkladanie

Vlozenie uzla do n-uzlového RB-stromu mozno uskutocnit v ¢ase O(lgn). Na vlozenie uzla # do
stromu 7" pouzijeme procediiru TREE-INSERT, akoby to bol obycajny bindrny prehlad4vaci strom
a nasledne = oznacime cervenou farbou. Aby sme zarucili zachovanie vlastnosti RB-stromu, uzly
prefarbime a na strome vykoname rotacie. Vacsina kédu RB-INSERT osetruje rozne pripady, ktoré
nastévaja pr apraviach modifikovaného stromu.

RB-INSERT(T, z)

1 TREE-INSERT(T, x)

2 color[z] < RED

3 while (x # root[T]) and (color[p[#]] = RED) do

4 it ple] = lefilplple]]

5 then y « right[p[p[]]]

6 if color[y] = RED

7 then color[p[z]] ¢ BLACK > pripad 1
8 color[y] + BLACK > pripad 1
9 color[p[p[#]]] < RED > pripad 1
10 z « p[p[x]] > pripad 1
11 else if « = right[p[«]] then

12 z + pla] > pripad 2
13 LEFT-ROTATE(T, #) > pripad 2
14 color[p[x]] + BLACK > pripad 3
15 color[p[p[#]]] < RED > pripad 3
16 RIGHT-ROTATE (T, p[p[z]]) > pripad 3
17 else > rovnako ako vetva then ibaze

18 > treba vymenit right s left
19 color[root[T]] + BLACK

Ko6d procediry RB-INSERT nie je az taky zlozity ako sa mdze na prvy pohlad zdat. Analyzu
tohto kédu rozdelime na tri hlavné kroky. Najprv urc¢ime, ktoré vlastnosti RB-stromu mozno
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narusit na riadkoch 4.4.3-2 ked je do stromu vkladany a zafarbovany na cerveno prvok z. Dalej sa
budeme zaoberat Glohou cyklu while na riadkoch 3—-18, a nakoniec rozoberieme vsetky tri pripady,
ktoré pocas vykondvania tohto cyklu mézu nastat. Obr. 28 zndzornuje ¢innost RB-INSERT.

Obr. 28: Cinnost RB-INSERT. (a) Strom po vlozenf uzla x. Kedze z aj jeho otec p[z] sii Cerveni, nastiva
porusenie vlastnosti 3. Nakolko stryko y uzla z je ¢erveny, mozno aplikovat pripad ¢. 1. V (b) st uz uzly
prefarbené a ukazovatel & je posunuty smerom nahor. Opat st x aj jeho otec Cerveni, ale stryko y je teraz
cierny. Kedze x je pravym synom p[z], mozno aplikovat pripad ¢. 2. V (c¢) je zndzorneny strom uz po
vykonani roticie. Teraz je x Tavym synom svojho otca a moZno aplikovat pripad ¢. 3. Rotaciou vpravo
dostavame strom (d), ktory uz je konecne éerveno-éierny.

Ktoré z vlastnosti RB-stromov mézu byt narusené po vykonani riadkov 4.4.3-27 Vlastnost
1 urcite zostéva platit 1 nadalej. Podobne plati aj vlastnost 2, kedze vlozeny cCerveny uzol mé
ako synov hodnoty NIL, ktoré st ¢ierne. Vlastnost 4, ktord hovori, ze pocet ¢iernych uzlov je
rovnaky na kazdej jednoduchej ceste od daného uzla k listom, je taktiez splnené, lebo ¢erveny uzol
x s Clernymi potomkami nahradza ¢ierny NIL. Teda jedinou vlastnostou, ktort mozno porusit, je
vlastnost 3 (¢erveny uzol nemdze mat Cervenych synov). Tato vlastnost je porusend prave vtedy,
ak otec uzla x je Cerveny (vid obr. 28a).

Ulohou cyklu while na riadkoch 3—18 je presuniit porusenie vlastnosti 3 v strome smerom nahor
za stcasného zachovania vlastnosti 4. Na zaciatku kazdej iteracie cyklu ukazuje x na cerveny
uzol s Cervenym otcom, ¢o je jedinym porusenim vlastnosti RB-stromu. Tato situdciu mozno
riesit dvoma spdsobmi bud posuntit ukazovatel £ smerom nahor alebo vykonanim nejakych rotécif
a ukoncenim cyklu.

V skutoénosti je 6 pripadov, ktoré treba v cykle while uvazovaf, ale tri z nich s symetrické
ku zvySnym trom, v zavislosti od toho, ¢i je otec p[z] uzla  favym alebo pravym synom svojho
otca p[p[x]]. Uviedli sme kéd iba pre ten pripad, v ktorom je p[x] lavym synom. Dalej sme
zaviedli dolezity predpoklad, ze koren stromu je Cierny (vid riadok 19), ¢o ndm teraz umoziuje
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predpokladat, ze uzol p[z] nie je koren, a teda, ze p[p[z]] vidy existuje.

Pripad 1 mozno odlisit od pripadov 2 a 3 podla farby stryka uzla . Na riadku 5 je y nastaveny
na stryka right[p[p[z]] uzla , pricom test jeho farby je uskutoc¢neny na riadku 6. Ak je y cerveny,
potom je vykonany pripad 1. Inak je riadenie predané pripadom 2 a 3. KedZe je p[x] ¢erveny, vo
vetkych troch pripadoch je p[p[z]] ¢ierny, a teda vlastnost 3 je porusovand iba medzi uzlami
a pla].

Situdcia v pripade 1 (riadky 7-10) je zndzornenéd na obr. 29. Obsluha prvého pripadu je
vykonand ak obidva uzly p[z] a y s cervené. KedZze p[p[«]] je ¢ierny, mdzeme ofarbif obidva tieto
uzly na cierno, ¢im odstranime problém, ze « a p[z] s oba ziroven Cervené, a uzol p[p[z]] na
Cerveno, aby sme zachovali vlastnost 4. Jediny problém, ktory moze nastat, je, Ze p[p[#]] mdze
mat Cerveného otca. Vtedy musime opakovaf cyklus while s p[p[z]] ako novym uzlom .

Obr. 29: Pripad 1 proceddry RB-INSERT. Vlastnost 3 je porusend lebo = a jeho otec p[z] st obidvaja
cervenf. Ci uz je © (a) pravy syn alebo (b) lavy syn, je vykonana rovnaka akcia. Kazdy z podstromov «,
B, v, 0 a e ma clerny koren a rovnaku ciernu vysku. Koéd pre pripad 1 prefarbuje niektoré uzly, pricom
zachovava vlastnost 4. Cyklus while pokracuje so starym otcom p[p[z]] uzla z ako s novym z. Porusenie
vlastnosti 3 moze teraz nastat iba medzi novym uzlom x, ktory je Cerveny, a jeho otcom, ktory je tiez
Cerveny.

V pripadoch 2 a 3 je stryko y uzla x cierny. Tieto pripady st rozlisené podla toho, ¢i je x
favym alebo pravym synom p[z]. Riadky 12—-13 oSetrujt pripad 2, ako je mozné vidief na obr. 30,
kde je uvedeny aj priklad osetrenia pripadu 3. V pripade 2 je uzol x favym synom svojho otca.
Okamzite je pouzita rotécia vlavo, aby sme dostali pripad 3 (riadky 14-16), v ktorom je uzol x
favym synom. Pretoze s oba uzly 2 a p[a] ervené, rotécia neovplyvni ani ¢ierne vysky uzlov ani
vlastnost 4. Ci nastane pripad 3 priamo alebo rotaciou, cez pripad 2, je stryko y uzla x cerny,
lebo inak by sme osetrili pripad 1. Niektoré uzly prefarbime a vykoname rotaciu vpravo, a potom,
kedZe uz nemdme dva susedné cervené uzly, ¢innost je ukoncend. KedZze uzol p[z] je teraz Cierny,
telo cyklu while uZ nie je treba znova vykonévat.

Aky je ¢as behu procediry RB-INSERT? Pretoze vyska RB-stromu o n uzloch je O(lgn),
vyvolanie TREE-INSERT trvd ¢as O(lgn). Telo cyklu while sa opakuje iba v pripade 1, pricom
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Obr. 30: Pripady 2 a 3 procediiry RB-INSERT. Podobne ako v pripade 1, je vlastnost 3 poruseni v oboch
pripadoch 2 a 3 pretoze z a jeho otec p[z] st obidvaja cerveni. Kazdy z podstromov «, 3, v a § ma cierny
koren a rovnaku ¢iernu vysku. Pripad 2 je prevedeny na pripad 3 rotaciou vlavo, ktora zachovava vlastnost
4. Riesenie pripadu 3 sposobi prefarbenie niektorych uzlov a rotaciu stromu vpravo. Cyklus while potom
skonci, lebo je splnena podmienka 3.

sa ukazovatel x pohybuje v strome smerom nahor. Celkovy pocet vykonani cyklu while je teda
nanajvys O(lgn). Teda vykondvanie RB-INSERT trva celkovo ¢as O(lgn). Zaujimavé je, ze sa
nikdy nevykonaji viac ako dve rotécie (cyklus je ukonéeny hned po osetreni pripadu 2 alebo 3).

4.4.4 Vymazavanie

Podobne ako ostatné zikladné operacie na n-uzlovom RB-strome, aj vymazavanie uzla trva cas
O(lgn).

Pre zjednodusenie hrani¢nych podmienok v kéde pre strom 7', na reprezenticiu NIL-ov pou-
zijeme sentinel nil[T], ktory je objektom s rovnakymi polozkami ako obycajny uzol stromu, ale
s tym rozdielom, Ze jeho farba je stale ¢ierna. Namiesto kazdého NIL-u by sme mohli pridat jeden
sentinel, ale prilis by sme tak plytvali pamatou. Namiesto toho pouzijeme jeden sentinel nil[T] na

reprezenticiu vsetkych NIL-ov. Preto, ak manipulujeme so synom uzla z, musime najprv nastavit
p[nil[T]] na «.

RB-DELETE(T, )
1 if (left[z] = nil[T]) or (right[z] = nil[T])

2 then y < 2

3 else y + TREE-SUCCESSOR(%)

4 if left[y] # nil[T]

5 then z + left[y]

6 else x + right[y]

7 plr] < ply]

8 if ply] = nil[T)

9 then root[T] « x

10 else if y = left[p[y]]

11 then left[p[y]] « =

12 else right[p[y]] + =

13 if y # z then

14 key[z] + key[y]

15 > Ak mé y dalsie polozky, treba ich tiez skopirovat.
16 if color[y] = BLACK then

17 RB-DELETE-F1xUP(7, 2)

18 return y
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Procedtira RB-DELETE je mierne modifikovanou procedirou TREE-DELETE. Po odstraneni uzla
zavold pomocni procediiru RB-DELETE-FIXUP, ktora prefarbi niektoré uzly a vykona rotécie, aby
obnovila vlastnosti RB-stromu. Medzi procediirami TREE-DELETE a RB-DELETE st tri rozdiely.

1. Vsetky vyskyty NIL v TREE-DELETE boli v RB-DELETE nahradené odkazmi na sentinel
nil[T].

2. Test na riadku 7 TREE-DELETE, ¢i m4 2 hodnotu NIL, bol odstrdneny a priradenie p[z] +
ply] je tak vykondvané vidy (riadok 7 RB-DELETE). Teda, ak z je nil[T], jeho ukazovatel
na rodica ukazuje na rodica odstraneného uzla y.

3. Ak ma y ¢iernu farbu, je na riadkoch 16-17 vyvolana procedira RB-DELETE-FIXUP. Ak je
) ) d y P J
y Cerveny, cerveno-Cierne vlastnosti nie st jeho ostranenim narusené.

Uzol x predany ako parameter procedire RB-DELETE-FIXUP je bud jedinym synom y este pred
vymazanim uzla y, alebo je to sentinel nil[T], ak y nemal potomkov. V druhom pripade priradenie
na riadku 7 zarucuje, ze otec uzla z je teraz uzlom, ktory bol predtym otcom y, ¢i uz x je vnatorny
uzol alebo sentinel nil[T].

Teraz sa moézeme zaoberat tym, ako procediira RB-DELETE-FIXUP obnovuje ¢erveno-cierne
vlastnosti prehladdvacieho stromu.

RB-DELETE-FIXUP(T, 2)

1 while (x # root[T]) and (color[x] = BLACK) do

2 if x = left[p[z]]

3 then w « right[p[z]]

4 if color[w] = RED then

5 color[w] < BLACK > pripad 1
6 color[p[z]] < RED > pripad 1
7 LEFT-ROTATE(T, p[*]) > pripad 1
8 w  right[p[z]] > pripad 1
9 if (color[left[w]] = BLACK) and (color[right[w]] = BLACK)
10 then color[w] ¢~ RED > pripad 2
11 z + ple] > pripad 2
12 else if color[right[w]] = BLACK then

13 color([left[w]] + BLACK > pripad 3
14 color[w] < RED > pripad 3
15 RIGHT-ROTATE(T, w) > pripad 3
16 w  right[p[z]] > pripad 3
17 color[w] + color[p[x]] > pripad 4
18 color[p[x]] + BLACK > pripad 4
19 color[right[w]] ¢ BLACK > pripad 4
20 LEFT-ROTATE(T, p[%]) > pripad 4
21 z + root[T] > pripad 4
22 else b rovnako ako vetva then, ibaze

23 > treba navzdjom zamenit right a left.

24 color[x] + BLACK

Ak uzol y odstraneny procediirou RB-DELETE bol ¢ierny, jeho odstranenie spbsobilo, ze ka-
7zd4 cesta, ktord ho predtym obsahovala ma teraz o jeden cierny uzol menej. To znamena, ze
vlastnost 4 je teraz porusovani kazdym predkom y. Tento problém modzeme odstranit tym, ze
budeme predpokladat, Ze uzol  mé o jednu diernu farbu ,viac“. Teda, ked odstrafiujeme uzol
y, jeho Ciernost presivame na jeho syna. Jedinym problémom mdze byt, ze syn mdze byt takto
dvojnésobne ¢ierny, ¢im sa porusi vlastnost 1.
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Procediira RB-DELETE-FIXUP sa snazi obnovit vlastnost 1. Ulohou cyklu while na riadkoch
1-23 je presavaf extra ¢iernu farbu v strome smerom nahor, a7z pokym nenastane jedna z nasle-
dujtcich podmienok:

1. x ukazuje na Cerveny uzol, ktory mdzeme prefarbif na Cierno,
2. x ukazuje na koren stromu, kde ¢ierna farba mdze byt pohltena,

3. mozno vykonat vhodné rotécie alebo prefarbenia uzlov.

Vnttri cyklu while z ukazuje vzdy na cierny uzol, ktory ma o jednu éiernu farbu viac (tento
uzol nie je nikdy korenom). Na riadku 2 urcujeme, ¢ je lavym alebo pravym synom svojho otca
plz]. Ukazovatel na stirodenca uzla  udrziavame v premennej w. KedZe uzol z je dvojnéasobne
Cierny, je zrejmé, Ze w nemoze byt nil[T].

Styri pripady, ktoré kéd ofetruje, st znézornené na obr. 31. Pred tym ako sa nimi budeme
hlbsie zaoberat ukdzme, Ze transformécia v kazdom z pripadov zachovéva vlastnost 4. Hlavnou
myslienkou je, ze vo vSetkych pripadoch je pocet ciernych uzlov od korefia (vratane neho) znézor-
neného podstromu ku kazdému z podstromov «, 3, ..., transforméciou zachovavany. Napriklad
na obr. 31a je pocet ¢iernych uzlov od korena ku podstromom « alebo § rovny 3 ako pred, tak
1 po vykonani transformécie. Podobne, pocet ¢iernych uzlov od korena ku ktorémukolvek zo stro-
mov v, §, € a { je 2 pred aj po vykonani transformacie. Na obr. 31b musime zaratat aj farbu ¢,
ktorad moze byt bud Cervend alebo ¢ierna. Ak zadefinujeme black(RED) = 0 a black(BLack) = 1,
potom pocet ¢iernych uzlov od korefia ku o bude 2+ black(c) pred aj po vykonani transformacie.
Podobne mozno overit aj dalsie pripady.

Pripad 1 (riadky 5—8 a obr. 31a) nastiva ked uzol w, t.j. sirodenec z, je cerveny. Kedze w
mus{ mat ¢iernych synov, mézeme vymenit farby w a p[a] a nésledne na p[z] vykonat
rotaciu vlavo bez porusenia ktorejkolvek z cerveno-ciernych vlastnosti. Novy stirode-
nec z (jeden zo synov uzla w) je teraz Cierny, a teda sme pripad 1 previedli na jeden
z pripadov 2, 3 alebo 4.

Pripad 2 (riadky 10-11 a obr. 31b). Pripady 2, 3 a 4 nastévaja ak uzol w je ierny. Rozlisit
ich mozno podla farieb jeho synov. V pripade 2 st obaja synovia uzla w ¢ierni. Kedze je
w tiez ¢lerny, vezmeme obom uzlom x a w po jednej ¢iernej farbe, ¢im x zostane cierny
a w Cerveny, pricom tato nadbytocnt ¢iernu farbu priddme uzlu p[z]. Potom opakujeme
cyklus while s uzlom p[z] ako novym . Vsimnime si teraz, Ze ak pripad 2 nastane
tesne po pripade 1, farba ¢ nového uzla @ je ¢ervend, kedze p[a] bol Cerveny, a teda sa
vykonavanie cyklu skonci.

Pripad 3 (riadky 13—-16 a obr. 31¢) nastava ak uzol w je cierny, jeho lavy syn je Cerveny
a jeho pravy syn je ¢lerny. Vtedy moézeme vymenit farby uzla w a jeho lavého syna
left[w], a nasledne okolo w vykonat rotdciu vpravo bez toho, aby sme porusili ktort-
kolvek z cerveno-ciernych vlastnosti. Novy siirodenec w uzla x je teraz ciernym uzlom
s Cervenym pravym synom, teda sme pripad 3 previedli na pripad 4.

Pripad 4 (riadky 17—21 a obr. 31d) nastava ak strodenec w uzla x je ¢ierny a jeho pravy
syn je cerveny. Prefarbenim niektorych uzlov a vykonanim rotécie vlavo okolo uzla
ple] moézeme z uzla z odstranif nadbytocn( ¢iernu farbu bez porusenia ktorejkolvek
z Cerveno-Clernych vlastnosti. Ak je uzol x korenom stromu, vykonavanie cyklu while
sa okamzite po overeni podmienky testu skonci.

Aky je ¢as behu procediiry RB-DELETE? Pretoze vyska RB-stromu o n uzloch je O(lgn),
st aj casové naroky tejto procediry bez vyvolania RB-DELETE-FIXUP rovné O(lgn). Ak vnitri
procediiry RB-DELETE-FIXUP nastane jeden z pripadov 1, 3 alebo 4, vykona sa konec¢ny pocet
prefarbeni a jej vykonavanie sa skon¢i. Pripad 2 je jediny, v ktorom je mozné opakovanie cyklu
while, pricom sa ukazovatel x pohybuje v strome smerom nahor. Jeho pohyb je vsak obmedzeny
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Obr. 31: Pripady v cykle while procediry RB-DELETE. Cierne uzly s oznacené obycajnymi kruznicami,
Cervené dvojitymi kruznicami a uzly, ktoré mozu byt ako cervené, tak aj cierne si oznaclené Stvorcami
a znakmi c a ¢’. Symboly a, f3,.. ., reprezentuji Iubovolné podstromy. Vo vsetkych pripadoch je kon-
figuracia na lavej strane prevedend na konfigurdciu vpravo prefarbenim uzlov alebo vykonanim rotéacie.
Uzol, na ktory ukazuje x, mi naviac jednu ciernu farbu. Jedinym pripadom, po ktorom sa pokracuje
vo vykonavani cyklu, je pripad 2. (a) Pripad 1 je prevedeny na pripad 2, 3 alebo 4 vymenou farieb
uzlov B a D a vykonanim roticie vlavo. (b) V pripade 2, je nadbytoc¢na ¢ierna farba reprezentovana
ukazovatelom x posunutd smerom nahor ofarbenim uzla D na ¢erveno a nastavenim z na uzol B. Ak
po pripade 1 nastane pripad 2, cyklus sa ukondi, lebo farba ¢ je ¢ervena. (c¢) Pripad 3 je prevedeny na
pripad 4 vymenou farieb uzlov C' a D a vykonanim rotacie vpravo. (d) V pripade 4, mozno nadbyto¢nii
farbu reprezentovand  odstranit prefarbenim niektorych uzlov a vykonanim rotacie vlavo (bez porusenia
¢erveno-ciernych vlastnosti), pricom cyklus konéf.

vyskou RB-stromu, ktora je rovnd O(lgn). To v8ak znamend, ze vykondvanie procediry RB-
DELETE-FIXUP trva ¢as O(lgn), pricom sa uskutoénia nanajvys 3 rotacie. Preto je celkovy cas
behu procediiry RB-DELETE taktiez rovny O(lgn).
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5 Pokrocilé techniky navrhu a analyzy algoritmov

V tejto ¢asti sa budeme zaoberaf dvoma ddlezitymi technikami pre navrh a analyzu efektivnych
algoritmov: dynamickym programovanim a greedy algoritmami.

5.1 Dynamické programovanie

Dynamické programovanie, podobne ako metéda divide & conquer, riesi problémy spajanim rie-
seni podproblémov '3, Divide & conquer algoritmus rozdeluje problém na nezavislé podproblémy,
rekurzivne tieto podproblémy vyriesi, a nasledne ich riesenia skombinuje, aby vyriesil pévodny
problém. Naopak, dynamické programovanie je pouzitelné vtedy, ak podproblémy nie sii na-
vzéjom nezavislé, t.]. ked problémy zdielajii podproblémy. Z tohto hladiska vykonava divide &
conquer algoritmus viace] prace ako je treba — opakovane riesi spolo¢né podproblémy. Algoritmus
vyuzivajuci techniku dynamického programovania riesi kazdy podproblém iba raz, pricom jeho
vysledok uklada do tabulky, aby predisiel jeho opatovnému, uz zbytoénému, rieSeniu.

Dynamické programovanie sa zvycajne pouziva na rieSenie optimalizaénijch problémov.
Optimalizacné problémy mdzu mat viacero rieSeni, pricom kazdému z rieSeni mozno nejakym
spdsobom priradit hodnotu. Nagim zelanim je najst aspon jedno riesenie s optimalnou (miniméalnou
alebo maximélnou) hodnotou. Takéto riesenie nazyvame optimélne.

Névrh DP-algoritmu mozno rozdelit do Styroch krokov.

Charakterizuj struktaru optimalneho riesenia.
Rekurzivne definuj hodnotu optimalneho riesenia.

Metbédou bottom-up vypocitaj ohodnotenie optimalneho riesenia.

e W N

7, vypocitanej informacie skonstruuj optiméalne riesenie.

Kroky 1-3 tvoria zéklad riesenia problému pomocou dynamického programovania. Ak nam staci
poznat iba ohodnotenie optimalneho rieSenia, mozene krok 4 vypustit. Ak vSak pozadujeme aj]
samotné optimalne riesenie, musime krok 4 vykonat, pricom je niekedy vhodné si uz pocas vypoc-
tu v kroku 3 niekam ukladaf pridavné informécie, aby sa zjednodusila konstrukcia optimalneho
riefenia.

5.1.1 NAasobenie matic

Typickym prikladom pre vyuzitie technik dynamického programovania je nasobenie matic. Dana
je postupnost (Aq, As,..., Ay) n matic, pricom treba vypocitat stéin Ay Az --- A,. Tento vyraz
mozno vyhodnotif pouzitim standardného algoritmu pre ndsobenie dvoch matic hned po jeho
uzatvorkovani, ktorym st odstranené vsetky nejednoznacnosti vzajomného nasobenia matic. Stcin
matic je dplne uzdtvorkovany, ak pozostava iba z jednej matice alebo uzatvorkovaného sticinu
dvoch plne uzitvorkovanych stcinov matic.

Nasobenie matic je asociativne, t.). vietky mozné uzatvorkovania matic veda k tej iste] hodnote
stcinu. Napriklad sG¢in Ay As A3 A4 mozno Gplne uzatvorkovat piatimi réznymi spésobmi:

(A1(A2(A344))) |
(A1((A2A3)As)) |
((A142)(AsA4)) |
((A1(A2A3))As) |
(((A1A42)Az)As4) .

Spésob akym matice uzatvorkujeme vyrazne ovplyviuje ¢asové naroky na vyhodnotenie sti-
¢inu. Najprv uvazujme nasobenie dvoch matic. Nasledujtci pseudokéd implementuje standardny
algoritmus nasobenia dvoch matic. Atribat matice rows, resp. columns je pocet jej riadkov, resp.
stlpcov.

13 Programovanie sa v tomto kontexte nevztahuje na pisanie kédu, ale na tabulkovi metédu.
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MATRIX-MULTIPLY (A, B)

1 if columns[A] # rows|[B]

2 then error “nekompatibilné rozmery matic”
3 else for i + 1 to rows[A] do

4 for j+ 1 to columns[B] do

5 Cli,jl] <0

6 for k + 1 to columns[A] do

7 Cli, j] « C[i, j] + Ali, k] - B[k, ]
8

return ('

Dve matice A a B mdzeme vynéasobit iba ak je pocet stipcov A rovny poctu riadkov B. Ak A je
matica typu p X ¢ a B typu ¢ x r, vyslednd matica je typu p x . Cas potrebny na vypocet C
Je urceny najma poctom skalarnych nasobeni na riadku 7, ktory je pgr. V nasledujicom budeme
casy behu vyjadrovat na ziklade tohto poctu.

Aby sme ilustrovali rozlicné ¢asové naroky spdsobené réznym uzatvorkovanim stcinu matic,
uvazujme matice (A1, A2, Az). Nech rozmery tychto matic si postupne 10 x 100, 100 x 5 a 5 x 50.
Ak budeme pocitat ((A;A2)Asz), vykondme 10 - 100 - 5 = 5000 skaldrnych ndsobeni na vypocet
stcinu A1 A plus dalsich 10-5-50 = 2500 skaldrnych nasoben{ aby sme tito maticu rozmeru 10 x5
vynéasobili maticou Az, teda celkovo vykoname 7500 skalarnych nasobeni. Ak by sme namiesto
((A1A2) As) pocitali (A1(A2A3)), museli by sme vykonat 100 -5 - 50 = 25000 skaldrnych nésoben{
na vypocet sucinu As Az plus dalsich 10 - 100 - 50 = 50000 skal4rnych nésobeni pre vynasobenie
Aj touto maticou, teda celkovo by sme vykonali 75000 skalarnych néasobeni, ¢o je 10-krat viac ako
pri uzatvorkovani v prvom pripade.

Problém ndsobentia postupnosti matic mozno formulovat nasledovne: pre dant postupnost
(A1, Az, ..., Ap) n matic, kde pre ¢ = 1,2, ..., n m& matica A; rozmery p;_1 X p;, Gplne uzdtvorkuj
sucin A; As - -+ A, tak, aby pocet potrebnych skalarnych nasobeni bol minimalny.

Vypoéet poétu uzatvorkovani

Predtym, ako zacneme problém riesif pomocou dynamického programovania, by sme sa mali
presvedCit, Ze preverovanie vSetkych moznych uzatvorkovani nevedie ku efektivnemu algoritmu.
Oznacme P(n) pocet moznych uzdtvorkovani postupnosti n matic. Kedze postupnost n matic
mézeme pre [ubovolné k = 1,2,...,n — 1 rozdelif medzi k-tou a (k + 1)-vou maticou a nésledne
obe vysledné podpostupnosti nezavisle uzatvorkovat, dostdvame rekurenciu

1 akn=1,

PO) =S pypn— k) akn>2.

Riesenim tohto rekurentného vztahu je postupnost Catalanowvijch éisel:

Pn)=C(n—-1),
kde
1 2n
Cln) = n+1 (n)
= Q4" /n®?) .

Pocet moznych uzatvorkovani teda od n zavisi exponencidlne, a preto metdda, pri ktorej overime
vetky mozné sposoby uzatvorkovania, je pre urcovanie optimélneho uzdtvorkovania nevhodna.

Struktara optimalneho uzatvorkovania

Prvym krokom paradigmy dynamického programovania je charakterizovanie struktiry optimal-
neho rieSenia. Pre nésobenie postupnosti matic mdzeme tento krok uskutoc¢nit nasledovnym
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sposobom. Pre maticu, ktord vznikne vyhodnotenim stcinu A;A;4q---A;, zavedieme oznace-
nie A; ;. Pri optimalnom uzétvorkovani rozdelime stcin A; Az - -- A, na k-tej pozicii, kde £ je
nejaké celé cislo z rozsahu 1 < k < n, na dve postupnosti matic A1 Ay Ay a Agp1Akyo - An.
To znamené, ze na vypocet matice A; , musime najprv vyhodnotif matice A; r a Agxs1. n,
ktoré nésledne navzajom vynasobime. Néklady na optimélne uzatvorkovanie teda pozostivaji
7 nakladov na vypocet matic A1 a Ag41. . » az ndkladov naich vzajomné vynasobenie.
Vsimnime si, ze uzatvorkovania podpostupnosti A1 As - Ag a Agt14k42 -+ Ap vnatri opti-
malneho uzatvorkovania pre A A, ---A, musia byt taktiez optimdlne. Teda optimalne rieSenie
problému nasobenia matic v sebe obsahuje optimélne riesenia podproblémov. Optimélna pod-
strukttra optimalneho riesenia je jednou z podmienok pouzitia dynamického programovania.

Rekurzivne rieSenie

Druhym krokom paradigmy dynamického programovania je rekurzivne definovanie ohodnotenia
optimalneho riesenia na zaklade optimalnych rieseni podproblémov. Pre problém néasobenia matic
s1 ako podproblémy vyberieme problémy stanovenia minimélneho poc¢tu operacii potrebnych na
vypocet A;A; 11 -+ A, pricom 1 < i < j < n. Nech m[i, j] je minimalny pocet skaldrnych nésobeni
potrebnych pre vipocet matice 4; ; —m[l, n] teda oznacuje najmensi pocet nasobeni, ktoré treba
vykonat, aby sme vypocitali Ay .

Hodnoty m[i, j] mézeme definovat rekurzivne nasledovnym spdsobom. Ak i = j, postupnost
pozostava iba z jednej matice 4; ; = A;, teda na vypocet sGcinu netreba vykonat Ziadne operécie
skaldrneho nasobenia. Mame teda m[i,q = 0 pre i = 1,2,...,n. Aby sme mohli vypocitat m]i, j]
pre i < j, vyuzijeme Struktaru optimalneho riesenia z kroku 1. Predpokladajme, ze optimélne
uzatvorkovanie rozdeli séin A; A;41 -+ A; na k-tej pozicii (i < k < j), t.j. medzi maticami Ay
a Apt1. Potom je ml[i, j] rovné stétu minimalnych nakladov na vypocet matic A; r a Agy1.
a nakladov na vzajomné vynasobenie tychto matic. Kedze na vypocet sicinu A; gAgy1. . ; po-
trebujeme p;_1prp; skaldrnych nésobeni, dostdvame rekurenciu

Tento rekurzivny vztah vSak predpokladd, ze hodnotu k poznidme pre kazdé i a j. O k vieme
iba tolko, ze moze nadobtdat jednu z j — ¢ hodndt, konkrétne £k = 7,1+ 1,...,j — 1. Teraz
mozeme prejst vietky moznosti — dosadzovanim 4,7+ 1,...,7 — 1 za k do vyrazu na pravej strane
uvedenej rekurencie. Hladanou hodnotou k je t4, pre ktort bude tento vyraz miniméalny. Teda
nasa rekurzivna definicia pre minimalne naklady na uzatvorkovanie s¢inu A; A; 41 - - - A; nadobtida
tvar

o 0 aki1=17,
P ITE N i (mli, K lk 1 s} aki < (16)
s J

Hodnoty m][i, j] vyjadruji néklady optimalnych rieseni podproblémov. Aby sme mohli vykon-
struovat optimélne rieSenie, zadefinujme s[i, j] ako poziciu k, na ktorej mdézeme rozdelif sicéin
AjA;fq -+ - A;, aby sme dostali optimélne uzatvorkovanie. Teda s[i, j] sa rovnd hodnote k takej,
ze mli, j] = m[i, k] + m[k + 1, j] + pi1prp;-

Vypocet optimalnych nakladov

Hoci by sme boli okamzite schopni na zaklade rekurencie (16) napisat funkény algoritmus, ktory
pocita miniméalne ndklady m[1, n] na vypocet A;As--- A, jeho ¢as behu vsak bol stdle exponen-
cidlny.

Vsimnime si teraz, ze mame relativne malo podproblémov: jeden problém pre kazdy vyber
hodndt ¢ a j takych, ze 1 < ¢ < j < n, t.j. celkovo (g) +n = ©(n?). Rekurzivny algoritmus
moze na kazdy podproblém mnohokrat narazit v réznych vetvéch jeho rekurzivneho stromu. Toto
prekryvanie podproblémov je dalsou z podmienok pouzitia dynamického programovania.

Namiesto rekurzivneho vypoctu rekurencie (16) vykoname treti krok paradigmy dynamického
programovania a vypocitame optimalne naklady pouzitim metédy bottom-up. Nasledujtci pse-
udokéd predpoklada, ze matica A; méa rozmery p;_1 xp; prei = 1,2, ..., n. Vstupom je postupnost
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(po,p1, .- -,pPn), kde length[p] = n + 1. Procedtra pouziva pomocni tabulku m[l..n,1..n] pre
uchovavanie nakladov mli, j] a tabulku s[1..n,1..n], zaznamenévajicu, ktorym indexom k sa
dosiahli optimdlne néklady na vypocet mli, j].

MATRIX-CHAIN-ORDER(p)

1 n + length[p] — 1

2 for 1+ 1 to n do

3 mli, ] « 0

4 for l+ 2 ton do

5 for i+ 1ton—-I[{+1 do
6 je—i+1-1

7 mli, j] + o

8 for k+1¢ to j—1 do

9 q < m[i, k] +m[k + 1, j] + pi—1pxp;

10 if ¢ < ml[i,j] then
11 mli, j] < ¢
12 s[é, j] « k

13 return m and s

Algoritmus vyplni tabulku m takym spbsobom, ktory prislicha rieSeniu uzitvorkovavacieho
problému na postupnostiach matic rasttice] dlzky. Vzfah (16) ukazuje, ze naklady mlé, j] na
vypocet stcinu postupnosti j — i+ 1 matic zavisia iba od nakladov na vypocet sticinov postupnosti

matfc dizok mensich ako j—i+1. Tj prek = ¢+ 1,...,57 —1 je matica A; j sGcinom
k—1+1<j—14+1 matic a matica Ay,  ; sticinom j —k < j — 7+ 1 matic.
Algoritmus najprv spoc¢ita m[i, i] < 0 pre ¢ = 1,2,...,n (minimalne naklady pre postupnosti

dizky 1) na riadkoch 2-3. Potom pouzije rekurenciu (16) na vypocet m[i, i+1] prei =1,2,...,n—1
(minimélne néklady pre postupnosti dizok 2) poc¢as prvého vykonania cyklu na riadkoch 4-12.
Dalsim priechodom cyklu sa spocita ml[i,i + 2] pre i = 1,2,....n — 2, atd. V kazdom kroku,
néklady m[i, j] vypocitané na riadkoch 9-12 zdvisia iba na uz vypocitanych polozkach tabulky
ml[i, k] a m[k + 1, j].

Obr. 32 zndzorniuje tato procediru na postupnosti n = 6 matic. Kedze mame definované
mli, j] iba pre i < j, je pouzita iba ¢ast tabulky m nad hlavnou diagondlou. Obrizok znézoriuje
tabulku otocenti tak, aby hlavni diagondla bola umiestnené horizontélne. Postupnost matic je
uvedend dole. Minimalne ndklady na vynasobenie podpostupnosti A;A;41---A; matic mozno
v tejto tabulke ndjst na pozicii [4, j]. Kazdy horizontalny riadok v tabulke obsahuje polozky pre
postupnosti matic rovnake) diiky. MATRIX-CHAIN-ORDER pocita riadky odspodu nahor a zlava
doprava vnftri kazdého riadku. Polozka m[i, j] je vypoéitand pouzitim sGcéinov p,_1prp; pre
k=1d,i+1,...,5—1 avsetkych poloziek juhozdpadne a juhovychodne od m][i,j].

Jednoduchd inspekcia struktary vnorenych cyklov v procediire MATRIX-CHAIN-ORDER déava
¢as behu algoritmu O(n®). Mozno ukazat, 7e tento cas je aj £2(n*). To znamen4, ze MATRIX-
CHAIN-ORDER je omnoho efektivnejsia ako metéda enumerujiica a testujtica vsetky mozné uzat-
vorkovania, ktorej ¢as behu je exponencidlny.

Konstrukcia optimalneho riesenia

Hoci MATRIX-CHAIN-ORDER stanovuje optimalny pocet skalarnych nasobeni potrebnych na vypo-
¢et stiéinu matic, neukazuje priamo, ako matice vynasobit. Krokom 4 paradigmy dynamického
programovania je skonstruovanie optimalneho riesenia na zéklade vypocitanej informacie.

V naSom pripade pouzivame tabulku s[1..n,1..n], aby sme urcili najlepsi spsob uzatvor-
kovania matic. Kazd4 polozka s[i, j] zaznamendva hodnotu k tak(, ze optimélne uzatvorkovanie
AiAiqr - Ay rozdeli sGéin medzi Ay a Agiq. Teda vieme, ze findlne nasobenie matic vo vypocte
Ay, optimalne je Ay ;1 njAs1n]+1..n- Skorsie ndsobenia matic mozno rekurzivne vypocitat,
nakolko s[1, s[1, n]] urcuje posledné nasobenie matic vo vypocte Ay 1 »] a s[s[1, n]+ 1, n] urcuje
posledné nasobenie matic vo vypocte A1 nj41,. Nasledujlca rekurzivna procedara pocita stcéin
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Obr. 32: Tabulky m a s vypoc¢itané proceddrou MATRIX-CHAIN-ORDER pre n = 6 a rozmery matic:

matica rozmery

Ay 30 x 35
Aa 35 x 15
As 15 x5
Ay 5 x 10
As 10 x 20
Ag 20 x 25

Tabulky st otocené, aby bola hlavnd diagondla umiestnen4 horizontdlne. V tabulke m je pouzitd iba
hlavna diagonéala a prvky leziace nad fiou, pricom v tabulke s st pouzité len prvky nad hlavnou diagonalou.
Minimalny pocet skaldrnych nasobeni pre vynésobenie 6 matic je m[1,6] = 15125. Pri vypocte m[2,5] st
pouzité iba zvyraznené polozky.

m([2,2] + m[3, 5] + p1paps = 0+ 2500 + 35 -15-20 = 13000 ,
m[2,5] = min { m[2,3] + m[4, 5] + p1paps = 2625 + 1000 + 35 -5 -20 = 7125 ,
m([2,4] + m[5, 5] + prpaps = 4375 +0+35-10-20 = 11375
= 7125 .
matic A; ; pre dané matice A = (Ay,As, ..., A,), tabulku s vypocitani pomocou MATRIX-

CHAIN-ORDER a indexy 4, j. Pociatocné volanie je MATRIX-CHAIN-MULTIPLY (4, s, 1, n).

MATRIX-CHAIN-MULTIPLY (A4, 8,4, j)

1 if j> 1

2 then X « MATRIX-CHAIN-MULTIPLY(A, s, 4, s[4, j])

3 Y « MATRIX-CHAIN-MULTIPLY (4, s, s[7, j] + 1, )
4 return MATRIX-MULTIPLY(X,Y)

5 else return A;

Na priklade obrazku 32 volanie MATRIX-CHAIN-MULTIPLY (A4, s, 1, 6) vypocita sGc¢in matic prisla-
chajtci uzatvorkovaniu

((A1(A243))((A145) As)) -

5.1.2 Najdlhs$ia spolo¢na podpostupnost

Nasledujticim problémom, ktorym sa budeme teraz zaoberat, je hfadanie najdlhsej spolocnej pod-

postupnosti. Postupnost 7 = (z1, 22,...,2;) je podpostupnostou postupnosti X = (xy,2a,...,
Tm), ak existuje rydzo rastiica postupnost (i1,és,...,d;) indexov X takd, Ze pre vsetky j =
1,2,...,k plati #;, = z;. Pre dané dve postupnosti X a Y hovorime, ze postupnost Z je spoloé-

nou podpostupnostou X a Y, ak je podpostupnostou X aj Y.
Problém najdlhiej spoloénej podpostupnosti (LCS) moino formulovat nasledovne: si




5.1 Dynamické programovanie 71

dané dve postupnosti X = (x1, 22, ..., 2m) a (Y1, Y2, .- ., Yn), treba ndjst najdlhsiu spoloént pod-
postupnost postupnosti X a Y.

Charakterizacia najdlhsej spolo¢nej podpostupnosti

Jednym z moznych rieSen{ tohto problému je opat enumerécia vietkych podpostupnosti X. Pre
kazd( podpostupnost X budeme overovaft, ¢i je tiez podpostupnostou Y, pricom si budeme ucho-
vavat najdlhsiu ndjdent podpostupnost. Kazd4 podpostupnost X prislicha nejakej podmnozine
indexov {1,2,... m} postupnosti X. Celkovy pocet podpostupnost{ X je teda 2™ z ¢oho vyplyva,
7e toto riesenie vyzaduje exponencidlny cas, a teda je nevhodné pre dlhsie postupnosti.

Problém LCS sa vyznacuje vlastnostou optiméalnej podstruktiry (vid nasledujicu vetu). Pre
dant postupnost X = (w1, ®2,...,2m) a index ¢ = 0,1,...,m definujeme i-ty prefie X ako
postupnost X; = (@1, za, ..., 2;).

Veta 5.1 Nech X = {x1,22,...,2m) a Y = {(Y1,Y2,. .., Yn) st postupnosti a nech 7 = (z1,za, . ..
z ) je lubovolnd LCS postupnosti X a'Y. Platia nasledujice tvrdenia:

1. Ak @, = ypn, potom 2 = &y = Yn @ Zx_1 je LCS pre X1 a Ya_1.
2. Ak xpy # Yn, potom z zy £ T vyplyva, Ze 7 je LCS pre X1 a Y.
3. Ak xpy # Yn, potom z zx £ yn vyplyva, Ze 7 je LCS pre X a Yy_1.

Dékaz.

(1) Ak by bolo zi # @, potom by sme ku Z mohli pridat z,, = y,, aby sme dostali najdlhsiu
spolo¢nl podpostupnost X a Y diéky k + 1, ¢o by bolo v spore s predpokladom, ze 7 je
najdlhsia spolocnd podpostupnost X a Y. Preto musi platif, ze z; = x,, = y,. Teraz, prefix
Zk_1 je spolo¢nou podpostupnostou X,,_1 a Y,_;1. Chceme ukazat, ze je LCS. Predpokla-
dajme teraz, ze existuje spoloéna podpostupnost W postupnosti X,,,_1 a Y, _1, ktorej dizka
je vacsia ako k — 1. Potom pridanim z,, = y, do W dostaneme spolo¢nti podpostupnost pre
X a Y, ktorej diikaje vacsia ako k, ¢o je spor.

(2) Ak zx # zm, potom je Z spolo¢nou podpostupnostou X,,,_1 aY. Ak by existovala spoloéna
podpostupnost W postupnosti X,,_1 a Y, ktorej dizka by bola vacsia ako k, potom by W
bola taktiez spolo¢nou podpostupnostou X,, a Y, ¢o by bolo v spore s predpokladom, ze Z
je LCSpre X aY.

(3) Podobne ako pripad (2). d

Veta 5.1 hovori, ze LCS dvoch postupnosti obsahuje LCS prefixov tychto postupnosti. To
znamend, ze problém LCS sa vyznacuje vlastnostou optimélnej podstruktary.

Rekurzivne rieSenie podproblémov

7 vety 5.1 vyplyva, ze treba vysetrit jeden alebo dva podproblémy ked hfaddme LCS postupnosti
X = {(x1,22,..,2m)yaY = {y1,¥2,...,Yn). Ak 2y, = y, musime néjst LCS pre X,,,_1 a Y, _1.
Pridanie z, = y, k tejto LCS déva LCS pre X a Y. Ak 2, # yn, potom musime vyriesit dva pod-
problémy: najst LCS pre X,,,_1 aY a LCS pre X a Y, _;. Najdlh$ou spoloénou podpostupnostou
pre X a Y je ta dlhsia z nich.

Lahko si moZno v probléme LCS vsimnit vlastnost prekryvania podproblémov. Aby sme nasli
LCS pre X a Y, moze byt treba najst LCS pre X a Y,,_; a pre X,,_1 a Y. Oba tieto problémy
mobzu mat spoloény podproblém najdenia LCS pre X,,,_1 a Y, _1.

Podobne ako pri probléme nésobenia matic, nase rekurzivne riesenie vyzaduje n4jst rekurenciu
pre néklady optimélneho riesenia. Definujme [, j] ako dizku LCS postupnosti X; a ¥;. Ak =0
alebo j = 0, jedna z postupnosti ma nulovi diiku, teda LCS mé taktiez dizku 0. Na zaklade
optimalnej podstruktiiry problému néjdenia LCS mame rekurentny vztah

0 ak ¢ =0 alebo j =0,
eli,jl=<qcli—1,j—1]+1 ak i, j>0ax; =y;, (17)
max(e[i,j—1],efli—1,7]) ak i, j>0az #y;.
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Vypodet dlzky LCS

Na zaklade vztahu 17 mézeme lahko napisaft rekurzivny algoritmus s exponencialnym ¢asom behu,
ktory pocita dizku LCS dvoch postupnosti. Kedze pre postupnosti dizok m a n mame iba @(mn)
réznych podproblémov, na vypocet rieenia mozeme pouzif dynamické programovanie.

Vstupom pre procediru LCS-LENGTH st dve postupnosti X = (#1,22,...,2m) a Y = (41,
Ya,...,Yn). Hodnoty ¢[i,j] sG uchovivané v poli ¢[0..m,0..n], a vyplitané st postupne po
riadkoch zlava doprava. Pre zjednodusenie konstrukcie optimélneho riesenia je pouzité pole
b[1..m,1..n]. Polozka b[i, j] ukazuje na polozku prislichajicu optimalnemu rieseniu zvolenému
pri vypocte c[i, j]. Procedtira vracia polia b a ¢ (¢[m, n] obsahuje dizku LCS pre X a Y).

LCS-LENGTH(X,Y)

m <+ length[X]
n « length[Y]
for ¢ <1 to m do

c[i,0] « 0
for j+ 0 to n do

c[0,j] <0
for ¢ <1 to m do

for j+< 1 to n do

if 2=y

10 then cfi,j]l «—c[i—1,7—1]+1
11 bli,j] + “N.”
12 else if c[i— 1,j] > ¢[i,j — 1]
13 then c[z ] cli—1,4]
1 birj) ¢ <17
15 else c[i,j] « c[z _] —1]
16 bli, j] +
17 return ¢ and b

© 0~ O Utk W

Obrazok 33 znazornuje tabulku vytvorent procedirou LCS-LENGTH pre postupnosti X =
(A,B,C,B,D,A,B) aY = (B,D,C, A, B, A). Kedze na vypocet kazdej polozky tejto tabulky
treba ¢as O(1), celkovy ¢as behu tejto procediry je preto O(mn).

Konstrukcia LCS

Pole b vratené procedtirou LCS-LENGTH méze byt pouzité pre skonstruovanie LCS pre X =
(1,22, ...,2m) &Y = (y1,¥2,...,Yn). Jednoducho zacneme v b[m, n] a budeme prechiddzaft
po polickach v smere sipiek. Vidy ked narazime na sipku “N 7 v policku b[i,j] je ;i = y;
prvkom LCS. Prvky LCS touto metédou prechadzame v opacnom poradi. Nasledujica procedara
vypise LCS postupnosti X a Y v spravnom poradi. Pociatocné volanie tejto procedary je PRINT-
LCS(b, X, length[X], length[Y]).

PrRINT-LCS(b, X, 4, j)

if (¢ =0) or (j =0) then return
if b[i,j] = N
then PRINT-LCS(b, X,i—1,7—1)
print x;

else if b[i,j]= 7
then PRINT-LCS(b, X,i—1,)
else PRINT-LCS(b, X,i,j—1)

=1 O Utk W=

Pre tabulku b na obr. 33 tato procedira vypise “BCBA”. Jej ¢as behu je O(m+n), kedze v jednom
kroku rekurzie je dekrementovany aspon jeden index z 4, j. Azda je eSte vhodné podotknit, ze je
mozné redukovat pamatové naroky procediry LCS-LENGTH, kedZze v danom okamihu potrebuje
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Obr. 33: Tabulka (polia ¢ a b) vypocitani procedirou LCS-Length pre postupnosti X = (A, B,C, B, D,
A, ByaY =(B,D,C, A, B, A). Politko na i-tom riadku a j-tom stipci obsahuje hodnotu cli, 7] a prislusna
sipku pre hodnotu b[i, j]. Hodnota 4 v ¢[7, 6] je dizkou L.CS pre X a Y. Pre 1, > 0 z4visi hodnota clt, 4]
iba na tom, & z: = y; a hodnotach c[i — 1, ], c[t, 7 — 1] a c[i — 1, 7 — 1], ktoré st vypocitané pred c[i, j]. Pre
rekonstrukciu prvkov LCS treba sledovat cestu tvorent sipkami b[i, 7] od pravého dolného rohu — kazda
sipka “’\\” na tejto ceste prislicha polozke (vyznacenej hrubsie), pre ktort z; = y; je prvkom LCS.

pre svoju ¢innost iba dva riadky pola ¢: pocitany riadok a predchidzajici riadok. Tato prava je
vsak pouzitelna len v pripade, ze potrebujeme poznat iba dlzku hladanej LCS.

5.2 Greedy algoritmy

Algoritmy pre optimalizacné problémy zvycajne vykondvaj postupnost krokov, pricom v kazdom
7 tychto krokov si vyberaji z viacerych moznosti ako pokracovat. V mnohych pripadoch optima-
lizacnych problémov méze byt pouzitie dynamického programovania nevhodnou volbou, nakolko
mozu existovat este efektivnejsie algoritmy. Greedy algoritmus si v kazdom kroku vzdy vyberd
t@ moznost, ktora vyzera najlepsie v danom momente 4. T.j. vybera lokélne najlepsiu moznost
dafajic, ze bude viest ku globélne najlepS§iemu rieseniu. Je zrejmé, ze greedy algoritmy nepos-
kytuja vzdy optimélne riesenia, ale v mnohych pripadoch problémov k optimélnym rieseniam
ved.

5.2.1 Problém vyberu aktivit

Predpokladajme, Ze mame mnozinu S = {1,2,...,n} n aktivit. Kazda aktivita i ma pociatoény
¢as s; a koncovy ¢as f;, kde s; < f;, a ¢asovy interval, ktory jej prislacha je (s;, fi). Hovorime,
ze aktivity ¢ a j st kompatibilné, ak intervaly (s;, f;) a (s;, f;) sa neprekryvaji. Problémom
vifberu aktivit je z danej mnoziny aktivit vybrat najvacsi pocet navziajom kompatibilnych aktivit.

Greedy algoritmus pre problém vyberu aktivit je dany nasledujiicim pseudokédom. Predpo-
kladdme, ze vstupné aktivity sl usporiadané podla ich koncovych ¢asov vzostupne:

o< < [fa.

V pseudokdde sa predpoklada, ze vstupy s a f st reprezentované pomocou poli.

14 Qreedy = pagzravy.
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GREEDY-ACTIVITY-SELECTOR(S, f)

n + lengths]
A+ {1}
j1
for 1 < 2 to n do
if s; > f;
then A « AU {i}
Jj
return A

0~ O Uk W=

Mnozina A zhromazduje vybrané aktivity. Premennd j obsahuje ¢islo aktivity naposledy pri-
danej do tejto mnoziny. Kedze aktivity st prechddzané podla koncovych casov v neklesajiicom
poradi, f; je vzdy maximalnym koncovym casom aktivit v A. Tj.

fi =max{fy : ke A}.

Riadky 2-3 vyberta aktivitu 1, inicializujd A, aby obsahovala iba tato aktivitu a nastavia na nu
j. Cyklus na riadkoch 4-7 bude prechadzat postupne vsetky aktivity, pricom aktivitu ¢ zaradi
(riadky 6-7) do A, vidy ked je kompatibilnd so vSetkymi zatial vybranymi aktivitami v mno-
zine A (sta¢i porovnaf jej zaciatocny Cas s; s koncovym Casom f; naposledy vybranej aktivity).
Procedtira GREEDY-ACTIVITY-SELECTOR je celkom efektivna — n aktivit spracuje v case @(n) za
predpokladu, Ze stt uz vopred utriedené podla ich koncovych casov.

Aktivita vybrana v danom okamihu procediirou GREEDY-ACTIVITY-SELECTOR je vidy t4,
ktora ma najskorsi koncovy cas a neprekryva sa s doteraz vybranymi aktivitami. Je to lokéalne
najlepsi vyber z hladiska c¢asu ponechaného pre ostatné aktivity, ktory je takto maximalizovany.

Dokaz spravnosti greedy algoritmu
Kedze greedy algoritmy neposkytuji vzdy optimélne riesenia, musime dokdzat, ze algoritmus
GREEDY-ACTIVITY-SELECTOR vzdy najde najlepsie riesenie pre dany problém vyberu aktivit.

Veta 5.2 Algoritmus GREEDY-ACTIVITY-SELECTOR ddva pre problém vyberu riesenie mazximdl-
nej velkosti.

Doékaz. Nech S ={1,2,...,n} je mnozina aktivit. KedZze predpokladame, ze aktivity sG utriedené
podla koncového casu, aktivita ¢.1 mé najskorsi pociatocny cas. Chceme ukézat, ze existuje
optimalne riesenie, ktoré zacina greedy vyberom, t.j. aktivitou ¢. 1.

Predpokladajme, ze A C S je optimalne rieSenie pre dany problém vyberu aktivit. Aktivity
v A usporiadajme podla ich koncovych ¢asov. Predpokladajme naviac, Zze prva aktivita v A je
aktivita k. Ak k = 1, potom A zacina greedy vyberom. Ak k # 1, chceme ukézaf, 7e existuje iné
optimalne riesenie B ku S| ktoré zacina aktivitou ¢. 1. Nech B = A\ {k} U{1}. Kedze f1 < f&,
aktivity v B saneprekryvaja a B ich obsahuje rovnaky pocet ako A, preto je B taktiez optimalnym
riesenim pre S, ktoré naviac zacina greedy vyberom. Tymto sme ukazali, ze ku problému vyberu
aktivit vzdy existuje rieSenie zacinajtlice greedy vyberom.

Naviac, po uskutocneni vyberu aktivity ¢.1 sa problém redukuje na néajdenie optimélneho
riesenia pre aktivity v S kompatibilné s aktivitou ¢.1. To znamend, ze ak A je optiméalnym
riesen{m pdvodného problému S, potom A’ = A\ {1} je optimélnym riesenim problému 5" = {i €
S s > fi}. Ak by sme totiz boli schopni n4jst rieenie B’ pre S” obsahujice viac aktivit ako A4/,
pridanie aktivity ¢.1 ku B’ by viedlo ku rieseniu B pre S s viac aktivitami ako A, ¢o vsak nie
je mozné. Indukciou na pocet uskutocnenych vyberov mozno ukézat, ze greedy vyber v kazdom
kroku vedie ku optiméalnemu rieseniu. a

Greedy algoritmus ziskava optiméalne riesenie problému tak, ze v kazdom okamihu ked sa treba
rozhodniit si voli cestu, ktord vyzerd v danom momente najlepsie. Této heuristickd stratégia
nevedie vidy ku optiméalnemu rieseniu, ale ako bolo mozné vidiet pri probléme vyberu aktivit,




5.2 Greedy algoritmy 75

niekedy k nemu vedie — vtedy hovorime, Ze problém ma vlastnost greedy vyberu. Vo vSeobecnosti
nie je mozné jednoznac¢ne rozhodniit, ¢ greedy stratégia bude pre dany problém tGispesné.

0-1 knapsack problém

Majme n predmetov. Nech v; je hodnota i-teho predmetu a w; jeho vazba. Ulohou je vybrat
predmety takym spdsobom S C {1,...,n}, aby stcet > v; bol maximalny, pricom 3 w; < W,
kde W je maximalna vazba. €5 €5

Zlomkovy knapsack problém

V zlomkovom knapsack probléme sa predpokladé, ze predmety mozno delit. Majme opit n pred-
metov. Nech v; je hodnota i-teho predmetu a w; jeho vazba. Ulohou je vybraf predmety takym
sposobom S = {s;}7_,, kde s; € (0,1), aby s0cet > s;v; bol maximdlny, pricom 3 s;w; < W, kde
W je maximalna vazba. i i

Hoci sa oba knapsack problémy sa vyznacuji vlastnostou optimalne) podstruktiry, zlomkovy
knapsack problém je riesitelny pouzitim greedy stratégie narozdiel od 0-1 knapsack problému, pri
ktorom greedy stratégia zlyhava '°. Na vyriefenie zlomkového knapsack problému najprv pre
kazda polozku vypoéitame jej jednotkovi cenu v; /w;. Potom budeme vyberat najvacsie mozné
mnozstvo te] polozky spomedzi zvysnych poloziek, ktord mé najvacsiu jednotkovir cenu. Tito
¢innost budeme vykonévat az pokym celkovad vazba nebude rovnd W alebo nevyéerpdme vsetky
polozky. Cas behu tohto algoritmu spolu s utriedenim poloziek podla jednotkovej ceny je O(nlgn).

5.2.2 Huffmanov kéd

Huffmanov kéd je 0¢inna technika pre kompresiu dat pridelujica kratsi kéd znakom vstupnej
postupnosti, ktoré maja vacsiu pocetnost vyskytov, ako znakom, ktoré sa vo vstupnej postupnosti
vyskytujt menej casto.

a b c d e f
Pocetnost 45 13 12 16 9 5
Pévodny kéd 000 001 010 011 100 101
Novy kéd 0 101 100 111 1101 1100

Obr. 34: Problém kédovania znakov. Postupnost 100 znakov z mnoZiny a—f moZno zakédovat do postup-
nosti 300 bitov, ak kazdému znaku priradime 3-bitové kodové slovo. Pouzitim uvedeného kédu premenlivej
dlzky mozno t1d isti postupnost zakédovat do postupnosti 224 bitov.

Existuje mnoho spdsobov ako zakédovat postupnost znakov. Budeme uvazovat problém vytvo-
renia bindrneho kédu, v ktorom je kazdy znak reprezentovany jedineénym bindrnym retazcom.
Ak pouzijeme kéd pevnej dl’zvky, na reprezenticiu 6 znakov potrebujeme 3 bity:' a = 000,
b=001,...,f =101.

Pouzitim kédu premenlive) dl,zvky mozeme dosiahnut skratenie vystupnej postupnosti prira-
denim krat$icho kédu znakom s castejsim vyskytom a dlhsieho kédu znakom, ktoré majt mensiu
pocetnost vyskytov. Na obr. 34 je zndzorneny priklad takéhoto kédu.

Prefixové kédy
Kédy, ktoré spiﬁajﬁ tzv. prefizovi vlastnost, t.j. ziadne kédové slovo nie je prefixom iného, sa
nazyvaju prefizové kédy. Kedze je mozné ukazat, ze pomocou prefixového kédu mozno dosiahnut
optimalnu kompresiu priradujicu kazdému znaku jeho kéd vo vystupne] postupnosti, mozeme
v nasledujiicom bez Gjmy na vseobecnosti uvazovat iba prefixové kody.

Prefixové kédy st vhodné z hladiska zjednodusenia procesu dekédovania (dekédovanie bude
urcite deterministické). Pouzitim kédu premenlive] diiky 7z obr. 34 zakbédujeme postupnost znakov

15Pre 0-1 knapsack problém viak mo#no tspeine pouzit dynamické programovanie.
16 Ak by sme pouzili &iselnti stistavu so zdkladom 6, bolo by mo#né znak zakédovat do 1g6 a2 2,6 bitu.
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aabc ako 0-0-101-100 = 00101100, kde ,, - “ oznacuje operaciu zrefazenia. Kedze ziadne kodové
slovo nie je prefixom iného, mdZzeme jednoducho identifikovat pociatocné kédové slovo, prelozit ho
naspat na pévodny znak, odstranit ho zo vstupnej postupnosti a tento proces opakovat na zvysku
tejto postupnosti. V nasom priklade mozno refazec 00101100 rozlozit jednoznacne na 0-0-101-100,
¢o po dekdédovani dava opat aabe.

Aby kédové slovd mohli byt jednoducho rozpoznané, pri procese dekédovania potrebujeme
vhodnt reprezenticiu pre prefixovy kéd. Vhodnym rieSenim je binarny strom, ktorého listy st
dané znaky. Binarne kédové slovo znaku interpretujeme ako cestu od korena ku tomuto znaku
tak, ze 0 znamend ,chod dofava“ a 1 znamend ,chod doprava®“. Obr. 35 znazornuje stromy pre
kédy uvedené vyssie.

(a) (b)

Obr. 35: Stromy prisluchajice kédom na obr. 34. Kazdy list je oznaceny znakom a pocetnostou jeho
vyskytu. Kazdy vnatorny uzol je oznaceny sictom hodnét listov jeho podstromu. (a) Strom prislachajici
koédu pevnej diiky a = 100,...,f = 101. (b) Strom prislichajaci optimalnemu prefixovému kédu a =
0,b =101, ..., £ = 1100.

Optimalny kdéd pre postupnost znakov je vidy reprezentovany tplngm bindrnym stromom,
v ktorom kazdy vnatorny uzol ma dvoch synov. Koéd pevnej diiky z obr. 34 nie je optimalny,
nakolko jeho strom na obr. 35a nie je plnym bindrnym stromom (je mozné vytvorit kédové slova
zacinajice 10.. ., ale nie 11...). KedZe sa teraz budeme zaoberat Gplnymi bindrnymi stromami,
mobzeme povedat, ze ak C je abeceda vstupnych znakov, potom strom pre optiméalny prefixovy kdd
mé presne |C| listov, jeden pre kazdy znak tejto abecedy, a presne |C'| — 1 vnatornych uzlov.

Nech T je strom prisliichajtci prefixovému kédu. Pre kazdy znak ¢ abecedy C' oznacme f(c)
pocetnost jeho vyskytov vo vstupnej postupnosti a dr(c) hibku listu prislichajtceho znaku ec.
Pocet bitov potrebnych na zakédovanie vstupne) postupnosti je rovny

B(T) =Y fle)dr(c), (18)

ceC

¢o definujeme ako cenu stromu 7.

Konstrukcia Huffmanovho kédu
Teraz popiseme greedy algoritmus, ktory vytvori optimalny prefixovy kéd nazyvany Huffmanowv
kod. Algoritmus zostroji strom 7" prislichajtci optimalnemu kédu spésobom zdola nahor. Zacina
mnozinou |C] listov a vykondva postupnost |C|— 1 spajajcich operécii, aby vytvoril findlny strom.
V nasledujicom pseudokédde predpokladame, ze C' je mnozina n znakov, a ze kazdy znak ¢ € C'
je objekt s definovanou pocetnostou vyskytu f[e]. Prioritné fronta @) klGcovand na f je pouzitd
na identifikdciu dvoch objektov s najmensou frekvenciou vyskytu, ktoré budd zltacené do jedného.
Vysledkom zltcenia dvoch objektov je objekt, ktorého frekvencia vyskytu je sGc¢tom frekvencii
vyskytov tychto objektov.
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HurrMaN(C)

1 n+|C]

2 Q«C

3 for i+ 1 ton—1do

4 z < ALLOCATE-NODE()

5 z « left[z] « EXTRACT-MIN(Q)
6 y < right[z] < EXTRACT-MIN(Q)
R

8 INSERT(Q, )

9 return EXTRACT-MIN(Q)

() [25] (e8] [ o et B8] (b) (1)

Obr. 36: Kroky Huffmanovho algoritmu pre frekvencie vyskytov uvedené na obr. 34. V kazdej cCasti
obrazku je znizorneny obsah prioritnej fronty utriedeny vzostupne podla frekvencie. V kaZdom kroku
st zlicené dva stromy s najmensimi frekvecniami vyskytov. Listy st znazornené ako obdiiniky obsa-
hujice znak a jeho pocetnost. Vnitorné uzly si zndzornené kruznicami obsahujicimi sdcty pocetnosti
ich potomkov. Hrana spajajica vnitorny uzol s lavym potomkom je oznacend 0, s pravym potomkom
je oznacend 1. Ko6dové slovo pre dany znak je postupnost nil a jednotiek na hranach spajajacich koren
s prislusnym listom. (a) Pocdlato¢nd mnozina n = 6 uzlov. (b)—(e) Dalsie 3tadia prioritnej fornty. (f)
Finalny strom.

Pre postupnost znakov s frekvenciami vyskytov uvedenymi na obr. 34 je é¢innost Huffmanovho
algoritmu zndzornend na obr. 36. KedZe v abecede je 6 znakov, pociatocna velkost fronty je n = 6
a na vytvorenie stromu je potrebnych 5 zlaceni. Findlny strom reprezentuje optimalny prefixovy
kéd. Kodové slovo pre dany znak je postupnost nil a jednotiek na hranach cesty od korena ku
tomuto znaku.

Prioritna fronta @ je inicializovana na riadku 2 vlozenim vsetkych znakov mnoziny C'. Cyklus
for na riadkoch 3-8 opakovane z fronty vybera dva uzly = a y, ktoré maji najmensiu frekvenciu
vyskytu, a nahradzuje ich novym uzlom z, ktory vznikol spojenim z a y (v fubovolnom poradi).
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Frekvencia z je rovné stcétu frekvencii # a y (riadok 7). Po n — 1 zlticeniach vo fronte zostane iba
jeden uzol — koren stromu reprezentujiiceho optiméalny kéd.

Analyza casu behu Huffmanovho algoritmu predpoklada, ze @) je implementovana ako binarna
halda. Pre mnozinu C' obsahujicu n prvkov mozno inicializaciu ¢ pouzitim procedary BUILD-
HEAP uskutocnif v ¢ase O(n). Telo cyklu for na riadkoch 3-8 je vykonany presne (|n| — 1)-krat
a kedze kazd4 operdcia na halde vyzaduje ¢as O(lgn), tento cyklus prispieva casom O(nlgn)
ku celkovému c¢asu behu. Teda celkovy ¢as behu procediry HUFFMAN na mnozine n znakov je

O(nlgn).

Korektnost Huffmanovho algoritmu

Aby sme mohli dokazat, ze greedy algoritmus HUFFMAN je spriavny, najprv ukdzeme, Ze prob-
lém uréenia optiméalneho prefixového kédu sa vyznacuje vlastnostou greedy vyberu a optimélnou
podstruktarou.

Lema 5.1 Nech C je abeceda a kaZdy jej znak ¢ € C' md frekvenciu vyskytu flc]. Nech x, y st dva
znaky v C, ktoré magd nagnizsiu frekvenciu. Potom existuje optimdalny prefizovy kod, pri ktorom
kédové slovd pre x a y magt rovnakd diZku a lisia sa len v poslednom bite.

Dékaz. Myslienkou dékazu je vziat strom 7' reprezentujuci lubovolny optimélny prefixovy kéd
a modifikovat ho takym spésobom, aby nadalej reprezentoval optimalny prefixovy kéd, ale aby
znaky x a y boli v novom strome strodencami maximaélne) hibky. Ak toto mdzeme uskutocnit,
potom ich kbédové slova sa buda mat rovnak diiku, pricom sa budd lisit len v poslednom bite.

Nech b a ¢ s dva znaky, ktoré st susednymi listami maximalne] hibky v strome T'. Bez Gjmy
na vSeobecnosti predpokladajme, ze f[b] < fle] a flz] < fly]. Kedze flz] a f[y] sG najnizsie
frekvencie a f[b] a f[c] sG Tubovolné frekvencie, mame f[z] < f[b] a f[y] < flc]. Ako mozno vidiet
na obr. 37, aby sme ziskali strom 7”7 vymenime v strome T pozicie b a . Nésledne vymenime ¢
a y, aby sme dostali strom T7"'. Podla vztahu 18 je rozdiel cien T' a 7" rovny

B(T) = B(T") =) _ fleldr(c) = ) fleldri(c)

ceC ceC
= flaldr(x) + SB)dr (b) — flzldr(x) — flbldz(b)
= flz)dr(z) + f[bldz (b) — flz]dr(b) — flbldr(x)
= (JIb] = fle)(dz(b) — dr(x))
>0,

kedze oba rozdiely f[b] — f[#] a dr[b] — dp[x] s nezdporné. Presnejsie, f[b] — f[«] je nezdporné
lebo # je list s minimélnou frekvenciou a dr[b] — dp[«] je nezdporné lebo b je list maximélnej
hibky v T. 7 podobnych dévodov, kedZe vymena y a ¢ nespdsobi néarast ceny stromu, je rozdiel
B(T"y — B(T") taktiez nezdporny. To znamend, ze B(T") < B(T). Kedze T je optimélny strom
mame naviac nerovnost B(T) < B(T"), z ¢oho vyplyva, ze B(T") = B(T), a teda strom 7" je
optimalny strom, v ktorom sa x a y nachiddzajt na najnizsej Grovni, pricom st potomkami toho
istého uzla, z ¢oho uz priamo vyplyva tvrdenie lemy. a

Z lemy 5.1 vyplyva, ze proces vytvarania optimalneho stromu méze zaéinat greedy vyberom, t.j.
zli¢enim dvoch znakov s najmensou frekvenciou vyskytu. Nasledujiica lema ukazuje, ze problém
konstrukcie optimalneho prefixového kédu mé vlastnost optimalnej podstruktiry.

Lema 5.2 Nech T je uplny bindrny strom, ktory reprezentuje optimdiny prefirovy kéd nad abe-
cedou C. UvaZugme lubovolné dva znaky x a y, ktoré si sidrodencami v'T, a nech z je ich rodic.
Potom za predpokladu, Ze f[z] = flz]+ fly], strom T = T\ {x,y} reprezentuje optimalny prefizovy
kéd pre abecedu C" = (C\ {z,y}) U{z}.
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Obr. 37: Ilustracia kli¢ového kroku v ddkaze lemy 5.1. V optimdlnom strome 7, listy b a ¢ st dva
z najhlbsich listov, pricom st strodencami. Listy z a y sa tie, ktoré Huffmanov algoritmus zlidi ako prvé;
nachédzajt sa na lubovolnych poziciach v T. Listy b a z st vymenené, aby sme ziskali strom T’. Nasledne
st vymenené listy ¢ a y, aby sme ziskali strom T"'. Kedze ziadna zédmena nespésobi néarast ceny stromu,
vysledny strom 7"’ je preto optimalny.

Dékaz. Najprv ukdzeme, ze cenu B(T) stromu 7" mozno vyjadrif na zéklade ceny B(T") stromu
T'. Pre kazdé ¢ € C\ {z,y} mame dp(c) = dp/(c), a preto fle]dr(c) = flc]dr(c). Kedze
dr(z) =dp(y) = dr:(z) + 1, mame

flzldr(z) + flyldr (y)

(fle] + fTly)(dz(2) + 1)
JTeldr(2) + (fl=] + [T9])

z ¢coho dale]

B(I') = B(T") + fl=] + [Tyl -
Ak by T’ reprezentoval neoptimélny prefixovy kéd pre abecedu €7, potom by existoval strom 7",
ktorého listami st znaky C’, taky, ze B(T") < B(T"). Kedze z je znak z ', nachadza sa ako list
v strome T". Ak by sme pridali # a y ako synov uzla z v 7", potom by sme ziskali prefixovy kéd
pre C' s cenou B(T") + flx] + fly] < B(T), ¢o by bol spor s optimélnostou stromu 7. Teda T’
musi byt optimélny pre abecedu C”. |

Veta 5.3 Procediura HUFFMAN produkuje optimdlny prefirovy kdd.

Dékaz. Vyplyva priamo z liem 5.1 a 5.2. |

6 Pokrocilé datové struktary

V nasledujicom sa budeme zaoberat B-stromami. B-strom je vyvézeny vyhladavaci strom navrh-
nuty specialne pre ulozenie na magnetickom disku. Kedze magnetické disky st znacne pomalsie ako
operacné pamat, efektivnost B-stromov uréujeme nielen na zaklade vypoctového ¢asu potrebného
pre operacie na dynamickych mnozinach, ale aj na zédklade poc¢tu vykonanych pristupov k disku.
Pre kazd(i opericiu na B-strome sa pocet pristupov k disku zvacsuje s vyskou tohto B-stromu,
preto operacie na B-stromoch st navrhnuté takym spésobom, aby bola ¢o najmensia.

6.1 B-stromy

B-stromy st vyvéazené prehladdvacie stromy navrhnuté pre ulozenie na magnetickych diskoch.
Istym sposobom sa podobaji RB-stromom (vyska kazdého uzla v n-uzlovom B-strome je O(lgn)),
ale s vyhodnejsie z hladiska minimalizacie diskovych operécii. Uzly B-stromov mdzu mat mnoho
potomkov od niekolkych az po tisice, preto ich vyska moze byt znacne mensia ako vyska RB-
stromov s rovnakym poctom uzlov.

B-stromy s zovseobecnenim binarnych prehladdvacich stromov. Priklad B-stromu je znézor-
neny na obr. 38. Ak uzol & B-stromu obsahuje n[z] kfic¢ov, potom m4 n[z] + 1 potomkov. Klace
uzla « s pouzité ako deliace body rozdelujiice mnozinu kluc¢ov spadajtcich pod « na nfz] + 1
casti. Ak hladdme kFGé v B-strome, z daného uzla @ mozeme pokracoval v jednom z nlz] + 1
synov uzla . Rozhodnlf sa mozno na zéklade hodndt kltcov ulozenych v uzle .
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\BC||FG||JKL\ |NPHRSHVWHYZ|

Obr. 38: Priklad B-stromu, ktorého klticami st spoluhlasky. Vndtorny uzol x obahuje n[z] klicov a ma
n[z] + 1 potomkov. Vsetky listy maji rovnakd hlbku. Pri hladani pismena R s navstivené uzly oznacené
sedou farbou.

6.1.1 Definicia B-stromov

Pre jednoduchost budeme predpokladat, ze podobne ako pri bindrnych prehladdvacich stromoch,
st vsetky satelitné data ulozené v tom istom uzle ako kfi¢. V praxi by sme samozrejme spolu
s klt¢om ulozili iba ukazovatel na stranku obsahujtcu satelitné data pre tento klae. Dalsia bezne
pouzivana organizacia B-stromu uklada vsetky satelitné data v listoch a vo vnttornych uzloch
uklada iba klice a ukazovatele na potomkov.

B-strom T je strom, ktory spiﬁa nasledujtice vlastnosti.

1. Kazdy uzol x mé nasledujtice polozky:

a. n[z] — pocet klicov prave ulozenych v uzle «,
b. samotné kltice ulozené v neklesajiicom poradi: key[z] < key,[x] < - < key,[,[2],
c. leaf[z] — booleovska hodnota, ktor4 je TRUE ak « je list a FALSE, ak @ je vnatorny uzol.

2. Ak x je vnltorny uzol, obsahuje taktiez n[z] + 1 ukazovatelov ci[z], ca[z], . .., ¢p[o]41[7] na
svojich potomkov. Listy nemajt potomkov, preto st hodnoty ich poloziek ¢; nedefinované.
3. Klace key,[x] oddelujt rozsahy kltacov ulozenych v kazdom podstrome: ak k; je lubovolny
kla¢ ulozeny v podstrome s korefiom ¢;[z], potom
ki < key,[w] < ko < keyy[a] < - < key (0] < kppegn
4. Vsetky listy maja rovnaka hibku, ktord sa rovna vyske stromu h.

5. Pocet potomkov uzla je ohranic¢eny zhora aj zdola, pricom ho mozno vyjadrit na ziklade
pevne zvoleného celého ¢isla t > 2 nazyvaného minimdlny stupen B-stromu:

a. Kazdy uzol s vynimkou korefia musi mat aspon ¢t —1 klticov. Kazdy vnitorny uzol okrem
korena ma teda aspon ¢ potomkov. Ak je strom neprazdny, koren musi obsahovat aspon
jeden kItc.

b. Kazdy uzol mdze obsahovat nanajvys 2¢ — 1 klGcov. Vnitorné uzly mdézu preto mat
nanajvys 2¢t potomkov. Hovorime, ze uzol je plny, ak obsahuje presne 2t — 1 kltcov.

Najjednoduchsi pripad B-stromu (2-8-4 strom) nastiva, ak ¢ = 2. Kazdy vnftorny uzol potom
mé bud 2, 3 alebo 4 potomkov. V praxi sa pouzivajii B-stromy pre omnoho vacsie hodnoty ¢.

Vyska B-stromu

Pocet pristupov k disku potrebny pre vacsinu operécii na B-strome je priamo timerny vyske tohto
B-stromu.

Veta 6.1 Ak n > 1, potom pre kazdy n-klicovy B-strom T vysky h s minimdlnym stupriom t > 2
plati
n+1

h <log,
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Dokaz. Ak B-strom ma vysku h, potom pocet jeho uzlov je najmensi, ak koren obsahuje jeden
kIG¢ a vsetky ostatné uzly obsahuji ¢ — 1 kficov. V tomto pripade na prvej irovni sa nachidzajt

2 uzly, na druhej arovni 2¢ uzlov, na tretej 2t uzlov, atd. az po troven h, kde je 2t~ uzlov.
Teda pocet n klGcov splha nerovnost
h
no> 14 (-1 20!
i=1
th —1
=1+42t—-1
+20-1)(5)
=" -1,
z ¢coho priamo vyplyva tvrdenie vety. a

Hoci je vyska B-stromov aj RB-stromov rovna O(lg n), pre B-stromy méze byt zaklad logaritmu
omnoho vacsi. Pocet uzlov, ktoré treba nacitat z disku pri vacsine stromovych operdcii, je teda
priblizne (lgt)-krat mensi ako pre RB-stromy.

6.1.2 Zakladné operacie na B-stromoch

V tejto casti prezentujeme operacie B-TREE-SEARCH, B-TREE-CREATE a B-TREE-INSERT. Pri
tychto procediirach si osvojime dve konvencie:

e Koreni B-stromu je vidy v operacnej pamaiti, takze ho nikdy netreba z disku ¢itat (Disk-
READ). Zapisat (D1sk-WRITE) ho treba vidy po jeho modifikécii.

e Na vsetkych uzloch predavanych ako parametre musi byt uz vopred vykonand operécia DISK-
READ.

Vyhladivanie v B-strome

Vyhladévanie v B-strome sa podobd vyhladdvaniu v bindrnom prehladévacom strome, s tym roz-
dielom, ze namiesto vyberu jednej z dvoch moznych ciest mame viac moznosti v zavislosti od
poctu potomkov uzla.

B-TREE-SEARCH je priamociarym zovseobecnenim procediiry TREE-SEARCH definovanej pre
bindrne prehladdvacie stromy. Vstupom procediry B-TREE-SEARCH Je ukazovatel na koren z
podstromu a kla¢ k, ktory v tomto podstrome hfaddme. Volanie na najvyssej Grovni je teda
B-TREE-SEARCH(root[T], k). Ak sa k nachddza v B-strome, B-TREE-SEARCH vréti usporiadani
dvojicu (y, ¢) pozostavajicu z uzla y a indexu i takého, ze key,[y] = k. Inak je vratend hodnota
NIL.

B-TREE-SEARCH(x, k)

1 11

2 while (i <nf[z]) and (k > key;[z]) do

3 te—1t+1

4 if (i <n[z]) and (k = key;[z])

5 then return (z,1)

6 if leaf[z]

7 then return NIL

8 else DIsK-READ(c;[x])

9 return B-TREE-SEARCH(c;[z], k)

Na riadkoch 1-3 je nijdend najmensia hodnota i taka, ze k& < key,[z], alebo ak neexistuje,
tak premennej i je priradend hodnota nf[z] + 1. Riadky 4-5 overujt, ¢i sme nasli hladany klae.
Ak 4no, beh procediry je ukonceny. Riadky 6—9 bud ukoncia hfadanie, pricom indikuji netspech
hladania (ak # je list), alebo rekurzivne pokracuji v hladan{ v prislusnom podstrome # po vykonani
potrebnej operdcie DISK-READ. Obr. 38 zndzornuje ¢innost procedry B-TREE-SEARCH.
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Podobne ako pri procediire TREE-SEARCH uzly, ktoré treba prejst pri hladani klica, sa naché-
dzajt na ceste od korena smerom nadol. Preto je pocet diskovych stranok nacitanych procedirou
B-TREE-SEARCH rovny @(h) = O(log, n), kde h je vyska a n je pocet klacov B-stromu. Kedze
n[x] < 2t, ¢as behu cyklu while na riadkoch 2-3 pre kazdy uzol je O(¢), a teda celkovy vypocétovy
¢as je rovny O(th) = O(t log, n).

Vytvorenie prazdneho B-stromu

Na vytvorenie B-stromu T najprv pouzijeme B-TREE-CREATE, aby sme vytvorili prazdny koren,
a potom budeme vyvoldvat B-TREE-INSERT na vlozenie novych klacov. Obe tieto procediry
pouzivaji pomocnl procedru ALLOCATE-NODE (s ¢asom behu O(1)), ktoré alokuje jednu diskova
stranku pre novy uzol.

B-TREE-CREATE(T)

1 2+ ALLOCATE-NODE()
leaf[x] + TRUE

n[z] < 0
D1sk-WRITE(z)

root[T] + =

T W N

Procedtira B-TREE-CREATE vyzaduje O(1) diskovych operécii a O(1) ¢asu procesora.

Rozdelovanie uzla v B-strome

Vkladanie klica do B-stromu je znacne komplikovanejsie ako vkladanie do binarneho prehladéa-
vacieho stromu. Zakladnou operaciou pouzitou pocas vkladania je rozdelenie plného uzla y
(obsahujliceho 2¢ — 1 kltcov) okolo prostredného klica key,[y] na dva uzly po ¢ — 1 kltcoch.
Prostredny kIG¢ je presunuty nahor do otca uzla y, ktory nesmie byt plny. Tento kIG¢ je potom
pouzity ako deliaci bod medzi novymi stromami. Ak y nemé otca, potom vyska stromu narastie
ol.

Procedtira B-TREE-SPLIT-CHILD vezme ako vstup vndtorny uzol, ktory nie je plng (predpo-
kladdme, ze sa uz nachiddza v pamati), index ¢ a uzol y taky, ze y = ¢;[#] je plngm synom uzla x.
Procediira potom tohto syna rozdeli na dva uzly, pricom prislusne modifikuje uzol z.

N RS
it A N
e OGS . NONENE

v = cile] v=cila] \ : = cinlo]

|\P\Q\R\S\T\U\V\| QR| |\TUV|

NN |

| | |
Ty Ty T3 Ty T 15 17 Ty Ty 1y 13 T4 T 1y T3 Ty

Obr. 39: Rozdelenie uzla pre ¢ = 4. Uzol y je rozdeleny na dva uzly y a z, priCom jeho prostredny prvok
je presunuty do jeho otca.

Tento proces je znazorneny na obr. 39. Plny uzol y je rozdeleny okolo prostredného prvku 5,
ktory je néasledne presunuty do uzla x, ktory je rodicom y. Klice, ktoré st vacsie ako tento
prostredny prvok, st premiestnené do nového uzla z. Tento uzol sa stava novym synom z.
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B-TREE-INSERT(T, k)
7 root[T]
if n[rj=2t—1
then s « ALLOCATE-NODE()
root[T] « s
n[s] <0
cifs] < r
B-TREE-SPLIT-CHILD(s, 1, 7)
B-TREE-INSERT-NONFULL(s, k)
else B-TREE-INSERT-NONFULL(r, k)

© 0~ O Utk W~

Riadky 3-8 osetruja pripad, v ktorom je koren plny. Koreiom sa stava novy uzol s. Rozdelenie
korena je jediny spdsob, ktorym mozno zvacsit vysky B-stromu. Tento pripad je zndzorneny na
obr. 40. Procedira kon¢i vyvolanim B-TREE-INSERT-NONFULL, ktoré vloz{ kfa¢ k do stromu

root[T)

root[T)
|\A\D\F\HT\L\N\P\| T |\A\TD\F\| |\L\N\P\|
EREREEN RN
Ty T5 15 Ty T5 Ts Tr Tj Ty 15 T5 Ty Ty 15 15 Ty

Obr. 40: Rozdelenie korena pre t = 4. Koren r je rozdeleny na dve casti, pricom je vytvoreny novy
uzol s, ktory sa stéva korenom. Novy koren obsahuje prostredny prvok r, pricom jeho synmi si dve
polovice povodného korena. Pri tejto operacii narasta vyska B-stromu.

s korenom, ktory nie je plny. B-TREE-INSERT-NONFULL prechddza strom postupne nadol, pricom
kazdy plny uzol, ktory ide navstivit, rozdeli vyvolanim B-TREE-SPLIT-CHILD.

Pomocné rekurzivna procedtira B-TREE-INSERT-NONFULL vlozi kIG¢ k do uzla x, o ktorom
predpoklada, ze nie je plny v okamihu jej vyvolania.

B-TREE-SPLIT-CHILD(, ¢, y) B-TREE-INSERT-NONFULL(x, k)

1 z ¢ ALLOCATE-NODE() 1 ¢ nfz]

2 leaf[z] « leaf[y] 2 if leaf[x]

3 nfz]let—1 3 then while (¢ > 1) and (k < key;[x]) do
4 for j« 1 tot—1 do 4 key, 1 [x] « key;[x]

5 key ;[2] « key ;4 [v] 5 te—1—1

6 if not leaf[y] then 6 key, i [x] <k

7 for j« 1 to t do 7 nle] + nlz]+1

8 ¢ilz] « ¢4y 8 D1sK-WRITE(%)

9 nlyl<t—1 9 else while (i > 1) and k < key,[z] do
10 for j < nfz]+ 1 downto i+ 1 do 10 te—1—1

11 cjpale] « ¢;[z] 11 t—i+1

12 ciq1[x] 2 12 Disk-READ (¢;[#])

13 for j « n[x] downto i do 13 if nfei[2]] =2t — 1 then

14 key;[x] < key,[z] 14 B-TREE-SPLIT-CHILD(%, i, ¢;[2])
15 key;[x] « key,[x] 15 if k > key,[z] then

16 nfx] + nlz]+1 16 1141

17 DIsk-WRITE(y) 17 B-TREE-INSERT-NONFULL (¢;[2], k)
18 DIsk-WRITE(z)

—_
©

D1sk-WRITE(z)
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Procediira B-TREE-SPLIT-CHILD pracuje priamociaro metddou ,cut & paste”. Rozdelovany
uzol y je i-tym potomkom uzla z. Pocet jeho potomkov je vykonanim tejto operécie znizeny
z 2t — 1 nat — 1. Najvicsich ¢ — 1 synov uzla y je premiestnenych do uzla z (riadky 1-9), ktory
sa stdva novym potomkom z. Tento uzol je umiestneny do tabulky potomkov uzla x hned za y
(riadky 10-12). Prostredny kla¢ y je presunuty nahor do uzla # na poziciu medzi y a z (riadky 13—
16). Modifikované diskové stranky st zapfsané na riadkoch 17-19. Vypoctovy ¢as spotrebovany
procedtirou B-TREE-SPLIT-CHILD je rovny ©(¢).

g pyG r XJ\

A CDE JAHNO RSTUV||YZ|
vlozené B GMPXJ\
\
ABCDE||JEK||NO||lRSTUV]||Y 7|
Vlozey(; PTX\‘\
_— S~
ABCDE JAHNO QRS ||[UV ]|V 7|

(d) vlozené L

(e) vlozené F

|AaB||DEF || JKL||[NO| |QRS||UV||Y 7|

Obr. 41: VKkladanie kli¢ov do B-stromu. Minimalny stupen ¢ tohto B-stromu je 3, teda uzol moZe
obsahovat nanajvys 5 klii¢ov. Uzly, ktoré st modifikované operaciou vkladania st vyznacené Sedou farbou.
(a) Podiato¢ny strom. (b) Vysledok vlozenia B do pociatoéného stromu. Bolo vykonané jednoduché
vlozenie do listu. (c¢) Vysledok vloZenia @ do predchéadzajiceho stromu. Uzol RSTUV je rozdeleny na
dva uzly obsahujice RS a UV, kla¢ T je premiestneny do korena a @ je vlozeny do uzla RS. (d) Vysledok
vlozenia L do predchadzajiceho stromu. Koren je rozdeleny, ¢im vyska stromu narastie o 1. Potom je L
vlozené do listu obsahujiceho JK. (e) Vysledok vlozenia F' do predchidzajiceho stromu. Uzol ABCDE
je rozdeleny predtym ako je F' vlozené do jeho pravej polovice (uzol DE).

Vkladanie kliéa do B-stromu

Vkladanie klaca k do B-stromu 7" vysky h mozno vykonat na jeden priechod stromom smerom
nadol, ¢o vyzaduje O(h) pristupov k disku. Potrebny vypoctovy ¢as je rovny O(th) = O(t log, n).
Procedtira B-TREE-INSERT pouziva B-TREE-SPLIT, aby bolo zarucené, ze pocas rekurzie nenara-
zime na plny uzol.
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Procedira B-TREE-INSERT-NONFULL pracuje nasledovnym sposobom. Na riadkoch 3-8 je
osetreny pripad, ked x je list. Vtedy je klG¢ k jednoducho do uzla z vlozeny. Ak x nie je list,
potom musime k vlozit do prislusného listu nachadzajiceho sa v podstrome s korenom v 2. V tomto
pripade, riadky 9-11 urc¢ia syna x, v ktorom bude rekurzia pokracovat. Kéd na riadku 13 zisti, ¢i
sa jednd o plny uzol. Ak ano, tento uzol bude na riadku 14 rozdeleny pouzitim B-TREE-SPLIT-
CHILD na dva uzly, ktoré nie s plné. Nasledne, na riadkoch 15-16 sa urci, v ktorom z tychto uzlov
sa bude pokracovat. Ucelom kédu na riadkoch 13-16 je teda zabezpecit, aby procedira na riadku
17 nenarazila na plny uzol. Obr. 41 znazornuje rézne pripady vkladania do B-stromu.

Pocet pristupov k disku vykonanych procedirou B-TREE-INSERT je O(h) pre B-strom vysky A
nakolko medzi volaniami B-TREE-INSERT-NONFULL je vykonanych iba O(1) opericii DISK-READ
a DISK-WRITE. Celkovy pouzity vypoctovy cas je O(th) = O(tlog, n). Kedze je procedira B-
TREE-INSERT-NONFULL chvostovo-rekurzivna, mozno ju implementovat pomocou cyklu while.
To znamen4, Ze pocet stranok, ktoré sa musia naraz nachddzat v operacnej pamati, je ohraniceny

o(1).

(a) pociatoény strom

(b) F odstranené: pripad 1

| AB|IDEJEK]||NO| |QRrRS||[UvvV ]|y 7|

Obr. 42: Vymazévanie klicov z B-stromu. Minimalny stupen ¢ tohto B-stromu je 3, teda uzol (s vynim-
kou korena) musi obsahovat minimalne 2 klice. Uzly, ktoré st modifikované operaciou vymazivania st
vyznacené gedou farbou. (a) B-strom z obr. 41e. (b) Odstranenie F. Pripad 1 — jednoduché odstranenie
z listu. (c) Odstranenie M. Pripad 2a — predchodca L klaca M je presunuty nahor na pévodni poziciu M.
(d) Odstranenie G. Pripad 2c — G je premiestneny nadol, aby bol vytvoreny uzol DEGJ K, z ktorého je
nasledne G vymazany.
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(e) D odstranené: pripad 3b gl
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Obr. 43: Pokracovanie obr. 42. (e) Odstranenie D. Pripad 3b — rekurzia nemdze pokracovat v uzle C'L
lebo ma iba 2 klti¢e. Z tohto dovodu je P presunuty nadol, zldéeny s CL a TX, ¢im je vytvoreny uzol
CLPTX, ktory uz obsahuje dostato¢ny pocet kliicov na to, aby mohol byt D z neho odstraneny (pripad
1). (e')Prazdny koren, ktory vznikol v (d) je odstraneny, &im vyska stromu klesne. (f) Odstranenie B.
Pripad 3a — C je presunuty na poziciu B a F je premiestneny na povodmi poziciu C'.

6.1.3 Vymazavanie kltié¢a z B-stromu

Vymazavanie z B-stromu je trochu komplikovanejsie ako vkladanie, preto nebudeme uvadzat cely
pseudokdd, ale len nacrtneme spdsob, akym vymazat dany klic¢ z B-stromu. Predpokladajme,
ze procediira B-TREE-DELETE mé vymazat kli¢ k z podstromu s korenom z. Této procedira
je zostavend tak, aby bolo vidy zarucené, ze vidy ked je B-TREE-DELETE vyvolan na uzle z,
pocet kltcov z je aspon ¢ (t.j. o 1 kla¢ viac ako minimalny pocet). Preto niekedy treba vykonaf
presun klica do potomka este predtym ako nan procediira rekurzivne narazi. Této zosilnend
podmienka ndm umoziiuje vymazat kIG¢ zo stromu na jeden priechod smerom nadol bez potreby
navratu (s jednou vynimkou, ktorti vysvetlime). Ak niekedy nastane situécia, 7e sa koren « stane
vanttornym uzlom bez klicov, potom ho zo stromu vymazeme, pricom jeho jediny potomok ¢;[z]
sa stane novym korenom stromu, ¢im sa znizi celkovd vyska stromu (vlastnost, ze koren stromu
obsahuje aspofi jeden kla¢, ak je tento strom neprazdny, zostdva po tejto operacii zachovana).
Obr. 42 zné4zornuje rozne pripady, ktoré mdzu nastat pri vymazavani klica z B-stromu.

LI

1. Ak sa kla¢ k nachadza v uzle x, pricom x je list, jednoducho k z uzla x vymazeme.

2. Ak sa klu¢ k nachddza v uzle x, pricom z je vnttorny uzol, treba spravit nasledujiice:

a. Ak potomok y, ktory predchidza k v uzle  mé aspon t kIicov, potom néjdi predchodcu
k' uzla k v podstrome s koreniom v uzle y. Rekurzivne vymaz k' a uzol k nahrad &’ v .
(N4jdenie a nésledné vymazanie uzla &' mozno uskutocnif na jeden priechod stromu
smerom nadol.)

b. Podobne, ak potomok z, ktory nasleduje k v uzle £ ma aspon ¢ klticov, potom néjdi
nasledovnika &’ uzla k v podstrome s korefiom v uzle z. Rekurzivne vymaz k' a uzol
k nahrad &' v z. (Ndjdenie a nésledné vymazanie uzla k' mozno uskutoénit na jeden
priechod stromu smerom nadol.)

c. Inak, ak oba uzly y a 2 maja iba t — 1 klGcov, pridaj kla¢ k spolu so vsetkymi kltcmi
z do y, pricom z x odstranime klG¢ k aj ukazovatel na z. Uzol y teraz obsahuje 2t — 1
kltc¢ov. Potom uvolni z a rekurzivne vymaz k z y.
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3. Ak sa klt¢ k nenachddza vo vnGtornom uzle z, najdi koren ¢;[«] prislusného podstromu,
ktory musf obsahovat k za predpokladu, ze sa k v strome nachddza. Ak ¢;[#] m4ibat — 1
kFacov, vykonaj krok 3a alebo 3b, aby bolo zarucené, ze zosttipime na uzol obsahujici aspon ¢
kIticov. Potom rekurzivne pokracuj v prislusnom potomkovi uzla z.

a. Ak ¢;[z] obsahuje iba ¢ — 1 klG¢ov, ale mé strodenca, ktory obsahuje aspon t klacov, do
¢;[x] presun extra klG¢ z uzla . Nésledne presunn klaca zo suseda uzla ¢;[#] (pravého
alebo lavého) nahor do #. (Treba presunit aj prislusného potomka.)

b. Ak ¢;[#] a obaja jeho susedia (za predpokladu, ze existuji) obsahujt ¢t — 1 klacov, zlaé
¢; s jednym z nich, ¢o umozni presunutie kltca z = nadol do stredu novovzniknutého
uzla.

Kedze prevazna cast klicov B-stromov sa nachadza v listoch, mézeme ocakavat, ze v praxi
sl operacie vymazdvania najcastejsie pouzité na odstrdnenie klacov z listov. Procedtra B-TREE-
DELETE potom pracuje na jeden priechod stromu smerom nadol, bez potreby navratu. Ked
vymazavame kli¢ nachddzajici sa vo vnitornom uzle, procedtira prejde strom smerom nadol, ale
mbobze sa potrebovat vratit do uzla, z ktorého bol tento klu¢ odstrdneny, aby ho nahradila jeho
predchodcom alebo nasledovnikom (pripady 2a, 2b).

Hoci sa tato procedira zdd byt komplikovand, potrebuje iba O(h) diskovych operécii pre
B-strom vysky h, kedZe medzi rekurzivnymi vyvolaniami tejto procedtry je vykonanych iba O(1)
volan{ DISK-READ a DIsK-WRITE. Potrebny vypoctovy cas je O(th) = O(tlog, n).




