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Uvod

Cielom tvorby tohto textu je urobif prehlad o kltc¢ovych pojmoch a tvrdeniach z
teorie kombinatorickych struktir a pomoct tak pri priprave na skiasku. Dany text
nie je ndhradou absolvovania prednasoK| Vety, ktorych dékazy st nad nasu tirovet,
st oznacené hviezdickou.

Tento text je pisany na zaklade prednasok z predmetu Kombinatorické struktiry
v zimnom semestri akademického roku 2016/17, 2018/19 a 2020/21. Na tvorbe textu
sa podielali Askar Gafurov, Mario Lipovsky, Jozef Rajnik, Andrej Korman, Martin
Pageti, Ivan Agarsky, Jitka Muravska, Erik Rehulka, Peter Grochal a Lukas Gaborik.

Zdrojovy koéd ndjdete tu: https://github.com/japdlsd/komb_str_syllabus.
Pull requesty st vitané!

la ani nahradou pestrej stravy :)


https://github.com/japdlsd/komb_str_syllabus

Kapitola 1

Latinské stvorce

Latinsky stvorec, s ktorym budeme tuto kapitolu pracovat predstavuje stvorcovi
tabulku rozmerov n x n vyplnent n réznymi symbolmi, napriklad ¢islami od 1 po
n tak, ze v kazdom riadku a v kazdom stipci sa kazdy symbol vyskytuje prave
raz. Latinské Stvorce nachadzaji uplatnenie vo viacerych oblastiach ako Statistika,
linearna algebra, kédovanie alebo aj pri réznych logickych tlohach a hlavolamoch.

Jednoduchou ilustraciou latinskych Stvorcov je napriklad Sudoku, ktoré je vlastne
zosilneny latinsky stvorec o poziadavky na stvorcové bloky 3 x 3.

1.1 Definicia, zakladné vlastnosti

Okrem formalnej definicie latinského Stvorca, pripomenieme definiciu permutacie a
jej zakladnych vlastnosti. Riadky a stlpce latinského Stvorca si vieme predstavif ako

permutacie prvkov 1, ..., n, ¢o neskor vyuzijeme na alternativnu definiciu latinského
stvorca.

Def 1.1. Tabulka rozmerov n x n s prvkami z {1,...,n} je latinsky Stvorec radu
n, ak plati:

1. v kazdom riadku sa vyskytuje vsetkych n roznych symbolov
2. v kazdom stlpci sa vyskytuje vietkych n roznych symbolov
Uloha 1. Zostrojte latinsky §tvorec rddu 5.
Uloha 2. Zostrojte latinsky $tvorec radu 7.

Uloha 3. NapiSte program na generovanie latinskych stvorcov, ktory bude generovat
stvorec po riadkoch preberanim vsetkych moznosti.

Priklad 1.1. Zostrojovat a generovat latinské stvorce je prijemna tiloha na precvice-
nie definicie, no mézeme sa aj zamysliet naco by nam mohli byt uzitocné. Predstavme
si nasledujuci problém: Sme vlastnik farmy a chceme rozsirit produkciu o vajicka.
Mame na vyber z troch druhov sliepok sq, ss a s3. Chceme samozrejme vybrat tie, co
znest najviac vajec za nejaké obdobie, napriklad 3 mesiace - april, mdj a jun.

Na takéto porovnanie mozeme navrhniut jednoduchy experiment:

e Kupime 3 polia pq, po, p3 pre pasenie sliepok.

e Umiestnime druh s; na pole p;, druh s; na pole p, a druh s3 na pole ps.



e Spocitame pocet znesenych vajec za tri mesiace pre jednotlivé druhy sliepok a
vyberieme druh, ktory zniesol najviac.

Tento napad ma vsak zjavny problém, jeden druh testujeme iba na jednom poli.
Teda produkcia vajec daného druhu nemusi zélezat len od vlastnosti daného druhu,
ale aj od pola, na ktorom sa pasli. Napriklad pole p; je vystavené vacsiemu hluku,
pole py je blizsie k lesu, kde Zije vela liSok a pole p3 je podmyvané.

Lepsim riesenim by bolo testovat vsetky druhy na vsetkych poliach, na kazdom
aspon mesiac. Aby sme nemuseli kupovat dalsie polia alebo nerealizovali experiment
dlhsie, navrhneme rozpis, na ktorom poli bude, v ktorom mesiaci, ktory druh sliepok.
Tento rozpis mozeme reprezentovat a zostrojit ako latinsky stvorec, kde riadky budu
polia, stIpce mesiace a v bunkdch budd druhy sliepok.

Def 1.2. Dvojica S,, = (P, o) je grupa permutacii rddu n, kde P je mnozina vset-
kych permutécii velkosti n (t.j. mnozina vsetkych bijektivnych zobrazeni z mnoziny
{1,...,n} na 1u samu) a o je bindrna operacia skladania zobrazeni, definované na-
sledovné:

Vo, € S,Vr € {1,...,n}: (pov)(x) = op(v(x)).

de
Pre kratkost zapisu budeme symbol skladania vynechavat, t.j. ¢ 2 ¢o). Neutralny
prvok grupy S, (t.j. identické zobrazenie) budeme oznacovat 1.

Def 1.3. Nech ¢,¢ € S, st permutécie velkosti n. Potom vzdialenost dist(¢, 1))
dvoch permutacii definujeme ako pocet prvkov, ktoré dané permutacie zobrazia
rozne. Formalne,

dist(¢, v) := [{z | z € {1,...,n} A d(x) # ¥(z)}]

Def 1.4. Nech ¢ € S, je permutécia velkosti n. Potom Fiz(¢) je mnozina vSetkych
pevnych bodov permutacie ¢. Forméalne,

Fiz(¢) :={x |z e {l,...,n} ANp(x) =z}
Uloha 4. Dokazte, Ze plati Vo € S, : Fiz(¢) = Fiz(¢™).
Veta 1.1. Nech ¢,v € S,, su permutdcie velkosti n. Potom plati:
1. VYA €S, : dist(pA, Y A) = dist(Ag, \p) = dist(¢, )
2. dist(6, ) = dist(1,671) = n — |Fia(¢~'v)

Dékaz. Zacneme dokazom prvého tvrdenia. Dokazeme rovnost dist(¢A, ) = dist(¢, 1),
druhi rovnost prenechavame ¢itatelovi ako samostatné cvicenie (tiloha [5)).

Chceme ukazat, ze vzdialenosti dvoch parov permutécii st rovnaké. To znamena,
ze pocty prvkov, v ktorych sa ich hodnoty lisia, je rovnaky. Prvii mnozinu prvkov
oznacime ako A, druhu ako B. Formalne, nech

A={z|lz e {l,....n} ANop(z) # Y(x)}
(t.j. dist(¢,v) = |A| z definicie vzdialenosti a
B = {yly € {1,....n} No(Ay)) # ¥(A(y))}
(t.j. dist(¢A, ¥A) = |B| z definicie vzdialenosti [1.3).
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Najprv ukazeme, ze plati |A| < |B|, nasledne |B| < |A|. Z toho uz platnost
prvého tvrdenia z vety bude oc¢ividna.

Nech z € A. Z definicie mnoziny A vyplyva, ze ¢(x) # ¢ (z). Nech y := A7 ().
Potom plati, ze ¢(A(y)) # ¥ (A(y)), ¢ize y € B z definicie mnoziny B. Kedze A™!
je permutacia, tak je injektivnym zobrazenim. To znamena, ze rdézne hodnoty z
premietne do réznych hodnot y. Z toho vyplyva, Ze velkost mnoziny B je aspon tak
velkd, ako mnoziny A, t.j. |A| < |B|.

Ukézeme teraz druhi nerovnost. Nech y € B. Potom (z definicie mnoziny B)
plati ¢(A(y)) # ¥(A(y)). Teda, z definicie mnoziny A, A\(y) € A. Analogicky (z
injektivity permutacie \) vyplyva, ze |B| < |A|. Tymto je ddkaz prvého tvrdenia
z dokazovanej vety ukonceny.

Dokaz druhého tvrdenia z vety prenechavame citatelovi ako samostatné cvicenie
(dloha @ ]

Uloha 5. Dokazte, 7e Vo, 1, A € S,, : dist(A\p, \p) = dist(¢, ).
Uloha 6. Dokdzte tvrdenie 2 z vety [1.1 (hint: pouZite prvé turdenie z tejlo vety).
Uloha 7. Dokaite, 7e Vo, € S,, : dist(¢, 1) = dist(¢~",").

Veta 1.2. Funkcia dist(¢,1)) je metrikou priestoru S,, t.j. ona spliia nasledujice
podmienky:

1. Vo, € S, 1 dist(¢p, ) =0 ¢ =1
2. Vo, € S, : dist(¢, 1) = dist(v, @) (symetria)
3. Yo, A €S, ¢ dist(¢, ¢) + dist(i, A) > dist(¢, A) (trojuholnikovd nerovnost)

Dokaz. Prvé dve tvrdenia st ocividné a nepotrebuji sSpecidlny dokaz. Pozrime sa
teda na tretie tvrdenie o trojuholnikovej nerovnosti.
Nech ¢1, ¢, ¢3 € S,,. Treba dokazat, 7d|

dist(61, 6s) + dist (s, dg) > dist(e1, bs)-

7 vety [L.1] tdto nerovnost je ekvivalentna s nerovnostouf|

(n — [Fiz(¢7'¢)]) + (n — |[Fiz(63'6s)]) = n — |Fiz(p7'6s)|

Ak komplement mnoziny A (vzhladom na zdkladni mnozinu {1,...,n}) oznacime
ako A, tak ttito nerovnost méZzeme prepisat do daldieho ekvivalentného tvar:

Fiz(97 02)| + [Fiz(9;03)| > [Fiz(d1 ).

Dokézeme si pomocné tvrdenid’}

Fiz(6:92) U Fia(9; ' 0s) 2 Fia (g1 6s).

1tu a dalej: otdzniky nad znakmi rovnosti, nerovnosti alebo inych relcii oznaéuju ten fakt, Ze
dané tvrdenia esSte nie st dokdzané v ramci textu. Pouzivame tito notdciu najma v pripadoch, ked
robime dpravy nad prave dokazovanymi tvrdeniami

2yi¢sina udebnicovych dékazov mé velmi jednoduchi schému: sktigame pouzit postupne vietky
doteraz dokdzané vety. V danom pripade prehladavanie je ulahcené tym faktom, Ze toto je este len
druhéa veta

3pozor, v tretej kapitole si podobnym symbolom budeme oznacovat uzéver mnoziny v matroide

4niektorf Iudia v tychto okamihoch zvykni nahlas povedat "Heuréka!"




Vsimnite si, ze ak dana inklazia plati, tak z nej vyplyvaju aj predchadzajice
tvrdenia (kvoli AUB O C = |[AU B| > |C]| = |A| + |B| > |C]). Mdzeme toto
tvrdenie prepisat do ekvivalentného tvaru, odstraniac znaky komplementu:

Piz(¢7'¢2) N Fiz(63"0s) C Fia(o7"s).

Tito inkliziu dokdZeme priamo. Nech x € Fiz(¢y ds) N Fiz(py ¢3). Potom
= ¢ (pa(1)) a x = ¢3 ' (¢3(x)). Dosadenim druhej rovnosti do prvej dostaneme
v = ¢y oty H(p3()))) = ¢ (p3(x)), Cize x je aj pevnym bodom permutécie
1 03, t.j. v € Fiz(oy ps). Tymto je ddkaz pomocného tvrdenia, a s tym aj celej
vety, ukonceny. O

Def 1.5. Latinsky obdlznik rozmerov k x n je postupnost L = [¢1, ¢, . . . , d3] per-
mutacii z S, takych, ze vsetky st vo vzdialenosti n. Formalne,

Vi,je{l,...,n}:i#j=dist(¢;, ;) =n

Def 1.6. (Ind definicia latinskych Stvorcov) Latinsky Stvorec rddu n je latinsky
obdlznik typu k£ x n s maximalnou dlzkou postupnosti. Inak povedané, latinsky
stvorec radu n je postupnost n permutacii z S,,, ktoré si od seba vzdialené n.

Uloha 8. Nech I = [¢1, ..., ¢;] je latinsky obdlZnik typu kxn a X € S, je permutécia
radu n. Dokazte, ze [Agy,..., A¢x] a [p1A, ..., ¢rA] st tiez latinskymi obdlznikmi
typu k X n.

Def 1.7. Nech X je mnozina a X = {Xy,..., Xx},Vi € {1,...,k} : X; C X
je systém jej podmnozin. Systém rozlicnych reprezentantov pre X je postupnost
x1,... x5, Vi € {1,... k} 1 x; € X; a zdroven su vsetky jej prvky rozne, teda Vi, j €
{1,...k}ri#j=a #

Lema 1.3. (Hallova veta o pdreni, 1935) Nech G = (AU B, E), kde E C A x
B, je konecny bipartitny graf s particiami A a B. Nech Ng(W) je okolie mnoZiny
vrcholov W C A. Formdlne, No(W) :={y € B|3x € W : (z,y) € E} Potom graf G

md pdrenie pokryvajice mnozinu A prave vtedy ked
VW C A [Na(W)] > (W],

Neformdlne povedané, ak kazdda podmmnozina vrcholov z A md dostatocny pocet kan-
didatov na spdrovanie.

Dokaz tejto lemy mozete néjst v knihe Graph Theory (Diestel, 2000)7]

Veta 1.4. (Hallova veta pre mnoZiny) Nech X je systém podmnozZin mnoziny X.
AEVY = {Y1,....Yn} C X |Uyey Y| > m tak pre X existuje systém rozlicnyjch
reprezentantov.

Dokaz. Cez Hallovu vetu pre bipartitné grafy. Vytvorime bipartitny graf, ktorého
particia A obsahuje jeden vrchol pre kazdi mnozinu z X’ a particia B obsahuje jeden
vrchol pre kazdy prvok z X. Kazdy vrchol mnoziny spojime s vrcholmi prvkov, ktoré
obsahuje, teda (X;,z;) € E(G) < z; € X;. Z Hallovej vety o pareni potom existuje
parenie pokryvajuce vsetky vrcholy A, ak z kazdej podmnoziny vrcholov A velkosti
m vychadza aspon m hran. O]

Salebo na Wikipédii: https://en.wikipedia.org/wiki/Hall’s_marriage theorem


https://en.wikipedia.org/wiki/Hall%27s_marriage_theorem

Uloha 9. Napiste polynomidlny algoritmus na néjdenie systému rozli¢nych repre-
zentantov.

Veta 1.5. KaZdy latinsky obdZnik sa dd doplnit na latinsky Stvorec.

Dékaz. Pomocou Hallovej vety dokdzeme, Ze do kazdého latinského obdlznika & x
n,k < n vieme pridat dalsi riadok. Pre -ty stipec obdlZnika definujeme mnozinu
kandidétov X; ako prvky, ktoré sa v stipci nenachddzaji. Z latinskej vlastnosti
vyplyva, Ze do kazdého stlpca sa dd doplnit prave n—k prvkov, teda Vi € {1,...,n}:
| X;| = n — k. Opacne, kazdy prvok sa da doplnit do n — k stipcov. Bipartitny graf
zodpovedajici X = {X1,... X,,} je teda (n—k)-regularny. Z kazdej mnoziny stipcov
velkosti m tak vychddza m(n — k) hrén, ktoré musia v druhej particii vchadzat do
m vrcholov. KedZe je splnend Hallova podmienka, existuje systém reprezentantov
X, ktory vieme pouzit ako (k 4+ 1)-vy riadok latinského obdlZnika. ]

Uloha 10. Napiste polynomidlny algoritmus na generovanie alebo dopliiovanie la-
tinskych stvorcov (hint: pouzite algoritmus z ilohy @

1.2 Ortogonalne latinské stvorce

Def 1.8. Nech [ = [¢1,...,¢,] al = [thq, ..., 1,] st latinské Stvorce rddu n. Hovo-
rime, ze [ a I’ si ortogondlne (znécime ako [ L I’), ak plati:

Inak povedané, ak z prvkov na rovnakych poziciach vytvorime dvojice, tak sa kazda
dvojica z {1,... ,n}2 objavi préave raz.

Uloha 11. N4jdite dva ortogonalne latinské stvorce radu 5.

Uloha 12. Napiste (nie nutne polynomiédlny) program, ktory pre dany latinsky
stvorec najde jemu ortogonalny.

Veta 1.6. Nech | = [¢p1,..., 04 a l! = [t1,...,¢,] st latinské Stvorce radu n.
Zavedieme nasledovné znacenia:

e Nech A € S, potom Nl := [Ao1, ..., A\p,] (Al je tieZ latinsky stvorec).
e Nech kompozicia l al' je definovand ako Lol := [p1)1, ..., dniby].
Potom plati:

LILU & [Whort, ... vndst je latinsky Stvorec

2. Ak \,p€e S, al LU, tak aj Nl L pl’

3. 1 L 1" & existuje latinsky stvorec I” taky, zZel' =1" ol

Dokaz. Prvé tvrdenie je ekvivalenciou, oznac¢ime lavi stranu ako A a pravu ako
B. Dokazovat tuto ekvivalenciu budeme postupne, obidve implikacie A = B a
B = A samostatne. Obidve implikdcie budeme dokazovat nepriamo, t.j. dokazeme
tvrdenia A = =B a =B = —A.

A 3G ke {1, n) () # (kD) A Gi() = 6e(l) M) = D)

SBEL 3L T X € (L} T T Ao (X) = $s67'(X)



-A = —B:
Nech plati =A a nech 4, j, k, [ st prislusné ¢isla z tvrdenia. Nechﬂ X = ¢i(y) =
‘?

de(l), I == i,J := k. Treba ukazat, #e I # J a ¢;¢7 (X) = 1,67 (X). Zacnime
druhym:

o7 (X) = V054 (X) dosadime hodnoty X, I, J
Vit (1)) = e (91(0) 60~ (z) = 2
V() L (1) plati z predpokladu —A

”
Zostéva eSte ukdzat, ze I # .J. Sporom: nech I = J, &ize i = k. Potom nutne j # [
(z predpokladu —A). Po dosadeni do tvrdenia = A dostéavame j # I A ¢;(7) = ¢:(1),
t.j. permutacia ¢; zobrazuje dva rézne prvky j a [ do toho istého prvku, ¢o je spor
s tym, Ze ¢; je injektivne zobrazenie. Tymto je dokaz prvej implikacie z prvého
tvrdenia vety ukonceny.
-B = —A:
Nech plati =B a I, J, X st prislusné ¢isla z tvrdenia. Nech ¢ := I, k := J, j :=
?

61 (X), 1= 67" (X). Treba ukdzat, 7e (i, j) # (k,1), ¢:(j) = ox(l) a ¥:(4) = ¥u(D).
Prvé tvrdenie je platné kvoli predpokladu I # J <= i # k.
Druhé tvrdenie:

6:(4) = ox(l)
o1(¢; (X)) = ¢s(07H (X))
XLXx
Tretie tvrdenie:
i) = e(l)
V(o7 (X)) < V(671 (X)) z predpokladu =B

Tymto je dokaz druhej implikacie, a s tym aj prvého tvrdenia z vety celkovo
ukonceny. Dokaz druhého a tretieho tvrdenia prenechavame citatelovi ako samos-

tatné cvicenie (tilohy [13]a [14). O
Uloha 13. Dokazte tvrdenie 2 z vety .
Uloha 14. Dokézte tvrdenie 3 z vety .

Def 1.9. Mnozinu vzajomne ortogonalnych latinskych stvorcov budeme oznacovat
MOLS a mnozinu vzajomne ortogondalnych latinskych stvorcov radu n oznacime

MOLS(n).
Veta 1.7. Mazimdlna (vzhladom na inkliziu) MOLS(n) md najviac n — 1 prokov.

Doékaz. Sporom: nech dokazované tvrdenie neplati, teda existuje n navzajom orto-
gonalnych latinskych stvorcov [y, ..., [, rddu n. Preusporiadajme stlpce latinskych

Sindexy I a J sme zvolili tak, lebo st to jediné permutécie ¢;, o ktorych nieéo vieme. Podobne
aj X, nakolko vieme o Specifickom spravani danych permutécii len v tomto bode



Stvorcov tak, aby prvy riadok v kazdom bol rovny (1,...,n) (z vety [1.6]). Pozrime
sa teraz na prvé policko v druhom riadku vsetkych n latinskych stvorcov.

Tieto policka nesmi obsahovat 1, lebo v prvom stipci je uz pouzita. Zaroven vsak
plati, ze hodnoty v tychto polickach musia byt navzajom rézne, nakolko sa pary typu
(k, k) uz vyskytuja pri prvom riadku v kazdom péare latinskych stvorcov (z definicie
ortogonalnych latinskych stvorcov, kazd4 dvojica hodnot, vytvorend z prvkov na
rovnakych pozicidch, sa musi vyskytnit prave raz). Nakolko vybrat z (n — 1) hodnot
az n roznych nie je mozné, dostavame spor, ¢im je dokaz ukonceny. O

Def 1.10. Latinsky stvorec je v normalnom tvare, ak prvy riadok tabulky je rovny
(1,...,n) a prvy stlpec je rovny (1,...,n)7.

Def 1.11. Latinské stvorce | a I’ st izotopické, ak sa daji permutéciou riadkov,
stlpcov a nazvov prvkov previest na rovnaky latinsky Stvorec v normalnom tvare.

Poznamka 1.1. Latinsky Stvorec v normalnom tvare zodpoveda tabulke binarnej
operécie kvazigrupy (kvazigrupa je mnozina () s binarnou operaciou o, v ktorej pre
kazdy prvok a,b € @) existuje prave jedno z,y € ) také, ze platia rovnosti aox = b
ayoa=>bY]

Plati, ze 2 kvazigrupy su izomorfné prave vtedy, ked prislusné latinské Stvorce
st izotopické.

Uloha 15. N4jdite dva neizotopické latinské Stvorce radu 5.

Uloha 16. Napiste program, ktory pre dva zadané latinské Stvorce overi, & st
izotopické.

Def 1.12. Latinsky stvorec si vieme predstavit ako maximalnu (na inkliziu) mno-
zinu A trojic (r,¢,s) € {1,...,n}*, kde r zodpoved4 &slu riadku, ¢ zodpoved4 &slu
stlpca a s zodpoveda hodnote v policku (i, j), takd, ze plati:

e vietky dvojice (r,c) st rozne ("mame n? policok”)

e vsetky dvojice (r, s) st rézne (v kazdom riadku sa vyskytnu vsetky hodnoty
od 1 pon”)

e vsetky dvojice (¢, s) st rozne ("v kazdom stIpci sa vyskytnd vietky hodnoty
od 1 pon”)

Konjugaciou latinského Stvorca voldme mnozinu trojic A’, ktord vznikne z A
permutéciou trojic. Formélne, nech A € S5 je permutacia velkosti 3, potom

A= {(@A(l),am),ax(z%)) | (al,ama?’) € A}

Latinské stvorce, ktoré sa daji jeden z druhého dostat pomocou konjugacie,
volame konjugované. Latinské Stvorce, ktoré sa daji jeden z druhého dostat pomocou
konjugacie a izotopie, volame paratopické.

Uloha 17. N4jdite dva neparatopické latinské stvorce radu 5.

Uloha 18. Napiste program, ktory pre dva zadané latinské stvorce rozhodne, ¢i st
paratopické.

7d4 sa to neformélne predstavit ako klasickt grupu bez zarudenej asociativity



Veta 1.8. (Stevens, 1935) Ak n = p*, kde p je prvocislo, tak mazimdlna MOLS(n)
md n — 1 prvkov.

Konstrukcia. Cislo n je mocninou prvodisla, preto existuje koneéné pol F =
GF(n) prislusnej velkosti. O¢islujeme prvky pola F' v lubovolnom poradi, ale nech
ag = 0.

k-ty latinsky stvorec si ozna¢me ako [ = (a(k)).

ij
(k)

a;;° = a0 + a;

Dokaz. Dokaz pozostava z dvoch casti. Najprv treba ukazat, ze skonstruované [
st naozaj latinskymi Stvorcami, nasledne treba ukazat, ze kazda dvojica (I,,1,) je
ortogonalna.

Latinsky tvorec musi spliiat podla definicie dve podmienky:

1. v kazdom riadku je préave raz kazdé z ¢isel {1,...,n}, respektive
vz?]la]? € {L s 7”} 5 7é J2 — az(jl) 7é az(jga
2. v kazdom stlpci je prave raz kazdé z isel {1,...,n}, respektive

Vi17i27j € {17777’} : il #22 g a(k) 7£ al(fj)

i1]
Sporom, nech prva podmienka neplati, ¢ize
i, j1, 2 € {1,...,n}: j1 # Jjo /\al(jl) = agh).
(k) _ (k).

Pozrieme sa blizsie na vyraz a;;, = a;;):

(k) _ (k)
i = Qig
a;a + aj; = a;ax + a;,

Cle = CLJ'2 SPOR

a

Dokaz druhej podmienky sporom privedie ku vyrazu a; ar + a; = a;,a, + a;,
ktory taktiez vedie ku sporu.
Teraz zostava dokazat Vki, ke € {1,...,n} : ki # ko = Iy, L lx,. Sporom, nech
El/ﬁ, kg . kl # kg N lkl l lkg; ¢ize
i Gk L (5,5) # (k1) Aal”) = ag) Aal? = gy,
Prepiseme tento vyrok podla konstrukcie a dostaneme:
(i,7) # (k, 1) N asar, + a; = arag, + a A\ a;ay, + a; = apax, + a.

Po zopar algebraickych tpravach dostaneme:
(i,7) # (k, 1) A ai — ar)aw, = ar — a; = (a; — ag)ag,-

Ak i # k, tak a; — ap # 0, ¢ize ag, = ay, = k1 = ko, Co je spor.
Ak j # 1, tak a; — a; # 0, ¢ize (a; — ap)ag, # 0 = a; # a, = ay, = a, =
ki1 = ko, ¢o je spor.
Tymto je dokaz spravnosti konstrukcie ukonceny.
O
nie vSetci vedia, ale konec¢né polia sa volaju tak kvoli tradi¢nému pokriku studentov informatiky

”Konecne st na nieco dobre!”, ktory im samovolne vyleti z tst, ked prvykrat zbadaja tieto struktary
mimo druhého semestra vyssej algebry

8
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Priklad 1.2. Povedzme, Ze chceme zostrojit tri navzajom ortogonalne latinské
Stvorce. Budeme postupovat podla konstrukcie z predchdadzajticej vety [1.8] Najprv
teda potrebujeme zostrojif konecné pole velkosti 4. To sa d& napriklad faktoriza-
ciou okruhu Zs|x] podla polynému x? + x + 1, ktory je ireducibilny nad Z,. Prvky
GFy = Zo|x]/(2* + z + 1) s {0,1, 2,z + 1}. Zostrojme multiplikacné tabulky pre
toto pole:

|+ ] 0O 1 x x—l—l" T TS
0 0 1 T z+1
1 1 0 z+41 = . i xf_l lerl
I T z+1 0 1 z+1|x+1 1 T
r+1||lx+1 T 1 0

Ocislujeme prvky pola GFy ako ag = 0,a; = 1,as = x,a3 = x + 1. Teraz uz mame
vsetko potrebné aby sme zostrojili pozadované latinské stvorce. Prvy latinsky Stvorec
bude mat prvky al(-;) = a;a; + aj, pre i,j € {0,1,2,3}:

_— O W N

3
2
1
0

w N = O
N W O~

Napriklad prvok $tvorca v prvom riadku a druhom stipci (indexujic od nuly) je

a%) =aja;+ay =1-2+1=2x+1 = as. Druhy a treti Stvorec zostrojime analogicky:

— W N O
W = O N

0123
3210
1 03 2
2 301

O N W
N O =W

Def 1.13. Mnozina n — 1 vzajomne ortogonalnych latinskych Stvorcov radu n sa
nazyva uplna MOLS(n).

Uloha 19. Napiste program, ktory pre zadané prvoéislo p zostroji aplnt MOLS (n).

Uloha 20. Napiste program, ktory pre zadané prvodislo p a &slo « zostroji tplnt
MOLS(p®).

Veta* 1.9. (Bose, Parker, Schrickhande, 1960)
Vn > 3 An #6: existuji aspon dva vzdjomne ortogondlne latinské stvorce radu
n.

Poznamka 1.2. Tato veta, ma za sebou zaujimavy historicky pribeh. Euler sa zaobe-
ral problémom zostrojovania ortogonalnych latinskych sStvorcov este v 18. storodi.
Katarina Velka ho poziadala, aby navrhol ako usporiadat 36 dostojnikov s 6 hodnos-
tami zo 6 plukov do tvorca tak, aby v kazdom riadku a kazdom stlpci boli dostojnici
roznej hodnosti a aj z réznych plukov. Inymi slovami aby zostrojil dva ortogondalne
latinské stvorce radu 6, v jednom by boli usporiadané hodnosti a v druhom pluky
dostojnikov. Ich prekrytie by tvorilo pozadované usporiadanie dostojnikov.
Eulerovi sa tento problém nepodarilo vyriesit, ale pocas svojho badania navrhol
postup pre zostrojovanie dvoch vzajomne ortogonalnych latinskych stvorcov radu
n pre neparne n a n, ktoré je nasobkom 4. Popritom odpozoroval, Ze nie je mozné
zostrojit dva vzajomne ortogondlne latinské stvorce radu 2 a kedze nebol schopny
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zostrojit stvorce radu 6, tak vyslovil hypotézu, ze pre neparne pérneﬂ n =2 (mod 4)
neexistuji vzajomne ortogondlne latinské stvorce radu n.

V roku 1959 sa vSak podarilo zostrojit dva vzajomne ortogonalne latinské stvorce
radu 10 pomocou hrubej sily a pocitaca, ¢o bolo jedno z prvych pouziti vypoctove;j
sily na riesenie matematickych problémov. Neskor v tom roku vydali Bose, Parker a
Schrickhande ¢lanok, v ktorom dokazali, Ze vzajomne ortogonalne latinské stvorce
existuja pre kazdé n > 1 okrem n = 2 an = 6. Tymto definitivne vyvratili Eulerovu
hypotézu.

Euler teda spozoroval vynimku na dvoch pripadoch a mylne ju generalizoval na
vsetky neparne parne rady stvorcov. No vyvratit jeho hypotézu trvalo priblizne 200
rokov.

Def 1.14. Nech A € R™™ a B € RP*? st matice Tubovolnej velkosti. Potom matica
A® B € R"*™ je Kronekerovym sic¢inom matic A a B, ak plati:

CLHB tee almB
A®B=| : :
amB - ap,B

Priklad 1.3. Kroneckerov stic¢in moze byt napriklad:

e T T T 11 2 2 3 3
vl [ | A AT e a5
T e | e Y R A E IR ENE I

o) sl o] o) gl Lo 50 e

Veta* 1.10. (Viastnosti Kronekerovho sucinu)
1. (A B)' = AT @ BT
2. (A+B)eC=A®C+BaC
3. (AB)® (CD) = (A® C)(B® D)
Veta 1.11. [MOLS(ny)| > m A |MOLS(ng)| > m = |[MOLS(nins)| > m

Konstrukcia. k-ty latinsky Stvorec radu nins sa da ziskat pomocou Kroneckerovho
suc¢inu k-tych prislusnych latinskych stvorcov radu ny a ns.

Formalne, nech 1y, ..., [, st ortogondlne latinské stvorce radu ny a lj,... 1, st
ortogonalne latinské stvorce rddu ny. Potom mnozina matic {l; ® [}, | k < m}, kde
® je Kroneckerov sucin matic, je mnozina ortogonélnych latinskych Stvorcov radu
ninsy.

Overenie spravnosti tejto konstrukcie prenechavame citatelovi ako samostatné

cvicenie (tloha [21)).
Désledok 1.11.1.
n=p'ps?...pf" = |[MOLS(n)| > min(p* — 1)

Uloha 21. Dokézte spravnost konstrukcie z vety [1.11]

9Viac o neparne parnych ¢islach sa d4 docitat na https://en.wikipedia.org/wiki/Singly_
and_doubly_even
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 https://en.wikipedia.org/wiki/Singly_and_doubly_even
 https://en.wikipedia.org/wiki/Singly_and_doubly_even

Veta 1.12.
n=2m-—1=|MOLS(n)| > 2

Konstrukcia. Pohybujeme sa v cyklickej grupe (Z,,+) = {0,...,n — 1}.

A= (ay;), a; :=m(i+j) (mod n)
B := (b;j), bij :== (i — j) (mod n)

Overenie spravnosti tejto konstrukcie prenechavame citatelovi ako samostatné

cvicenie (dloha [22)).

Uloha 22. Dokézte spravnost konstrukcie z vety [1.12]

1.3 Traverzaly

Traverzala latinského Stvorca je taky vyber n poli¢ok, ze v kazdom riadku je vybraté
prave jedno policko, v kazdom stlpci je vybraté prave jedno policko a kazdy symbol
je obsiahnuty v prave jednom policku.

Def 1.15. Nech A := (a;5) je latinsky Stvorec velkosti n. n-tica { (i1, j1), (i2, j2), - - - , (in, Jn)}
je traverzéla latinského Stvorca A p. v. k. {a;,j,, Gigjos - - -+ Qinjn b = {01,102, .., In} =
{j17j27 s 7jn} = {1, 2,... ,n}

Uloha 23. N4jdite jeden latinsky Stvorec, ktory mé traverzilu a jeden, ktory nemé4
traverzalu.

Uloha 24. Nech A := (ay;),a;; = i + j je latinsky Stvorec velkosti n. Ukéite, ze A
nema traverzalu.

Veta 1.13. Nech A := (a;j), B := (b;;) s kolmé latinské stvorce velkosti n, ¢ €
{1,2,...,n},T ={(4,7)|aij = c}. Potom T je traverzdla stvorca B.

Dokaz. Kedze A je latinsky stvorec, tak plati, ze velkost T' je n a pre kazdé dva
rozne prvky (i1, j1), (i2, jo) € T plati iy # is, j1 # jo z ¢oho vyplyva {iq,is,..., iy} =
(irodos g} = {1,2,...,n}.

Kedze A a B st na seba kolmé, tak b;, ;, a b;,;, ((ig, jr), (0, 1) € T, (ik, Jx) # (01, 1))
musia byt rozne a teda {b;,;,, biyjns - - - binjn } = {1,2,...,n}. O

Doésledok 1.13.1. Latinsky stvorec velkosti n ma kolmi dvojicku, prave vtedy ked
sa da pokryt n traverzdlami.
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Kapitola 2

Blokové plany

Blokové plany st kombinatorické struktiry, pre ktoré existuje vela vyuziti v Sta-
tistike, dizajne experimentov, teoérii kdodovania, teoérii grafov a dalsich oblastiach.
Napriklad aj pri dizajne spolo¢enskych hier :) Populdrna hra Dobble je vlastne blo-
kovy plan, kde jednotlivé karty st bloky a symboly na kartach st objekty.

2.1 Symetrické blokové plany

Def 2.1. Nech X = {zy,...,2,} je mnozina objektov a B = {X3,..., X, } C P(X)
je mnozina podmnozin objektov (tieto podmnoziny voldme bloky), pricom si splnené
nasledujice podmienky:

1. | Xi|=kprei=1,2,...,0;
2. [ XiNX;| = X prei# j;
3. 0< A A<k<v—1.

Potom systém blokov B volame (v, k, \) - konfigurdcia (alebo symetricky blokovy
plan).

Def 2.2. Maticou incidencie (v,k, ) - konfigurdcie volame 0, I-maticu A = (ay;),
kde a;; = 1 prave vtedy, ked z; € X;, inak a;; = 0.

Veta 2.1. Oznacme I jednotkovi matz’cﬂ radu v a J maticu pozostdvajicu zo sa-
mych jednotiek radu v. UkdZeme si teraz sériu vlastnosti (v,k,\) - konfigurdcie s
maticou incidencie A, ktoré nam pomozu v dokdzani ekvivalencie dudlneho pohladu
na blokové plany.

1. AJ =kJ

2. AAT = AT+ (k — NI

3. det(AAT) = (det(A))? = (k + A(v — 1)) (k — A)"~!
b k(k—1) = Ao — 1)

5. JA=kJ

6. AAT = AT A

ljednotkova matica je matica, ktord ma na diagondle jednotky a mimo diagondly nuly
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Dokaz. Dokazeme postupne jednotlivé body.

1. AJ=kJ.
Riadok ¢ matice A popisuje, ktoré objekty tvoriace i-ty blok. VSetky objekty v
i-tom bloku s11 zastipené v i-tom riadku matice A jednotkami, ostatné objekty
su zastiupené nulami. Kedze kazdy blok mé k prvkov a maticu J tvoria samé
jednotky. Tak prvok matice AJ vznikne ako siucet k jednotiek a v — k ntl, teda
kazdy prvok vyslednej matice ma hodnotu k a AJ = kJ.

2. AAT = \J + (k — M1
Prvok AAT na pozicii 4, j oznacme ¢j potom ¢;; = Y agaj. Kedze ap, je
=1

jedna v pripade, Ze x, € X, inak a,, = 0, tak sucin ailaﬁ =lakz; € X;NXj,
inak aya;; = 0. Z toho vyplyva, ze:

¢ =1XiNX;| = g Z:]
A iFE]
Teda:
kA A
AA" = =N+ (k= MI.
: D
A . XNk

3. det(AAT) = (det(A))? = (k + A(v — 1)) (k — \)*.

E A=k A—k @ A—k
E oA A ,
N TN k=X 0 0
det(AAT) = ' =10 k=X =
: A
A Ak 0 0
A0 0 k—\
AMov—=1)+k 0 0
A E—Xx 0 0
0 k—A\ —
0 : 0
A 0 0 E—\
k=X 0 0 0
0 k=X 0 ... 0
AMo—=1)+k)| . =Av-=1)+k)(k—N""!
0 0 0 k—2\

4. k(k—1)=Av—-1).
Vychadzajme z rovnosti AAT = AJ + (k — A\)I. Dalej pocitajme:

AAT = \T +(k—=NT /J

AATT =22+ (k=N J = ] + (k= NJ = (k+ v —1))J
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Pretoze 0 < A < k je podla [3| matica A reguldrna a podla (1| plati A=1J = %J.
Z toho a rovnosti AATJ = (k+ X (v—1))J vyplyva ATJ = (k+Av—1))A~1J

AT = WJ /transponujeme
(AT JYT = k+)\§:_1)JT
JTATT _ k+/\§:_1>JT
JA = WJ /J
JAT = Lk + A —1))J

k
Dalej z [I| vieme, 7ze AJ = kJ, teda JAJ = kJ? = vkJ. Z toho vypljva, ze
vkJ = L(k+M(v—1))J ateda k = F2=D g6 je ekvivalentné s k> —k = A(v—1)
ateda k(k—1) = Av —1).

5. JA=FkJ.
Trochu upravime naspét vlastnost [4}

Kk —1) = Av—1)

Av—1)
1=
F k
k+Av—1)
B k

Tiez vieme, ze ATJ = %J , nahradime %”_1) za k, ¢im dostaneme
AT J = kJ. Transponovanim dostaneme J* A = kJ7 a pretoze J je symetrickd,
tak JT = J a teda JA = kJ.

6. AAT = AT A.
Tuato vlastnost dokazeme priamo pomocou ekvivalentnych tprav a vlastnosti,
ktoré sme uz dokazali.

ATA=ATTAATAZE AT NI + (k= NDA=XATJA+ (k- A A=

AT TA+ (k=T B XA T+ (k=T L NAT AT+ (k=N T = \J+(k—\)T = AAT

]

v
Poznamka 2.1. Tvrdenie z vlastnosti [5 sa d4 ekvivalentne zapisat ako ) a;; = k,
i=1

inymi slovami sicet prvkov v stlpci matice A je k, teda kazdy objekt je obsiahnuty
v k blokoch. Podobne z vlastnosti [6] vyplyva, ze:

Y kE i=j
Z Qi = .
i=1 {)\ i F ]

Cize kazda dvojica réznych objektov sa vyskytuje v presne A blokoch.

Tymto sme dokazali dualitu: Lubovolna dvojica blokov ma prave k objektov
spolo¢nych, ak si objekty rovnaké a prave A\ objektov spolo¢nych, ak st rozne.
Dualne: Liubovolna dvojica objektov je obsiahnuta v presne k blokoch, ak st objekty
rovnaké a prave A blokoch, ak st roézne.

Teda existuje dualita medzi pojmami objekt a blok.
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Veta* 2.2 (Bruck, Chowla, Ryser, 1950). Ak pre parametre (v, k, \) existuje symet-
ricky blokouvsj pldn, potom nutne diofantickd rovnica 2% = (k — \)x? + (—1)=1/2 \y?
md netrividlne celociselné riesenie (x,vy,z) # (0,0,0). Specidlne, ak v je pdrne, tak
k — X je stvorcom prirodzeného cisla.

Dokaz. Ukazeme dokaz pre parne v, nakolko dokaz pre neparne v vyrazne presahuje
obsah tohto predmetu. Z bodu [3| predoslej vety [2.1] vieme urcit determinant matice
A a s pouzitim vlastnosti |4 tej istej vety ho upravit na tvar

det(A) = /det(AAT) = \/(k + A(v — 1)) (k — A)»—L =
=k + (k= 1) (k = A=t = k(k — A2,

Nakolko vsak matica A pozostava iba z celych c¢isel, aj jej determinant musi byt
celo¢iselny. To vSak znamend, Ze aj /(k — \)*~! musi byt celo¢iselné, ¢o znamen4,
ze (k — X\)~! musi byt $tvorcom prirodzeného ¢isla. KedZe ale v je parne, v — 1 je
neparne, ¢o znamena, ze Stvorcom musi byt aj samotné k£ — .

To nam vsak nutne zarucuje aj netrivialne riesenie uvedenej diofantickej rovnice,
ktoré je x = 1,y = 0,2 = vk — \. Podotknime este, Ze pre parne v neméa diofan-
ticka rovnica riesenie s nenulovym y, lebo v opac¢nom pripade by sme na pravej
strane dostali nenulovii imaginarnu zlozku. To znamend, Ze az na nasobky a zmenu
znamienok je toto rieSenie jedinecné. O]

2.2 Definicia, zakladné vlastnosti

Pojem symetrického blokového planu vieme zovseobecnit na blokové plany, kde su
mohutnosti mnoziny blokov a mnoziny objektov rozne. Definujeme vSeobecnejsi po-
jem blokového planu a ukazeme si niektoré vlastnosti.

Def 2.3. Vyvazeny nekompletny blokovy plan (angl. balanced incomplete block de-
sign) BIBD(v,b,r, k, \) je usporiadand dvojica (X, B), kde X je mnozina objektov
a B C P(X) je mnozina podmnozin objektov (tieto podmnoziny volame bloky),
pricom su splnené nasledujice podmienky:

1. v = |X| je mohutnost mnoziny objektov.

2. b= |B| je mohutnost mnoziny blokov.

3. kazdy blok ma mohutnost k.

4. kazdy objekt je obsiahnuty v prave r blokoch.

5. kazda dvojica objektov sa vyskytuje v prave A blokoch.

Poznamka 2.2. 7 definicie vidno, ze ak polozime b = v, ziskame symetricky blokovy
plan definovany podla dualneho pohladu zo zaveru predchédzajicej podkapitoly.

Veta 2.3. IBIBD(v,b,r, k,\) <= A-ndsobny kompletny multigraf radu v \K, sa
dd rozlozit na b hranovo disjunktnych klik radu k (Ky).

Dokaz. Mnozina objektov X zodpovedd mnozine vrcholov multigrafu. Vyskyt dvo-
jice objektov v bloku zodpoveda hrane v multigrafe. Samotné bloky zodpovedaji
kompletnym klikdm.

Formélna konstrukcia je z toho ocividna. O]
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Veta 2.4. Nech existuje BIBD(v,b,r, k,\). Potom:
1. vr = bk
2. Mv—=1)=r(k—-1)

Uloha 25. Dokézte vetu . Hint: prva rovnost vyjadruje celkovy pocet bodov vo
vsetkych blokoch (s opakovanim), druhd rovnost vyjadruje celkovy pocet hrdn pre
jeden vrchol v zodpovedajicom multigrafe.

Désledok 2.4.1. Preto namiesto znacenia BIBD(v,b,r, k, \) budeme casto pouZi-
vat znacenie BIBD (v, k, \), nakolko zvysné parametre vieme dordtat:
Av—1)

r.=——= b:=

k—1

(v —1)
k(k—1)

Veta 2.5. Nech existuje BIBD(v,b,r, k,\), kde X = {x1,29,...,2,} a B={DBy,...
Nech matica incidencie A € {0, 1}”Xb je matica typu v X b, kde A;; = 1 prdve vtedy,
ked z; € Bj. Potom AAT = (r — \) I, + \J,, kde I, je matica identity rddu v a J, je
matica jednotiek typu v X v.

Dékaz. Pozrieme sa na jednotlivé policka matice AAT:

(AAT ) = (A =Y (A)ij(A); =

b
Jj=1 Jj=1 Jj=

b
[z; € Bj]lzy € Byl ZxZGBj/\xk
1 7=1

Slovne povedané, policko (AAT);, sa rovna poctu blokov, kde sa naraz vyskytujt
prvky z; a 7). V pripade, ze i = k, (AAT);, = r, nakolko sa v blokovom pldne kazdy
prvok vyskytuje v prave r blokoch. V opacnom pripade (AAT); = A, nakolko sa
kazda dvojica prvkov v blokovom plane vyskytuje v prave A blokoch.

Cize matica AAT mé na diagondle ¢islo 7 a mimo diagonaly ¢islo A, ¢o presne
vyjadruje vzorec AAT = (r — NI, + \J,. O

Lema 2.6. Nech A je matica incidencie blokového planu BIBD(v,b,r, k, \). Potom
det(AAT) = (r — N\)"HoA = X+ 7).

Dokaz. 7 linearnej algebry Viemdﬂ, ze determinant matice je sicinom vsetkych jej
vlastnych ¢isel (s ndsobnostami). Takze treba néjst vSetky vlastné ¢isla matice
AAT = (r — NI, + \J,. Cislo x je vlastnym ¢islom matice M prave vtedy ked
je riesenfm rovnice det(M — x1) = 0. NapiSeme si ttito rovnicu pre maticu AAT:

det((r = A—a)l, + \J,) =

Ak r — A — x = 0, tak celd matica v determinante ma hodnost 1, ¢ize z =
r — A je (v — 1)-ndsobnym vlastnym ¢&islom matice AA”. CiZe zostédva najst este
jedno vlastné ¢islo nésobnosti 1. Z toho vyplyva, ze po dosadeni x do rovnosti
by sme dostali maticu hodnosti (v — 1), ¢ize jedinym prejavom linedrnej zavislosti
je linedrna kombinacia vsetkych riadkov matice. Po chvili rozmyslania nas moze
napadnit rovnost (r — A — x) = —v\, &m docielime, Ze stcet &sel v kazdom stipei
je nula. Teda, ¢islo = r — X\ + v je vlastnym ¢éislom matice AAT s nasobnostou 1.

Z toho vyplyva, ze det(AAT) = (r—\)*"!(r—A+v), ¢im je dokaz ukonceny. [J

Zrespektive uZ vieme :)
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Déosledok 2.6.1. Ak BIBD(v,b,r, k,\) je blokovy plan a b = v, tak matica inci-
dencie A je requldrna a matici AT tieZ zodpovedd nejaky blokovy pldn.

Veta 2.7. (Fisherova nerovnost) Nech existuje blokovy plan BIBD(v,b,r, k,\). Po-
tom b > w.

Dokaz. Zjavne r > A, lebo sa kazdy prvok v ramci dvojice vyskytuje v prave A
blokoch, ¢ize aj pocet vyskytov kazdého prvku samostatne musi byt aspon A. Rozo-
berieme teraz dva pripady: r =X ar > A.

Nech » = A. Pozorujme prvok z € X. BUNV sa prvok z nachddza v blokoch
By, ..., B,. Kedze sa kazda dvojica (z,y) vyskytuje prave r krat, tak sa kazdy prvok
y € X musi nachadzat v blokoch By, . .., B,. Cize, bloky By, ..., B, maji mohutnost
v, ¢ize b = v, ¢im je pozadované tvrdenie dokazané.

Nech teraz r > \. Potom z lemy [2.6| matica AAT je reguldrna, ¢ize rank(AAT) =
v. Z linedrnej algebry vieme, Ze hodnost matic je aspon tak velkd ako hodnost ich
sucinu, t.j. rank(A) > rank(AAT) = v. Na druhej strane, matica A je typu v x b,
¢ize b > rank(A). Syntézou dvoch nerovnosti dostaneme b > rank(A) > v, ¢im je
dokaz ukonceny. O

Désledok 2.7.1. Nech existuje blokovy plain BIBD(v,b,r, k,\). Potom r > k.

2.3 Cyklické blokové plany a diferencné mnoziny

Def 2.4. Mnozina D = {d,...,dy} € Z, mohutnosti k < v sa vola (v,k,\)-
diferen¢nou mnozinou, ak pre kazdy nenulovy prvok a € Z, existuje prave A uspo-
riadanych dvojic (d;, d;) € D? takych, ze d; — d; = a mod v.

Pozndmka 2.3. Mnozina {0, 1,3} je (7,3, 1)-diferen¢nou mnozinou.

Pozndmka 2.4. Podobnym spdsobom je mozné definovat diferenéné mnoziny nad
konecnymi grupami radu v.

Uloha 26. N4jdite bez pomoci poéitaca dalsie dve (7,3, 1)-diferenéné mnoziny.

Uloha 27. NapiSte program, ktory overi, ¢ zadand na vstupe mnozina je (v, k, \)-
diferen¢nou mnozinou pre nejaké parametre v, k, \.

Uloha 28. Napiste brute-force program na generovanie diferenénych mnozin so
zadanymi parametrami v, k, \|

Lema 2.8. Nech pre dané v,k a X existuje (v, k, \)-diferencnd mnozina. Potom plati
kE(k—1)=Xv—1).
Désledok 2.8.1. Pre kazdi (v, k, A)-diferencni mnozZinu plati X > k.

Def 2.5. Nech D = {d;,...,d;} je mnozina, a nech a je prirodzené ¢islo. Potom
mnozinu {a 4+ dy,...,a+ dy} =: a + D volame transliciou mnoZiny D.

Lema 2.9. Vsetky transldcie jednej diferencnej mnoziny siu navzdjom rozne.

3na beznych strojoch jednoduchy program v Pythone zvlada generovat diferenéné mnoziny s
parametrom v < 25 do niekolkych sekind
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Dékaz. Nech je dand (v, k, \)-diferencnd mnozina D = {d,,...,dy}. Sporom, nech
existuje dvojica rovnakych translacii. BUNV nech st to D a a + D pre nejaké ne-
nulové a.

To je ekvivalentné existencii k-prvkovej permutacii ¢ € Sy, takej, ze

\V/ZE{l,,k}a:dz—d¢(Z)

Cize, pre dany nenulovy prvok a existuje aspoii k sposobov ako ho vyjadrit ako
rozdiel dvoch ¢isel z diferenénej mnoziny D. Teda plati, ze A < k, ¢o je spor s

dosledkom [2.8.1] 0

Def 2.6. (v, k, \)-BIBD je cyklicky, ak existuje permutécia s cyklom dlzky v také, ze
zachovava blokyf] Formalne, blokovy plan je cyklicky, ak existuje permutécia ¢ € S,
s cyklom dlzky v taka, ze

B={{¢(x1),....00(x:)} | {z1,..., 2} € B}

Veta 2.10. Mnozina D = {d,,...,dy} je (v, k, \)-diferencnd mnoZina prdve vtedy,
ked (X,B), kde X = Z, a B={D+i | Yi € Z,} (D +i:={dy +1,...,ds+i}), je
cyklickyj (v, k, \)-BIBD.

Dokaz. Dokazovat tito vetu budeme po implikaciach.

dif. mnoZina = blokovy plan: Treba ukazat, ze dvojica (Z,, B) spliia definiciu
(v, k, \)-BIBD a zdroven definiciu cyklickosti z definicie 2.6} Cyklickost blokov mno-
ziny B je zrejma z jej definicie, zodpovedajicim automorfizmom je cyklicky posun
o jeden.

Definicia blokového planu méa pat podmienok, z toho prvé tri trividlne platia.
7 vety vyplyva, Ze v danom pripade r = k. CiZe ostdva dokazat dve tvrdenia:
kazdy bod je obsiahnuty v prave k blokoch a kazda dvojica bodov sa vyskytuje v
prave A blokoch.

Kazdy bod je obsiahnuty v prave k blokoch: Kazdé ¢islo a € Z, sa
vyskytne prave v blokoch (a —dy) + D, (a —dy) + D, ..., (a —dy) + D postupne ako
obraz cisel dy,ds, ..., dy v prislusnej translacii mnoziny D.

Kazda dvojica bodov sa vyskytuje v prave A blokoch: pre kazda dvojicu
roznych ¢isel (a, b) z definicie diferen¢nej mnoziny existuje prave A dvojic (i1, j1), .. ., (ix,7x)
takych, ze d;, —d;, = ... =d;, —d;, = a—b, takze dvojica (a,b) sa urcite vyskytuje
v blokoch (d;; —a)+ D,....d;, —a)+ D.

Zaroven plati, ze ak sa dvojica (a, b) vyskytuje v bloku z + D, tak musi existovat
takd dvojica bodov (d; + x,d; + ), ze di+x =aad; +x =0, ¢ize d; —d; = a—b.

Z toho vyplyva, ze dvojica bodov (a,b) sa vyskytuje v prave A blokoch.

Tymto je dokaz tejto implikacie ukonceny.

blokovy plan —> dif. mnozina: Dokaz tejto implikacie prenechavame citatelovi
ako samostatné cvicenie (iloha [29)). O

Uloha 29. Dokézte druhd implikéciu z vety [2.10|

4 Dbijektivne zobrazenia mnoziny na fiu samu, ktoré zachovavaji vztahy medzi objektami, sa
vSeobecne nazyvaju automorfizmy
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Def 2.7. Nech F je konetné pole. Nech V = "+l je vektorovy priestor dimenzie

—

n + 1 nad polom F'. Definujeme reldciu ~ nad prvkami V* :=V — {O}:
Vabe V" (awggakepa:kg)

Potom rozklad V* na triedy ekvivalencie P"(V') := V*/N je m-rozmerné projek-
tivna rovina nad F.
Projektivnu rovinu dimenzie n nad konecnym polom s ¢ = p" prvkami oznacu-

jeme ako PG(n,q) :=P" (ZZ)

Veta* 2.11. (Typ S dif. mnoZin — Singerove dif. mnoZiny)
Nech mnozina D obsahuje vietky nadroviny konecnej projektivnej roviny PG(n, q)
(nadrovina je faktorovy obraz vektorového podriestoru dimenzie n). Potom D je

(v, k, \)-diferencnd mnozZina s parametrami:
anrl -1 qn -1 qnfl -1
v="—— k=-—— —_

qg—1 qg—1 qg—1

Veta* 2.12. (Typ Q dif. mnozin — kvadratické rezidud, angl. Paley-type)

Nech F := GF(p') je konecné pole mohutnosti p', kde p' =3 mod 4. Nechr € F je
generdtor grupy F* := (F —{0} ,*). Potom mnozina kvadratickych rezidui grupy F*
QR(F*) = {T“ mod p' | a € {0, ooph— 1} Aa je pdme} je (v, k, \)-diferencnou
mnozinou S parametramsi:

v=p=4t—1, k=2t—1, A=t—1

Veta* 2.13. (Typ B dif. mnozin — bikvadratické rezidud)

Nech F := GF(q) je konecné pole, kde ¢ = p' a p = 42®> + 1 pre nepdrne x. Nech r
je generdator grupy F = (GF(q),+). Potom mnoZina bikvadratickjch rezidui grupy
F BQR(F) :={TODOY} je (v, k, \)-diferencnou mnozinou s parametrami:

2?2 -1

4
Veta* 2.14. (Typ T dif. mnozin — Twin prime power dif. mnoZiny)
Nech je mnozina D v grupe ((GF(q),+) X (GF(q+2),4),4), kde ¢ aj ¢+ 2 si moc-
niny prvocisel, definovand nasledovne D = {(z,y) | y = 0 alebo x aj y st nenulové
a oba su sucasne stvorce alebo sucasne nestvorce}. Potom D je (v, k, X)-diferencnd
mnozina § parametrami:

v=p=42®*+1, k=2% M\=

24929—1 24929—3
v:q2+2q, k:q+2q , )\:q—|—4q

2.4 Hadamardove matice

Hadamardove matice st §tvorcové matice s prvkami £1, ktorych riadky stlpce st na-
vzajom ortogonalne. Vdaka svojim vlastnostiam, z ktorych si niektoré predstavime
v tejto casti, st uzitoéné vo viacerych oblastiach matematiky a informatiky. V sta-
tistike sa pouzivajii na odhad Statistickej odchyTkyPl Asi najvyznamnejsie vyuzitie je
v tedrii kédovania na konstrukciu samoopravnych kédov a spracovania signalu. Na-
priklad v 70. rokoch boli vyuzité na prenos fotieck Marsu z vesmirnej sondy Mariner
9 spit na Zen]

SViac o tejto metdde sa d4 doécitat na wikipédii https://en.wikipedia.org/wiki/Balanced_
repeated_replication
SOpit viac sa d& docitat na wikipédii https://en.wikipedia.org/wiki/Hadamard_code
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Def 2.8. Matica H € {—1,+1}""" je Hadamardovou maticou rddu n, ak HHT =
nl, (t.j. vsetky riadky st navzajom ortogondlne).

Veta 2.15. Nech matica H je Hadamardova matica radu n. Potom plati:
1. vgmenou riadkov (stlpcov) matice H dostaneme Hadamardovu maticu

2. wyndsobenim riadku (stlpca) matice H ¢islom —1 dostaneme Hadamardovu
maticu

3. matica H je normdlna, t.j. HHT = HTH

Dokaz. Prvé dve tvrdenia vieme dokazat jednoduchym pozorovanim priamo z defi-

nicie. Ozna¢me si riadkové vektory matice H ako Hi, ..., H,. Rovnost HH' = nl,
vieme ekvivalentne zapisat ako skalarny stucin vektorov H; a H;:
n 1=jJ " n i=j
H;-H; = 0 > highj = o
0 i) = 0 i)

Je zrejmé, e tato rovnost je invariantng vodi zmene poradia riadkov a stlpcov
aj prenasobeniu riadka (stipca) ¢islom —1.

Tretie tvrdenie sa da odvodif pomocou zopar jednoduchych ekvivalentnych ma-
ticovych uprav.

KIiucové pozorovanie je, ze matice s ortogondlnymi riadkami (stipcami) matice
st vzdy regularne, ¢ize maji inverzni maticu (pre Hadamardovu maticu H je to ma-
tica n "t HT). Pre nas vak je dolezité, Ze ndsobenie reguldrnou maticou pre maticové
rovnice je ekvivalentnou tipravouf]

o L g’ vynasobit zlava reguldrnou maticou H
H(HHT) < (HH"H asociativita a definicia H. matic
Hnl, = nl,H
HLH

Teda, pomocou ekvivalentnych tprav sme sa dostali od povodného tvrdenia ku tri-
vidlne platnému, ¢ize aj povodné tvrdenie je nutne platné. O]

Pouzitim prvych dvoch tvrdeni vieme Tahko previest Tubovolnii Hadamardovu
maticu do tvaru, kedy prvy riadok aj prvy stlpec obsahujui iba jednotky. Tento tvar
budeme nazyvat normdlny tvar Hadamardovej matice.

Def 2.9. Hadamardova matica je v norméalnom tvare, ak prvy riadok aj prvy stipec
obsahuju iba hodnoty +1.

Veta 2.16. Nech H je Hadamardova matica radu n. Potom det H = +/n".
Uloha 30. Dokazte vetu (hint: z definicie Hadamardovej matice).

"je nespravne volat Hadamardovu maticu ”ortogondlnou”, pretoze sa historicky tento pojem

vyhradzuje pre matice, ktorych stipce s ortonormdine, t.j. st navzdjom ortogonalne a zirovei
majt dizku 1, t.j. sd normované.

8technicky, tento dokaz sa da napisat aj bez vyuzitia ekvivalentnych tprav, ale bolo by to menej
intuitivne. Citatel je vSak vitanj otocit poradie maticovjch tiprav a tesit sa z toho.
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Veta* 2.17. (Hadamardov odhad)
Nech M € C™" je komplexnd matica typu n x n, kde |(M);;| < 1. Nech H je
lubovolnd Hadamardova matica radu n. Potom plati:

det M < det H = v/n"
Veta 2.18. Ak H je Hadamardova matica rddu n, tak n je bud 1, 2 alebo ndsobok 4.

Dokaz. Nech n > 4. BUNV Hadamardova matica H je v normalnom tvare. Pozrieme
sa na prvé tri riadky matice H, a Specidlne na ich stlpcové vektory. Stlpcové vektory
prvych troch riadkov Hadamardovej matice v normalnom tvare mézu byt styroch

typov:
1 1 1 1
1,1 1 ],[-1]a]-1
1 —1 1 —1

Oznacme si ich pocty ako z, y, z a w a indexy stipcov daného typu ako I, I, I5 a
I,. Stiet poctov vietkych typov sa musi rovnat poétu stlpcov, t.j. 2 +y+z4+w = n.
Dalej z vlastnosti Hadamardovej matice vyplyva, ze vetky tri riadky st navzajom
kolmé. Rozpisanim skalarnych sic¢inov dvojic riadkov dostaneme nasledovné rovnice:

h1¢h2<:>2hhh2z_0<:>21+21+z J+Y () =z+y—z—w=0
i€l i€ly i€l3 i€ly

hth3<:>Zhhh3@—0<:>Zl+Z D4+ 14> () =z—y+z—w=0
i€ly i€l i€l3 i€y

thh3<:>Zh21hgl—0<:>Zl+Z > (-)+> l=z—y—z+w=0
i€l i€l i€l3 1€ly

Dostali sme stustavu linearnych rovnic pre styri nezname, jedinym rieSenim ktorej

n
jer=y=z=w= L ¢im je dokaz tejto vety ukonceny. O

Hypotéza 2.1. (Hadamard)
Vn € {1,2} U{4k | k € N} = existuje Hadamardova matica rddu n.

Veta 2.19. (Hadamard, Sylvester)
Ak H, H' su Hadamardove matice, tak aj H® H' je tiez Hadamardova matica (® je
Kroneckerov sicin matic).

Uloha 31. Dokaite vetu (hint: pouZite vlastnosti Kronekerovho sicinu z vety
pre overenie podmienok z definicie Hadamardovej matice).

Désledok 2.19.1. FEzistuje aspon jedna Hadamardova matica radu n = 2%, pre
o e N.

1 1
1 —1)’
matice. Nasledne pomocou nej a Kronekerovho suc¢inu zostrojme maticu Hoa =

Dokaz. Zoberme maticu Hy = ktord zjavne splita definiciu Hadamardovej

Hy® Hy®...® H,. O
a—krat
A . . . (H H'\ .
Dosledok 2.19.2. Ak je H je Hadamardova matica, tak aj g o) e Hada-

mardova matica.
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1 1

1 -1

Doékaz. Opét zoberme maticu Hy = ( q _x

). Potom H, ® H = (H i ) je tiez

Hadamardova matica.

4

Veta 2.20. Normalizovand Hadamardova matica radu 4 existuje prave vtedy, ked
existuje (4p — 1,2 — 1, u — 1)-diferenénd mnozina (typ Q).

Konstrukcia. Konstrukcia bude prevadzat Hadamardovu maticu na cyklicky blo-
kovy plan, z vety potom vyplyva existencia diferencnej mnoziny. Konstrukcia
sa da pouzif aj pre opacny smer.

Zactneme Hadamardovou maticou radu 4p v normélnom tvare. Najprv z matice
odstranime prvy riadok a prvy stipec. Nasledne vymenime &sla —1 za 0. Dostaneme
tak maticu incidencie (4p — 1,2u — 1, 4 — 1)-BIBD.

Dokaz. 7 kolmosti riadkov Hadamardovej matice vyplyva, ze kazdy riadok obsahuje
presne poloviény pocet jednotiek, ¢ize po odstraneni prvého stipea ich tam bude
presne 2u — 1, t.j. kazdy prvok sa vyskytuje v prave k = 2u — 1 blokoch. To isté
plati aj pre stipce, t.j. kazdy blok ma prave 2u — 1 prvkov.

Pre lubovolné dva riadky Hadamardovej matice plati, Ze st kolmé, teda sa musia
zhodovat na prave 2 pozicidch, z toho presne polovica si jednotky (vid dokaz vety
. Cize po odstréneni prvého stlpca plati, Ze maji obidva riadky plus jednotky
na presne i — 1 poziciach, t.j. A = pu — 1.

Dokaz platnosti konstrukcie v opac¢nom smere prenechavame citatelovi ako sa-
mostatné cvicenie (loha [32)). O

Uloha 32. Dokézte platnost konstrukeie ku vete pre druhy smer.

Veta 2.21. Ak plati, Ze n = p" + 1 = 0(mod 4) kde p je nepdrne prvocislo a r je
kladné celé cislo tak existuje Hadamardova matica radu n. Nasledovni konstrukciu
takejto Hadamardovej matice nazyvame Paleyho konstrukcia.

Konstrukcia. Na skonstruovanie Hadamardovej matice vyuziva tato konstrukcia
kvadratické rezidud v konetnom poli GF(q) kde ¢ = p" a zaroven plati, ze ¢ =
3 (mod 4). Kvadratické reziduum je funkcia, ktord prvku z konecného pola F' prira-
duje ¢islo na zéklade toho, ¢i je prvok druhou mocninou nejakého prvku. Formélne:

0 xr=20
x(x)=141 FyeFy#0:z=y-y
—1 inak

Zadefinujme si teraz Jacobsthalovu maticu ako maticu ) rozmerov g x ¢q. Pricom
bude platit, ze Q; ; = (x(i — 7)). Priklad takejto matice pre pole GF(7) uvddzame
nizsie:

1 2 3 4 5 6
-1 -1 1 -1 1 1
o -1 -1 1 -1 1
1 0o -1 -1 1 -1
-1 1 1 0 -1 -1 1
1 -1 1 1 0 -1 -1
-1 1 -1 1 1 0 -1
-1 -1 1 -1 1 1 0

—_= O O

O
I
S U W N = O
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Nech k, je vektor jednotiek dizky ¢. V tomto momente vieme skonstruovat Ha-
damardovu maticu radu n = ¢ + 1 takto:

0 k
H:I+[ q}
kL Q

Veta 2.22. Konstrukcia Hadamardovej matice radu 36.

Konstrukcia. Hadamardovu maticu tohoto rddu vieme ziskat z latinského Stvorca
radu 6. Vezmime si Tubovolny latinsky stvorec L, radu 6:

0 12345
103254
L_[245031
354120
420513
5314 0 2

Policka tohto latinského stvorca si teraz precislujeme odhora dole, zlava doprava.
Konkrétne zadefinujeme funkciu f, ktora usporiadanej dvojici (r, s) reprezentujice;
poziciu policka v r-tom riadku a s-tom stipci matice L, priradi jeho poradové ¢islo
a to podla predpisu f,((r,s)) = (r —1)- 6+ s. Ak si teraz zadefinujeme funkciu f;*
ako inverznu funkciu prevadzajicu linearny index naspéf do nasej dvojrozmernej
reprezentacie, vieme Hadamardovu maticu H radu 36 skonstruovat nasledovne:

H = (hy)
1 ak plati: a1 =by Vay =byV Lg,a, = L,
hi,j: kde : f;l(i):(alaa2)7f51(j):(blab2)
—1 inak

2.5 Konecné projektivne roviny

Jedna (algebraickd) definicia konecnej projektivnej roviny (angl. finite projective
plane, alebo skratene FPP) uz bola dand v sekcii o diferen¢nych mnozinach (definicia
2.7). V tejto sekcii uvedieme iné dve definicie: axiomatickti a kombinatoricki.

Def 2.10. (Axiémy konecnej projektivnej roviny)

Pojmy bodu a priamky st brané ako primitivne pojmy. Relacie "bod lezi na
priamke” (znacime p € [) a "priamka prechiadza bodom” povazujeme za primitivne
relacie.

Usporiadand trojica m = (X, 9, €), kde X je koneénd mnozina bodov, P je ko-
ne¢na mnozina priamok a € je reldcia "patri” medzi bodmi a priamkami, je kone¢nou
projektivnou rovinou, ak spliia nasledujice axiémy:

PP1: Kazdymi dvomi roznymi bodmi prechadza prave 1 priamka.
PP2: Kazdé dve rozne priamky maji prave 1 spolo¢ny bod.

PP3: existuju 4 body vo vSeobecnej geometrickej polohe, t.j. ziadnou trojicou z tychto
bodov nevedie ziadna priamka.
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Obr. 2.1: Schéma dbékazu ekvivalencie tvrdeni z vety

Veta 2.23. PP/ (dudlna ku tretej axidme)
V konecnej projektivnej rovine (v zmysle definicie existuji 4 priamky také, Ze
Ziadna trojica z tychto priamok nemd spolocniy bod.

Dékaz. Dokéz prenechdvame ¢itatelovi (dloha [33)). O

Uloha 33. Dokézte vetu (hint: pozorujte body vo vseobecnej polohe a ich spd-
jagice priamky).

Citatel si moze viimnit, Ze ak vymenime v danom axiomatickom systéme pojmy
"priamka” a "bod”, tak dostaneme ekvivalentny systém axiém. Je lahko nahliadnuft,
ze ak v Tubovolnom platnom tvrdeni o konecnych projektivnych rovinach vymenime
tieto pojmy, tak znovu dostaneme platné tvrdenie. Takéto tvrdenia volame dualne
(napriklad, prva axiéma je dudlna ku druhej a tretia axiéma je dudlna ku vete .

Veta 2.24. Nech 7w je konecnd projektivna rovina a nech n je prirodzené cislo vicsie
alebo rovné 2. Potom nasledujice tvrdenia su ekvivalentné:

1. kaZda priamka obsahuje prave n + 1 bodov
2. kazZdy bod lezi na prdve n + 1 priamkach (dudlne ku 1.)
nejakd priamka obsahuje prave n + 1 bodov

nejaky bod lezi na prave n+ 1 priamkach (dudine ku 3.)

AT NS

konecénd projektivna rovina ™ md prdve n? +n + 1 bodov
6. konecnd projektivna rovina ™ md prave n* +n + 1 priamok (dudlne ku 5.)

Doékaz. Obrazok znazornuje schému dékazu ekvivalencie tychto Siestich tvrdeni.
Treba si davat pozor na to, ze "platné” tvrdenie znamend "tvrdenie, odvodené z
axiomatického systému PP1 az PP4”. Preto neprehlasime dualne tvrdenia ihned za
ekvivalentné, nakolko napriklad tvrdenie, Ze po¢et bodov je presne rovny n?+n+ 1
pre nejaké fixné n, sa neda odvodif priamo z axiomatického systému. Na druhej
strane, dualne implikéacie sa daju prehlasit za ekvivalentné ihned.

(1) = (3) (a dudlne (2) = (4)): Dana implikdcia je o¢ividnd z dévodu, ze

tvrdenie (1) hovori o vsetkych priamkach, a tvrdenie (3) o existencii asporn jednej
takej priamky.
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(3) = (4) (a dudlne (4) = (3)): Nech existuje priamka L s presne n+ 1 bodmi
Q1,-..-Qni1- Z PP3 vyplyva, Zze musi existovat bod mimo priamky L, oznac¢me si
ho P. Z PP1 potom musia existovat n + 1 priamok spajajucich body Q1,... Q11
s bodom P. Cize bodom P prechidza aspon n + 1 priamok. Ostava uZ len dokazat,
ze cez dany bod neprechadza ziadna dalsia priamka.

Sporom, nech existuje priamka K, prechadzajica bodom P. Z PP2 musi maft
prave jeden spolo¢ny bod s priamkou L. St tu dve moznosti: bud spoloénym bodom
priamok L a K je jeden z bodov Q1, . .. Q41 alebo je to nejaky iny bod na priamke L.
V prvom pripade by doslo ku poruseniu PP2, kedze cez dva rozne body P a @); by
museli prechadzat dve rozne priamky. V druhom pripade by doslo ku poruseniu
povodného predpokladu, ze priamka L ma prave n + 1 bodov.

V skutoc¢nosti sme prave dokazali silnejsie tvrdenie: bodom, leZiacim mimo priamky,
ktord ma m bodov, prechddza prave m priamok (a aj dudlne ku nemu tvrdenie:
priamka, neobsahujica bod, ktorym prechddza m priamok, obsahuje prave m bodov).

(3) = (1) (a dudlne (4) = (2)): Nech existuje priamka L s presne n+ 1 bodmi
@1, .. Qny1. Z PP3 existujua styri body A, B, C' a D vo vseobecnej polohe, ¢ize aspon
dva z nich nelezia na priamke L. BUNV st to A a B. Nakolko dané body nelezia na
priamke L, prechddza cez ne prave n + 1 priamok (vid tvrdenie dokdzané vyssie).
7 toho vyplyva, ze kazda priamka, neobsahujica A alebo B, prechadza prave n + 1
bodmi. Ostava uz len dokazaft, ze aj priamka, spajajica body A a B, ma tiez presne
n + 1 bodov.

Priamka AC' neobsahuje v sebe bod B (lebo body A, B,C a D st vo vSeobecnej
polohe), ¢ize tiez ma presne n + 1 bodov. Bod D nelezi na priamke AC, ¢ize im
prechadza prave n+ 1 priamok. Taktiez, bod D nelezi na priamke AB, ¢ize priamka
AB ma presne n + 1 bodov.

(3) = (5) (a dudlne (4) = (6)): Nech existuje priamka L s n + 1 bodmi
Q1,-..Qns1 abod P mimo tejto priamky (analogicky s predchadzajicimi ivahami).
Tvrdime, ze vsetky body roviny st obsiahnuté na priamkach L, P,...Q, 1 P.
Sporom, nech existuje bod R mimo tychto priamok. Potom musi existovat priamka
RP, ktora by porusila pocet priamok, ktoré prechadzaju cez bod P.

Méame uz dokazant implikdciu (3) = (1), takze plati, ze vSetky priamky maji
prave n 4+ 1 bodov. Priamky Q1 P,...Q,.1 P maji spolo¢ny bod P, ¢ize z PP2
zvysné body musia mat rozne. Z toho uz lahko dopocitame celkovy pocet bodov:
(n+1)(n)+1=n*+n+1.

(5) = (3) (a dudlne (6) = (4)): Nech projektivna rovina ma presne n®+n+ 1
bodov. Vezmime si niektorta priamku a oznac¢me pocet jej bodov ako m + 1. Potom,
z uz dokdzanej implikdcie (3) = (5) vyplyva, Ze projektivna rovina mé prave
m? +m + 1 bodov. Z toho plynie, Ze m = n, &m je dokaz ukonceny. n

Def 2.11. (Kombinatoricka definicia FPP)
Konecna projektivna rovina rddu n je BIBD(v, k, \) s parametrami:

v=n’+n+1lk=n+1x1=1

Veta 2.25. Kombinatorickd a axiomatickd definicie konecnej projektivnej roviny si
ekvivalentneé.

Uloha 34. Dokazte vetu
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Def 2.12. Matica C' = (¢;;) typun x m, kden >4, m >4 ac¢; € {1,...,n}, ma
latinsku vlastnost, ak lubovolna podmatica z dvoch stlpcov matice C' nemé rovnaké
riadky. Formalne,

V(i,5) # (k1) : (cijca) # (¢jrs cin)
Navyse, ak podmatica matice C', tvorend prvymi dvomi stIpcami, obsahuje po-

stupne vsetky dvojice ¢isel {1, ..., n} v lexikografickom poradi, tak ju voldme matica
s latinskou vlastnostou v normalnom tvare.

Lema 2.26. Nech n > 3,t > 2. Potom mnoZina t navzdajom ortogondlnych latin-
skijch §tvorcov rddu n existuje prdve vtedy, ked existuje matica typu n? x (t +2) s
latinskou vlastnostou v normdlnom tvare.

Konstrukcia. Nech mame maticu typu n?x (t42) s latinskou vlastnostou v normal-
nom tvare. Potom stipec i + 2 udéva po riadkoch hodnoty poli¢ok i-tého latinského
stvorca. Prevod z mnoziny ortogonalnych latinskych stvorcov ku matici s latinskou
vlastnostou je z toho ocividny.

Doékaz. Nech madme maticu M typu n? x (t+2) s latinskou vlastnostou v normélnom
tvare. Treba overif, ze konstrukciou zostrojené matice su latinskymi stvorcami a
potom & st aj ortogondlne. Prvé dva stipce matice M obsahuju vietky usporiadané
dvojice z {1,...,n}?. V normdlnom tvare zodpovedaji stradniciam v latinskych
stvorcoch, na ktoré sa umiestnia hodnoty z prislusného riadku.

Porovnanim prvého a (i + 2)-ého stlpca matice M z latinskej vlastnosti plynie,
ze v i-tom skonstruovanom stvorci na kazdom riadku st zasttupené vsetky hodnoty
z mnoziny {1,...,n}. Podobne, porovnanim druhého a (i + 2)-ého stipca matice M
plynie to isté aj pre stipce i-tého skonstruovaného tvorca. Cize nami vykonstruované
matice spliiajt definiciu latinskych $tvorcov.

Ortogonalita i-tého a j-tého latinskych Stvorcov plynie priamo z porovnania
prislugnych stipcov i + 2 a j + 2 matice M (vid definiciu ortogonality [1.8)).

Dokaz opacného smeru konstrukcie je z toho uz zrejmy. O]

Veta 2.27. FEuxistencia konecnej projektivnej roviny ridu n je ekvivalentnd s exis-
tenciou (n — 1) navzdjom ortogondlnych latinskijch $tvorcov radu n.

Konstrukcia. Nech existuje konecné projektivna rovina radu n. Potom z vety
m4 n? +n + 1 bodov a priamok. Ozna¢me si priamky X; aZ X,2,,,,. Ozna¢me si
body na priamke X; ako x; az x,, .1 a body mimo priamky ako y; az y,2. Oznac¢me
si priamky, odlisné od X, na ktorych lezi bod x; ako L;; az L;,,.

Definujme si maticu C typu n? x (n+ 1) tak, ze C;; = k <= y; € L;x. Potom
matica C' mé latinsku vlastnost a z nej vieme podla konstrukcie z lemy [2.26] zostrojit
mnozinu (n — 1) ortogonalnych latinskych stvorcov radu n.

Konstrukcia pre opac¢ny smer je z toho uz zrejma.

Doékaz. Treba ukézat Ze nami definicia matice C je korektna v zmysle, ze pre kazdé
i a j existuje prave jedno vhodné k (z PP1), a ze takto skonstruovand matica ma
latinskt vlastnost. Technické detaily dokazu ponechdavame citatelovi ako samostatné
cvicenie [35] O]

Uloha 35. Dokéazte spravnost konstrukcie z vety .

Désledok 2.27.1. Ak n je mocninou prvocisla, tak existuje konecnd projektivna
rovina radu n.
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Obr. 2.2: Ukdzka Desarguesovej vety ([2.28)). Priese¢niky prislusnych priamok (body
X, Y a Z) st kolinedrne.

Dékaz. Nech n je mocninou prvocisla. Potom z vety vyplyva existencia n — 1
navzajom ortogonalnych latinskych stvorcov radu n, z ¢oho podla vety vyplyva
existencia konecnej projektivnej roviny radu n. O

Hypotéza 2.2. Ak existuje konecnd projektivna rovina rddu n, tak n je mocninou
prvocisla.

Veta* 2.28. (Desarguesovd’] veta)

Ak dva trojuholniky si umiestnené na (euklidovskej) rovine tak, Ze priamky, spdja-
juce prislusné dvojice vrcholov, prechddzaji spolocnym bodom, tak tri body, v ktorijch
sa pretinaji predZenia (t.j. priamky) troch dvojic prislusnych stran trojuholnikov, si
kolinedrne (vid obrdzok|[2.9).

2.6 Steinerovské systémy trojic, zovseobecnenia

Def 2.13. Blokové plany typu BIBD(v,3,1) sa volaju Steinerovské systémy trojic
(angl. Steiner triplet system, skratene STS).

Pozndmka 2.5. Existencia STS je ekvivalentna s existenciou rozkladu kompletného
grafu K, na trojuholniky.

Veta 2.29. Ak v je pocet objektov STS, tak v=1 mod 6 alebo v =3 mod 6.

Doékaz. Nech je dané STS s v objektmi. Potom existuje rozklad kompletného grafu

v(v—1)
2

K, na trojuholniky. Pocet hran v grafe K, je rovny . Nakolko existuje

9meno Desargues sa ¢ita ako [dezarg]
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rozklad na trojuholniky, pocet hran je delitelny tromi, t.j. 6/v(v — 1). Kazdy vrchol
ma parny stupen (lebo kazdy vrchol grafu sa nachadza v nejakom pocte dizjunktnych
trojuholnikov), ¢ize 2 v. Z toho uz vyplyva, ze v = 1,3 mod 6. H

Veta* 2.30. (Kirkman)
Ak v splnia podmienky z vety tak existuje STS s prdave v objektms.

Veta 2.31. (Projektivne STS)
Nech X := (Zg)"+1 — {6} je mnozina vektorov vektorového priestoru dimenzie

n+1 nad polom Zy bez nulového vektora a B := {{f, U7} | T+ Y+ 7= 6} Potom
dvojica (X, B) je STS. Alternativne, mnozina priamok projektivnej roviny PG(2,n)
tvori STS.

Uloha 36. Dokérte vetu 2.31]
Veta 2.32. (Afinné STS)

Nech X := (Z3)" je mnoZina vektorov vektorového priestoru dimenzie n nad polom
Z3. Nech B := {{:?, Uz} | T+y+ 2= 6} Potom dvojica (X, B) je STS.

Uloha 37. Dokérte vetu 2.32

Veta 2.33. (Karteziansky sicin STS)
Nech dvojice (X,B) a (Y,C) si STS. Potom dvojica (X x Y, D), kde:

1.y € Y, {by, by, b3} € B = {(b1,9), (b2,9), (b3, y)} € D
2. v e X, {c,c,c3} €C= {(z,c1), (x,¢2),(x,c3)} € D
3. {b1, by, bs} € B,{c1,c2,¢5} € C, ¢ € Sz == {(br, o), (b2, ), (bs, cors) } €
D (kde ¢ je permutdcia velkosti 3)
Potom (X x Y, D) je STS.
Uloha 38. Dokézte vetu [2.33]

Veta 2.34. (Vztah STS a grupoidov)
Nech (X, B) je STS. Potom mnozina X s bindrnou operdciou *, definovanou nasle-
dovne:

Vi{z,y,2} € B:
THRY=Y*T =2
Tkz=z%xx =y
Yykz=2%y=ux

TRT =1
je idempotentny komutativny grupoid.

Doékaz. Treba ukazat, ze binarna operéacia je definovana na kazdej dvojici prvkov
(plati to z definicie STS), a ze je definovand jednoznacne (tiez plati z STS). O

Veta 2.35. ((2v + 1)-konstrukcia STS)

Nech (X, B) je STS a (X', B) je jeho disjunktnd izomorfnd kopia (t.j. XNX' = &).
Obraz prvku x v tomto izomorfizme budeme znacit x’. Nech prvok oo ¢ XUX'. Potom
dvojica (Y,C), kde Y :== X U X' U{o0} a C := BU{{z,v¢,7'} | {z,y,2} € B} U
{{z,2',00} | x € X}, je STS.
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Uloha 39. Dokérte vetu [2.35]

Veta 2.36. (Wilson-Schreiberova konstrikcia)
Nech n = £1 (mod 6) je také celé cislo, Ze ¢islo —2 md v grupe (Z7,-) pdrny rdd.
Potom existuje STS radu n + 2.

Dékaz. Uvazujme vsetky neusporiadané trojice (a, b, ¢) takych prvkov Z,, ze a+b+
¢ = 0. Tieto trojice su troch typov:

1. {a,b,c), a, b, ¢ st navzajom rozne,
2. {(a,b,¢c) = (a,a,—2a),
3. {(a,b,c) = (0,0,0).

Nech multiplikativny rad ¢isla —2 modulo n je 2r. Zoberme dva nové prvky 5, v ¢
Zp. Pre fixné a € Z,, — {0} si zoberme neusporiadané trojice druhého typu

(a,a, —2a),
(—2a, —2a, (—2)%a),
(=2)%a, (=2)%a, (=2)%a),
(=2)%a, (=2)%a, (=2)"a),

<(_2)27"—QCL7 (_2)27*—2@’ (_2)27~—1a>7
<(_2)2r71a’ (—2)27"71@, CL> — <(_2>2r71a’ (_2>2r71a7 (—2)2TCL>.

Pre i € {0,1,...,7 — 1}, trojicu ((—2)*a, (—2)*a, (—2)*"'a) nahradime trojicou
(=2)%a, a, (=2)**ta) a trojicu ((—2)**a, (—2)*a, (—2)**2a) nahradime troji-
cou ((—2)%a, o, (—2)**1a). Dostaneme teda trojice typu

(a,a,—2a) — (a,a,—2a),
(—2a,—2a,(—2)%a) — (-2a,8,(—2)%a),
(=2)%a.(=2)%a, (=2)%) = ((=2)"a,q,(=2)°a),
(=2)%a,(=2)%a,(=2)%) — {((-2)%a,B,(-2)%a),

(27 20, (<2 20, (<2 o) > {(-2P a0, (-2 ),
(=27 o, (-2% Yaa) (-2 a,Ba).

Pokial ndm ostala este nejaké trojica (b, b, —2b) typu 2, tento postup s nou zopaku-
jeme, pokym vSetky trojice typu dva takto nenahradime. Nakoniec trojicu (0,0, 0)
nahradime trojicou (0, a, ). Vsetky trojice typu 1 ponechdme. VSetky nové trojice
obsahuju tri rézne prvky, uz len ukézeme, ze tvoria STS (X, B) s nosnou mnozinou
X =7, U{a,p}.

Zoberme si Iubovolnt dvojicu prvkov a, b € X. Ak {a,b} = {a,f}, tak sa
{a, b} nachddza v prave jednej trojici {0, «, 5}. Pokial « = a a b € Z,, tak «a sa
vyskytuje len v trojiciach typu 2. V nich sa b vyskytuje iba v trojiciach (b, b, —2b) a
((=2)7'b,(=2)"'b,b). Prave jednu z nich sme prerobili na trojicu obsahujicu «, b.
Pripad a = 8, b € Z,, je podobny.

Pokial a # b € Z,, tak nech ¢ = —a — b. Pokial a # ¢ # b, tak {a, b, c} je jedina
trojica obsahujica {a,b}. Inak BUNV ¢ = a. Potom b = —2a a prvky a a —2a sa
nachadzaju spolu v prace jednej trojici spolu s bud «, alebo . O

31



Veta* 2.37. Wilson-Schreiberova konstrikcia (vseobecnejsia)
Nech n = £1 (mod 6) a nech A je Abelovskd grupa rdidu n, v ktorej —2 md pdrny
multiplikativny rdd. Potom existuje STS rdadu n + 2.

Tato veta vyuziva, Ze kazda Abelovskd grupa sa da zapisat (vzhladom na izomor-
fizus) ako suéin cyklickych grip. Pomocou nich mozno definovat —2 ako (-2, —2,..., —2),
nasobenie a multiplikativny rad.

Veta* 2.38. (Boseova konstrukcia STS)
Nech je dand idempotentnd komutativna kvazigrupa (Q,-) radu 2n + 1. Nech X =

Q X Zs3. Nech
By = UQ{($,0),(ZE,1),(Z‘,2)}
Brim U U (0000 (o 41) mod 9)

Potom (X, By U By) je STS.

Def 2.14. Kvazigrupa (@, ) rddu 2n, kde Q) = {x1, z, ..., T2, } je poloidempotentnd
ak pre vsetky 1 < i <n plati

Ti = Tj = Ti,
T(n4i) * T(nts) = Tj.

Veta* 2.39. (Skolemova konstrukcia)
Nech (Q, -) je komutativna poloidempotentnd kvdzigrupa radu 2n, kde Q = {1,2,...,2n}.
Nech X = {oo} U{Q x Zs}. Nech

By = {(2,0), (,1), (2,2) | s € QA1 <z <n},
By = {00, (n+z,i),(z,i+1) [t €QAL <z <nAi€EZs},
By = {(z,1), (y,i), (x -y, i+ 1) | v,y € Q Nz # y Ni € Zs}.

Potom (X, By U By U Bs) je STS radu 6n + 1.

Veta* 2.40. (Paschovo prepnutie)
Ak v STS mdame 6 bodov a 4 bloky "jednej farby” (podla obrdzku , tak vieme

tieto bloky nahradit zvysnymi a zachovat STS.
TODO Cyklické STS

Def 2.15. Dvojica (X, B), kde B € P(X), je t — (v, k, A)-blokovy plan (angl. ¢-
design), ak:

o | X|=v

e VBeB:|B|=k

e kazda t-tica objektov z X sa vyskytuje v prave A blokoch z B

Navyse, blokové plany typu ¢t — (v, k, 1) budeme oznacovat ako S(t, k,v).

Pozndmka 2.6. Existencia t — (v, k, A)-blokového planu je ekvivalentnd s existenciou
rozkladu t-uniformného A-nasobného hypergrafu na hyperkliky velkosti k.
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Obr. 2.3: Ukazka Paschovho prepnutia (Veta. Ak v nejakej STS 4 farebné bloky
vymenime za 4 biele, tak nova struktira bude zase STS.

Pozndmka 2.7. STS s v prvkami mdzeme znacit ako S(2,3,v).

Def 2.16. Blokové plany S(3, 4, v) voldme Steinerovské systémy stvoric (angl. S@S)
Veta* 2.41. 35(3,4,v) <= v = 3,4 mod 6

Def 2.17. Blokové plany S(4,5,v) volame Steinerovské systémy pétic

Veta* 2.42. 35(4,5,v) = v =4,5 mod 6 AvZ4 mod 5

2.7 Symetrické konfiguracie

Def 2.18. Konfiguracia je mnozina bodov a priamok, piseme (v,, ), kde v je pocet
bodov, [ je pocet priamok, v je pocet priamok prechadzajucich kazdym bodom a m
je pocet bodov na kazdej priamke.

Def 2.19. Konfigurécia je symetrickd, ak plati v = 7 (a teda nutne aj v = 1). Vtedy
konfiguraciu piseme skratene ako (v,).

Def 2.20. Ciastoény Steinerovsky systém Sp(v, k,t) je mnozina k-prvkovych pod-
mnozin (blokov) v-prvkovej mnoziny bodov takd, ze kazdé ¢t-prvkova podmonozina
bodov sa nachadza v najviac jednom bloku.

Konfiguracie (v3) volame symetrické vs-konfiguracie.
Lema 2.43. Symetrickd vs-konfigurdcia je S,(v,3,2).

Dokaz. Priamo z definicie ¢iastocného Steinerovského systému. Bloky interpretu-
jeme ako priamky. Dva body jednoznac¢ne urcuju priamku, preto ¢ = 2. O]
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Obr. 2.4: Konfiguracia Mobius-Kantor (zdroj obrazku: Wikipedia)

Obr. 2.5: Pappusova konfiguracia

Uloha 40. Presvedéte sa, 7e Fanova rovina (vid obr. je symetricka 73-konfiguracia.

Uloha 41. Konfigurdcia Mobius-Kantor
Presvedcte sa, Ze afinna geometria AG(2,3) bez jedného bodu a priamok ktoré
prechddzajt tym bodom (vid obr. je symetrickd 83-konfiguricia.

Uloha 42. Pappusova konfiguracia
Presvedcte sa, 7e konfigurdcia pouZitd v Pappusovej vete (vid obr. je symetricka,
93-konfiguracia.

Uloha 43. Desarguesové konfiguracia
Presvedcte sa, ze Desaurgova konfiguracia (vid obr. je symetricka 103-konfiguracia.

Uloha 44. Konfiguricia Cremona-Richmond
Presvedcte sa, ze konfiguracia Cremona-Richmond (vid obr. je symetricka 153-
konfiguracia.

10Boben, M., Grunbaum, B., Pisanski, T., & Zitnik, A. (2006). Small triangle-free configurations
of points and lines. Discrete & Computational Geometry, 35(3), 405-427.
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Obr. 2.6: Konfigurdcia Cremona-Richmond™”|

Hypotéza 2.3. Fulkerson
Kazdy bezmostovy kubicky graf md 6 1-faktorov takych, Ze kazZdd hrana grafu leZi v
prdave 2 z nich.

Lahko sa da nahliadnit, ze konfiguracia Cremona-Richmond v ktorej si body
dvojprvkové podmnoziny mnoziny {1,2,...,6} a priamky su trojice takychto bodov
sa da pouzit na sformulovanie Fulkersonovej vety. Hranam v grafe pridelime bod z
konfiguracii a vrcholom v grafe priradime priamky (bloky) z konfiguracii.

2.8 Konecné jednoduché grupy

Def 2.21. Grupa G sa nazyva jednoducha, ak |G| > 1 a pre kazdi jej normélnu
podgrupu H plati |H| =1 alebo H = G.

Def 2.22. Grupa G je konecnd, ak ma koneény pocet prvkov, teda |G| =n, n € N.

2.8.1 Klasifikacia konec¢nych jednoduchych grap

Dolezitou otazkou v tedrii grip bolo ako popisat vsetky konecné jednoduché grupy.
Nasledovna teoréma bola tplne dokédzana v roku 2004. Ddkaz bol publikovany na
desiatky tisic strdn po ¢astiach od roku 1955]

Veta* 2.44. KazZdd konecnd jednoduchd grupa je izomorfnd s jednou z nasledovnyjch
grup:

o cyklicka grupa Z,, kde p je prvocislo

e alternujica grupa A,, kden >5

e projektivna Specidlna linedrna grupa PSL(2,q), kde q je mocnina prvocisla
e niektord z grup Lie typu

e niektord z 26 sporadickych gmﬂ

HTento dokaz vynechame zo skript :)
1290 z 26 tychto grip spolu tvoria stastni rodinku v ktorej st okrem inych grip aj grupa mon-
strum M a grupa babétko monstrum B :)
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o Titsova grupa *Fy(2)’

Naznacime ako st sporadické MathieuH grupy prepojené so Steinerovskymi sys-
témami. Existuje 5 grip tohoto typu:

e Grupe M, zodpoveda grupa automorfizmov S(4, 5, 11), pisSeme Aut(S(4,5,11))
e Grupe My zodpoveda Aut(S(5,6,12))

e Grupe Ms; zodpovedd podgrupa indexu 2 grupy Aut(S(3,6,22)), teda Mg <y
Aut(S(3,6,22))

Grupe Ms3 zodpoveda Aut(S(4,7,23))

Grupe My4 zodpovedd Aut(S(5,8,24))

B franciizsky matematik Emile Léonard Mathieu
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Kapitola 3

Matroidy

3.1 Definicia, zakladné pojmy

Def 3.1. Dvojica (X, N), kde N' C P(X) a N je konetn4, je matroid, ak st splnené

nasledujice podmienky:
1. geN
2. NENANCN= NeN
3. NNN e NAIN|<|N'|=3Jze N -N:NU{z}eN
Mnoziny z N voldme nezdvislé mnoZiny. MnoZiny mimo N voldme zavislé.

Veta 3.1. (Matroid z vektorového priestoru)

Nech V,,(F) = F™ je vektorovy priestor dimenzie n < oo nad (nie nutné konecnym)
polom F. Nech (1, ..., %) je postupnost (nie nutné roznych) vektorov z V,,(F'). Nech
X ={1,....t1, N = {Q | Q C X N{Z; | i € Q} je nezdvisld v V,(F)}. Potom
dvojica (X, N) je matroid.

Dokaz. Treba postupne overif vSetky tri podmienky z definicie matroidu.

@ € N: Prézdna mnozina vektorov je (linedrne) nezavisld, takze patr{ do mnoziny

N.

N e NAN'C N = N'"e N: Podmnozina (linedrne) nezavislej mnoziny vektorov
je tiez (linedrne) nezavisla.

N,N € NAN|IN| < |N'| = 3z € N =N : NU{z} € N: Sporom, nech
Ve € N =N : NU{z} ¢ N, ¢ize mnozina vektorov N U {z} je vidy (linedrne)
zavislad. Potom plati, Ze vektor x sa da vyjadrit ako linedrna kombindacia zvysnych
vektorov v tejto mnozine. To znamena, ze kazdy vektor z N’ — N sa da vyjadrit ako
linearna kombinacia vektorov z N.

Z toho vyplyva, Ze dimenzia linedrneho obalu mnoziny N’ nie je vicSia ako
dimenzia linearneho obalu mnoziny N. Nakolko obidve mnoziny N a N’ st (linedrne)
nezavislé, tak ich mohutnosti st rovné dimenziam prislusnych linedarnych obalov.
Potom |N| > |N’|, ¢o je spor. O

Veta 3.2. (Matroid z grafu)

Nech G = (V,E) je jednoduchy graf. Nech X := E. Nech mnozina hrin A C E
patri do mnoziny N prdve vtedy, ked indukovany graf neobsahuje kruznice. Potom
dvojica M(G) = (X, N) je matroid.
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Dokaz. Schéma dokazu je totozna s predoslou vetou, ponechavame preto tento dokaz
ako samostatné cvicenie (tiloha . ]

Uloha 45. Dokazte vetu @

Def 3.2. Nech M = (X, N) je matroid a nech A C X. Mnozinu B C A voldme
bazou mnoziny A v matroide M, ak je to maximalna (na inkliziu) nezévisla mnozina
v A. Formalne, B je bazou A v matroide M = (X, N), ak:

BCAANBENANB ODB:B CA= B ¢N)

Specidlne, bazy mnoziny X voldme bazy matroidu. Mnozinu baz matroidu M
znacime ako B.

Veta 3.3. Nech (X, N) je matroid a A C X. Nech N, N’ st bazy mnoziny A. Potom
[N| = [N'].

Dékaz. Sporom, nech mohutnosti bz N a N’ st rdézne. BUNV| |N| < |N’|. Potom z
tretej vlastnosti matroidov (deﬁnicia vyplyva, Ze existuje prvok z € N'—N C A
taky, ze N U {z} € N. To je vSak spor s tvrdenim, ze mnozina N je bazou, t.j.
maximalnou na inkliziu nezavislou podmnozinou A. O

Def 3.3. Nech (X,N) je matroid. Hodnostou mnoziny A C X voldme velkost
nejakej bazy B mnoziny A a zna¢ime ako r(A) := |B|.

Veta 3.4. Nech (X,N) je matroid a r : P(X) — Ny je jeho hodnostnd funkcia.
Potom plati:

1. r(@)=0

2. r({z}) <1

3. AC B = r(A) < r(B)

4. T(AUB) <r(A)+r(B) —r(AN B) (semimodularita)

Navyse, ak nejakd funkcia r' : P(X) — Ny spliia vyssie wvedené podmienky, tak
existuje jediny matroid, ktorého hodnostnou funkciou je prave r’.

Dokaz. Prvé tri vlastnosti hodnostnej funkcie su trivialne na dokazovanie, sustredif
sa budeme na stvrti vlastnost.

Nech I je bazou mnoziny A N B. Nech I’ D I je bazou mnoziny A U B, obsa-
hujica mnozinu I (pomocou tretej Vlastnostﬂ z definicie matroidov). Kedze kazd4a
podmnozina nezavislej mnoziny musi byt tiez nezévisla (druhd vlastnost z definicie
matroidov), tak [I’N (AN B)| < |I] (kedZe I je maximdlna nezdvisld mnozina v
AN B). Kedze I’ (z definicie) obsahuje I, tak plati I'N (AN B) = 1.

Dalej plati, ze |I' N A| < r(A) a |[I' "N B| < r(B), nakolko I' N A a I' N B st
nezavislé (z druhej vlastnosti matroidov), ale nie nutné maximalne v prislusnych
podmnozinach.

Pouzitim pravidla zapojenia a vypojenia na mnoziny ANI" a BN I’ dostaneme:

(AuB)NI'|=|ANnI'|+|BNI'|—|AnBnNI.

Lttto techniku budeme pouzivat aj neskor
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Vyuzitim vyssie odvodenych faktov po dosadeni dostaneme:
r(AUB) <r(A)+r(B)—r(ANB).

Konstrukcia matroidu pomocou hodnostnej funkcie: Tento pod-dokaz ma tri fazy.
Poprvé, pre r' skonstruujeme, a aj dokdZeme ze sme skonstruovali, matroid. Potom
ukazeme, Ze 1’ je hodnostnou funkciou pre skonstruovany matroid, a na zaver uka-
zeme, ze pre inak skonstruovany matroid ' nebude hodnostnou funkciou.

Zacnime dokaz dvoma pozorovaniami:

e 7 vlastnosti 2. a 4. vyplyva, Ze pre akikolvek mnozinu M C X plati /(M) <
|M|. (Mnozinu rozlozme na prvky, ziskajme odhad pomocou podmienky 2. a
poskladajme mnozinu spét semimodularitou (4.))

e Pre matroid M a jeho hodnostni funkciu ry plati ry(A) = |A] <= A€ N,
pretoze A € N prave vtedy ked moze byt sama sebe bazou.

Tieto pozorovania nas motivuju skonstruovat matroid pre dant funkciu 7’ tak,
ze za nezavislé mnoziny vyhlasime také mnoziny A, pre ktoré plati r'(A) = | A|.

Formélne: M = (X,N), kde N = {A C X ; r'(A) =|A]|}.
Dokazme teraz (overenim podmienok), Ze to, ¢o sme skonstruovali, je matroid.

1. Kedze r'(M) < |M| pre kazdé M, plati aj (@) < |@|. Preto oéividne r'(&) =
0=1g|. (Ved r": P(X) — Ny vracia iba prirodzené ¢isla.)

2. Predpokladame, ze 1'(A) = |A| a B C A, a chceme ukazat, ze r'(B) = |B].
Pre tcely sporu predpokladajme, ze r'(B) < |B|. Vyuzijeme vlastnost 4. (se-
mimodularita), na mnozine A = B U (A—B), aby sme nasli spor. Plati:

4.
r"(A) = P(BU(A-B)) < r(B)+ 1 (A-B) +r (BN (A-B)))
< |B|+|A=-B|+7r' (@) = |A|.
Prechod na druhy riadok vykondme, pretoze predpokladdme r'(B) < |B|, a

taktiez vieme ze pre akikolvek mnozinu M, r'(M) < |M|. Vdaka tomu vset-
kému sme dostali vztah 7' (A) < |A[, ¢o je spor s predpokladom, ze 7' (A) = | A|.

3. Podmienku 3 (axiému vymeny) overime, ako zvycajne, sporom. Predpokla-
dajme teda, ze mdme dve mnoziny A, B C X také, ze |A| < |B]|, pre ktoré
plati '(A) = |A| a r/(B) = |B|, ale pritom neexistuje prvok # € B—A spliia-
juci vztah

r(AU{z}) = |[AU{z}|.

Inak povedané:
Ve e B—A: r(Au{z}) < |AU{z}|

Z monoténnosti funkcie r’ (vlastnost 3.) vyplyva, ze r'(A) < r'(AU{z}), preto
pre kazdé x € B — A dostavame:

|A] =7'(A) <r'(AUu{z}) < |[AU{z}|.

Inymi slovami

Vee B—A: r'(Au{z}) = 4] (3.1)
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Overenie axiomy vymeny bude teraz pozostavat z dvoch krokov: najprv uka-
zeme, 7Ze za predpokladu (3.1)) plati

VZ C B—A: (AU Z) =1'(A), (3.2)

vdaka ¢omu nasledne odvodime spor.
Nasleduje dokaz indukciou, ako z predpokladu (3.1)) vyplyva vztah (3.2)).
Bdza indukcie: Pre Z, ktorého velkost je 0 alebo 1, tvrdenie oc¢ividne plati.

Indukcny krok: Predpokladame zZe vztah (3.2)) plati pre vSetky Z C B—A také
ze |Z| < k. Ak nastala situécia, ze k = |B—A|, vztah sme dokazali.

V opacnom pripade vezmime akukolvek mnozinu Z C B— A obsahujicu k£ + 1
prvkov a rozdelme ju na disjunktné mnoziny Z’ a {z}. Vdaka vlastnosti 4.
ziskame nasledujuci vztah:

FAUZ'U{z}) < P(AUZ) 7 (Au{z}) = (AU Z) N (AU{z})).

Podla indukéného predpokladu plati (AU Z') = r'(A) a r'(AU{z}) =1/(A).
Kedze 7' a {z} st disjunktné mnoziny, vieme ze r (( ZNN (AU{z})) =r'(A).
Preto mozeme upravit predosla nerovnost takto:

(AU Z)
(AU Z)

r'(A) +r'(A) —1'(A), cize

<
< 7r'(A).

Z monoténnosti funkcie 7’ (vlastnost 3.) vyplyva, ze (AU Z) > r'(A), preto
(AU Z) =1r'(A), takze sme dokdzali, ¢o sme chceli.

Na zaver, ked uz vieme, ze vdaka predpokladu plati (AU Z) = r'(A)
pre vsetky Z C B—A, teda aj pre Z = B—A, a kedze z vlastnosti 3. vieme
(AU B) > r'(B), tak mozeme tvrdit, ze nasledovné vztahy vyplyvaji z
predpokladu (3.1)):

|B|=7"(B) <r'(AUB) =r'"(AU(B-A)) =r'(A) = |A|.
Preto |B| < |A], ¢o je spor s predpokladom ze |B| > |A|.

Veta navyse tvrdi, ze hodnostnou funkciou zostrojeného matroidu ma byt prave
r’. Overme teda, ze r’ je hodnostnou funkciou pre matroid M. Pre nezdvislé mnoziny
vracia funkcia " korektné velkosti baz (z definicie). Preco vracia funkcia r’ spravne
hodnoty pre zavislé mnoziny (ma vratit velkost bazy), vyplyva z nasledujiceho
tvrdenia, ktoré sa dokaze indukciou na velkost Z podobne ako vztah .

Nech je B baza A. Potom pre kazdé Z C A—B: r(BUZ) = |B|

Na zéver dokdzme jednoznacnost matroidu, ktorého hodnostnou funkciou je 7.
Idea dokazu je, ze sa matroid neda konstruovat inak, nez ako sme to robili. Nech by
existoval matroid pre r’ zostrojeny inak, nez vyssie popisanou konstrukciou, potom
musela nastat aspon jedna z nasledujicich situdcii:

1. Existuje mnozina A; C X t. 7. /(A1) = |A1] a A1 ¢ N
2. Existuje mnozina Ay C X t. 2. 7'(Ay) # |As] a Ay € N.
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Ak nastala prva situécia, tak 7’ nie je hodnostnou funkciou, pretoze baza mnoziny A,
urcite neobsahuje vsetkych |A;| prvkov mnoziny A;, kedze baza definitoricky patri
do N. Ak naopak nastala druhé situdcia, tak ’ nehovori sprévnu hodnotu hodnosti
mnoziny A, kedze ocividne A, je bazou pre Ay (patri do A). Cim sme ukazali 7e
pri akejkolvek inej konstrukeii, 7’ nebude hodnostnou funkciou toho matroidu.

Ukazali sme, Ze nasa konstrukcia vytvori taky matroid, Ze hodnostnou funkciou
toho matroidu je r’ a ze akdkolvek ind konstrukcia zhavaruje. Teda vsetko, ¢o bolo
treba dokazat. m

Veta 3.5. Nech (X,N) je matroid a B je mnoZina jeho bdz. Potom plati:
B1: Ziadne 2 prvky mnozZiny B nie si v inklizii
B2: BBBeB=VreB-B Jye B —B:(B—{z})u{y} eB

Navyse, ak mnozina B' spliia vyssie wvedené podmienky Bl a B2, tak existuje
jeding matroid, ktorého mnoZinou bdz je prave B'.
Dokaz. Prva vlastnost trividlne plynie z definicie bazy. Druha vlastnost budeme
dokazovat priamo. Nech mnoziny B a B’ sui bazy a nech x € B — B’. Mnozina
(B — {z}) U B’ mad maximélnu hodnost, nakolko je nadmnozinou bazy B’: r((B —
{z})UB') > r(B') = r(X). Nech C je bdzou mnoziny (B — {z}) U B". Mnozina
(B — {x}) je nezavisla, lebo je podmnozinou bazy B. Z tretej vlastnosti matroidov
potom plynie, ze existuje prvok y € (B — {z})U B’) — (B — {z}) = B’ — B taky,
ze (B —{z})U{y} € N. KedZe hodnost (B — {z}) U{y} je rovnd hodnosti bazy B
a mnozina je nezavisla, tak je tiez bazou.

Konstrukcia matroidu z mnoziny baz: za nezavislé mnoziny prehlasime vsetky

podmnoziny béz. Overenie spravnosti tejto konstrukcie prenechavame ako samos-
tatné cvicenie (tloha (46)). O

Uloha 46. Dokazte spravnost konstrukcie z vety .

Def 3.4. Nech M = (X, N) je matroid a A C X. Prvok z € X voldme zavisly od
mnoziny A v matroide M, ak r(A) = r(AU {x}).

Def 3.5. Nech M = (X, /N) je matroid a A C X. Uzdverom mnoZiny A v matroide

M volame mnozinu A vsetkych zavislych prvkov od A. Formaélne,
A={zeX |r(A)=r(Au{z})}
Veta 3.6. Nech M = (X, N) je matroid a A C X. Potom plati:
1. ACA
2. Ve X:r(Au{z}) =r(4) = A= AU {x}
3. r(A) =r(A)

5. A=Upepeo (B | B2 Ar(B) = r(4))

Dokaz. Prva vlasnost je o¢ividna z definicie.

2. Vo e X :r(AUu{z}) =r(A) = A= AU {x}: Musime dokdzat rovnost dvoch

mnozin. Dok4Zeme postupne A C AU {z} a A D AU {x}.
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AC Au{z}: Nechye€ A, ¢ze r(AU{y}) = r(A). Sporom, nech y ¢ AU {x},
t.j. r(Au{z}u{y}) > r(AU{z}) = r(A). Oznacme si bdzu mnoziny A ako N, a bazu
mnoziny AU{z}U{y} ako N’. Potom plati |N| < |N’|. Z tretej vlastnosti matroidov
vyplyva, ze musi existovat prvok z € N’ — N taky, ze NU{z} € N. Prvok z nemdze
byt z mnoziny A, lebo mnozina N je jej bazou. Cize prvok z je bud rovny z alebo y.
Ale z definicii prislusnych prvkov plati, ze r(AU {z}) = r(AU{y}) = r(A) = |N]|,
¢ize spor.

Au{z} CA: Nechw € AU{z}, t.j. r(AU{z}u{w}) =r(Au{z}) =r(A). Z
vlastnosti hodnostnej funkcie (veta vyplyva, ze r(AU{z} U{w}) > r(AU{w})
a zéroven r(A U {w}) > r(A). Z toho viak uz plynid] ze r(A U {w}) = r(A), ¢ize
w e A.

3. r(A) = r(A): Indukciou na pocet prvkov v mnozine A — A. Postupne si ich
popriddvam do mnoZiny A so zachovanim hodnosti (pomocou vlastnosti ¢islo 2).

4. A = A: Stad dokéazat, ze A C A, lebo obrdtena inkluzia vyplyva priamo z
definicie. Sporom nech existuje prvok y € A taky, ze y ¢ A. Potom r(AU{y}) = r(A)
ar(AU{y}) > r(A). Kedze r(A) = r(A), dostdvame

r(A) = r(A) <r(AU{y}) < r(AU{y}) = r(4),
¢o je spor.

5. A= Upepx){B| B2 AAr(B) =r(A)}: Toto je rovnost mnozin, dokazovat
ju budeme pomocou dvoch inkluizii.

AC Uperc) {B | B2 AAN7(B) =r(A)}: 7 prvej vlastnosti plynie, Ze ADA,
70 Stvrtej Vlastnostl plynie, Ze r(A) = r(A).

Usepx) {B | B2 AAr(B)=r(A)} C A: Ukazeme, e kazdd mnoZina B zo
ZJednotenla na lavej strane patri do A. Nech z € B — A. Potom r(B) > r(AU{z}) >
r(A). Z toho Vyplyval ze r(AU{z}) = r(A), ¢ize x € A. O

Veta 3.7. Nech M = (X,N) je matroid a ® : P(X) — P(X) je jeho uzdverovd
funkcia (t.j. (A) = A). Potom plati:

Ul: VACX:ACA
U2: ACB=—= ACRB
U s g ANnv € AU{yt = yc Au{z}

Navyse, ak ezistuje funkcia ® : P(A) — P(A), ktord spliia podmienky Ul —
U3, tak existuje jediny matroid, ktorého uzdverovou funkciou je prive ®’.

Dokaz. Prva vlastnost je uz dokazana vo vete [3.6|

2y tejto chvili si Studenti informatiky FMFI UK mézu nostalgicky spomentt na vetu o dvoch
prstoch a Kubackovom nose z prvého semestra matematickej analyzy
3tuto sa ku nostalgii mézu pridat aj studenti matematiky
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2. AC B= AC B: Sporom, nech existuje prvok = € A taky, ze ¢ B. Z toho
vyplyva, ze
r(Au{x}) =r(A) lebo x € A,
r(BU{z}) > r(B) lebo = ¢ B.
O mnozine B U (AU {z}) plati, Ze
r(BU(AU{z})) = r(BU {z}),
kedze A C B. Zo semimodularity hodnostnej funkcie 7 na tejto mnozine vyplyva:
r(BU(AU{z})) <r(B)+r(Au{z}) —r(Bn(AU{z})).

Vyuzitim doteraz dokazanych rovnosti vieme zapisat tito nerovnost ekvivalentne
ako:

r(BU{x}) <r(B) +r(A) —r(A).

Posledna rovnost 7(B N (A U {z})) = r(A) plati, lebo A C Baz ¢ B. Z
celej nerovnosti teda vyplyva, ze r(B U {z}) < r(B), co je ale spor s tym, Ze
r(BU{z}) > r(B).

3.2 ANz e AU{y} =y € AU{x}: Sporom, nech y ¢ AU {r}. Zo semimo-
dularity hodnostnej funkcie (veta[3.4] vlastnost 4) vyplyva, ze r(AU{a}) < r(A)+1
pre lubovolny prvok a.

7 x ¢ A plynie, 7e r(A U {z}) > r(A), spolu s predoslym vysledkom mame
r(Au{z}) =r(A)+1.Zx € AU{y} vyplyva, ze r(AU{z} U{y}) = r(Au{y}) <
r(A)+1.Zy ¢ AU{z} vyplyva, ze r(AU{z} U{y}) > r(AU{z}) = r(A) + L
Syntézou tychto dvoch nerovnosti dostavame r(A)+1 < r(AU{z}U{y}) < r(A)+1,
¢o je nemozné, ¢ize sme dospeli ku sporu.

Konstrukcia matroidu z uzaverovej funkcie: Mnozinu A C X prehlasime za
nezavisli prave vtedy ked kazdé jej podmnozina ma mensi uzaver. Formélne,

AeN << VBCA: 9 (B)C d'(A).

Overenie spravnosti konstrukcie prenechdvame ako samostatné cvicenie (tloha [47)).
O

Uloha 47. Dokazte spravnost konstrukcie z vety .

Def 3.6. Nech (X,N) je matroid. Mnozina K C X sa vold kruznica, ak je to
najmensia (na inkliziu) zévisld mnozina. Formalne, mnozina K C X je kruznica,
ak:

KgNANVK CK:K eN)

Mnozinu vsetkych kruznic matroidu oznacujeme ako K.

Veta 3.8. Nech (X, N) je matroid a K je mnoZina vsetkych jeho kruznic. Potom
plati:

K1: Ziadne dva prvky mnozZiny IC nie su v inkldzii
K2: KKK'e KANK#K' NJre KNK' = 3LeK:LC (KUK')—{z}

Navyse, ak existuje mnoZina K', ktord spliia podmienky K1 a K2, tak existuje
jeding matroid, ktorého mnozinou kruznic je prave K'.

Dokaz. Prva vlastnost je oc¢ividna z definicie kruznice.
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2. KKK e KNK# K Ndr e KNK' = dL e K: L C (KUK') — {z}:
Na overenie platnosti tohto tvrdenia stac¢i ukézat, ze mnozina (K U K') — {z} je
zévisla. Pozrimdf sa na hodnost mnoziny K U K':

semimodularita
r(KUK') < r(K)+r(K')—r(KNK') =
=(K|-1)+(K'|-1) - |[KNK'|=|KUK'| -2

(*) Treba si uvedomit, ze kazda vlastnd podmnozina kruznice je nezavisla mnozina,
takze ich mohutnosti si totozné s ich hodnostami.

Z danej nerovnosti uz vyplyva, ze ani KUK’, ani (KUK')—{x} nie st nezavislymi
mnozinami, ¢im je dokaz ukonceny.

Konstrukcia matroidu z mnoziny kruznic: Za nezavisle mnoziny prehlasime
vsetky mnoziny, ktoré neobsahuji ani jednu kruznicu. Overenie spravnosti konstruk-
cie prenechdvame ako samostatné cvicenie (tiloha [48]). ]

Uloha 48. Dokazte spravnost konstrukcie z vety .

Def 3.7. Nech G = (V, E) je jednoduchy graf a ¢ : E — {+,—} je funkcia,
ktorad kazdej hrane grafu G priradi bud plus alebo minus. Potom trojica (V| E, ¢) je
signovany graf. Hrany signovaného grafu, ktorym je priradend hodnota 4, volame
kladné. Ostatné hrany volame zdporné.

Def 3.8. Nech G je signovany graf. Potom kruznice s parnym poc¢tom zapornych
hran, volame balansované. Ostatné kruznice volame nebalansované.

Veta 3.9. (Matroid zo signovaného grafu)

Nech G = (V, E,¢) je signovany graf. Nech X := E a nech do mnoZiny K pat-
ria také mnoziny hrdn, ktoré indukuji balansované kruznice a také mnoZiny hrdn,
ktoré indukuji graf, pozostdvajici z dvoch nebalansovanych kruznic, spojengch cestou
(nie nutne kladnej dl/zvky). Potom existuje jeding matroid (X, N'), ktorého mnoZinou
kruznic je prave K.

Uloha 49. Dokazte vetu (hint: pomocou vety .

3.2 Dualita matroidov a triedy matroidov

Veta 3.10. (veta o dualite)
Nech M = (X, N) je matroid. Nech B je mnozina biz matroidu M ar : P(X) — Ny
je hodnostnd funkcia matroidu M. Dalej nech:

e B*:={X —-B| BeB}
e N ={X-A|ACXAr(A) =r(X)}

o 7 : P(A) — Ny takd, ze r*(A) = |A| —r(X) +r(X — A) = |A| — (r(X) —
r(X —A))

Potom plati:

“toto je klasicky pripad dokazu metédou “pozriem a vidim”, oblibenej vyucujiicimi a ne-
névistnej Studentom. T4 istd myslienka sa da pouzit priamo na mnozinu (K U K') — {z} =
(K —{x}) U (K" —{z}), je to v8ak o nieo menej prehladné
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1. mnoZina B* je systémom bdz nejakého matroidu
2. mnozina N* je systémom nezdvislijch mnozin nejakého matroidu
3. funkcia r* je hodnostnou funkciou nejakého matroidu
4. navyse, vsetky 3 vyssie uwvedené matroidy su rovnaké
Takygmto sposobom zostrojeny matroid sa vold dudlny a znaci sa ako M* = (X, N*).

Dékaz. Je zrejmé, ze ak dvojica (X, N*) je matroidom, tak mnozina B* bude mno-
zinou jeho baz a naopak, ak B* je mnozinou baz nejakého matroidu, tak nezavislé
mnoziny v tomto matroide budt prave AN'*. Treba teda dokdzat, ze dvojica (X, N*)
spliia definiciu matroidu, a Ze jeho hodnostnou funkeciou je prave r*. Tym ukdzeme,
ze funkcia r* spliia podmienky hodnostnej funkcie, a z predoslych viet (veta
bude teda platif unikatnost z nej odvodeného matroidu.

Na overenie, ¢i je dvojica (X, N*) matroidom, treba overit tri podmienky:

1. o € N*: Mnozina X m4 plnt hodnost v pévodnom matroide, preto do N* z
konstrukcie patri jej komplement, teda prazdna mnozina. Formélne,

XCXAr(X)=r(X)=X-X=0eN".

2. Ne N*AN C N = N € N*: To, ze mnozina N € N* znamen4, Ze jej
komplement X — N mé& plnt hodnost v pévodnom matroide. Kedze mnozina N’ je
podmnozinou N, tak jej komplement X — N’ je nadmnozinou X — N, CiZe tiez méa
plni hodnost v povodnom matroide. Z toho podla konstrukcie plynie, zZe aj mnozina
N’ je v mnoZine N*.

3. NN e N*AN|IN|<|N'| = Fz € N —N:NU{z} € N*: Prepiseme najprv
toto tvrdenie do jazyku pévodného matroidu:

r(X = N)=r(X)Ar(X = N') =r(X) A|JX = N| > |X - N'| =
Jr e (X —N)— (X = N'):r((X — N) — {a}) = r(X).

Inak povedané, ak mame v matroide nejaké dve mnoziny A a B plnej hodnosti,
pricom |A| > |B|, tak ¢ existuje taky prvok z z A — B, Ze jeho odobratim z A
zachovame jej hodnost?

Dokazeme toto tvrdenie priamo. Nech C' je bazou mnoziny A N B v pévodnom
matroide, C4 je jej rozsirenim na bazu mnoziny A a Cp je rozsirenim mnoziny C
na bazu mnoziny B. Velkosti mnozin Cy — C a Cp — C st rovnaké (lebo Cy a
Cp st bazami povodného matroidu). Z toho vyplyva, ze |Cy — C| = |Cp — C| <
|B—(ANDB)| < |A—(ANB)|, ¢ize mnozina (A—(ANB))—(C4—C) je neprazdna. A
je uz zrejmé, ze odstranenim Iubovolného prvku mnoziny (A—(ANB))—(Ca—C) z
mnoziny A sa hodnost mnoziny A nezmeni (lebo bude stale obsahovat mnozinu Cjy,
ktord je bazou mnoziny X).

Tymto je overenie, ze (X, N*) je matroidom, ukon¢ené. Ostava uz len ukdzat, ze
jeho hodnostnou funkciou je prave r*. Oznacime docasne hodnostni funkciu matro-
idu (X, N*) ako g.

Nech bazou A C X v matroide M* je mnozina N*. Potom N* € N*, ¢iZe z
konstrukcie (X — N*) = r(X). Nech By je bdzou mnoziny X — A v matroide
M. Nech By je rozsirenim mnoziny By na bazu mnoziny X — N* v matroide M.
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Vsimneme si, ze By — By € A — N* (lebo By je bazou X — A v matroide M).
Hodnost mnoziny B; je rovnd hodnosti mnoziny X — N* (lebo je jej bazou), z
definicie N* plati 7(B;) = r(X — N*) = r(X). Teda mnozina B; je bazou matroidu
M. Z toho plynie, ze |B;| = r(X).

Nech B* := A — By, potom |B*| = |A — (By — By)| = |A| — |B1| + |Bo| =
|A|—=r(X)+r(X—A). VSimneme si, ze X —B* D By, tedar(X—B*) > r(B;) = r(X).
Z toho plynie, ze B* € N*. Nakolko B* € N* a B* C A, tak |B*| < |N*| (lebo
N* je badzou mnoziny A, t.j. najvicsou nezavislou podmnozinou A). Nakolko vsak
By — By N N* = g, plati, ze N* C B*. Z toho vyplyva, ze B* = N* a teda
9(A) = [N*[ = [B*| = [A] = r(X) +r(X — A). O

Veta* 3.11. Nech M(G) je grafovy matroid grafu G. Potom nasledujice podmienky
st ekvivalentné:

1. M* je grafovy matroid
2. G je plandarny graf

Def 3.9. Nech M = (X, N) je matroid a F je pole. Matroid M je F-reprezentovatelny,
ak existuje vektorovy priestor V' konecnej dimenzie nad F' a zobrazenie f: X — V
také, ze

VAe X : (A e N < f(A) je linedrne nezévisla vo V)

Def 3.10. Matroid je reprezentovatelny, ak je F-reprezentovatelny nad nejakym
polom F'.

Def 3.11. Matroid je binarny, ak je GF'(2)-reprezentovatelny.
Def 3.12. Matroid je regularny, ak je F-reprezentovatelny nad kazdym polom F'.
Veta* 3.12. KaZdy grafovy matroid je requldrny.

Def 3.13. (ZiZenie matroidu)
Nech M = (X, N)jematroiday C X.Nech Ny :={A| ACYANIBeN:A=BnNnY}

Potom M/Y := (Y, Ny) je matroid a nazyva sa zizenim matroidu M na mnozinu
Y.

Uloha 50. Dokézte, Ze ziZenie matroidu je tiez matroid.

Def 3.14. (Kontrakcia matroidu)

Nech M = (X, N) je matroid a Y C X. Nech A C Y patri do systému Ny prave
vtedy, ked existuje bdza B mnoziny X — Y v matroide M tak4, ze AUB € N.
Potom dvojica M.Y := (Y, Ny) je matroid a nazyva sa kontrakciou matroidu M na
mnozinu Y.

Uloha 51. Dokézte, ze kontrakcia matroidu je tiez matroid.
Veta* 3.13. M4, = (M.y)
Def 3.15. Matroid M’ je minorom matroidu M, ak sa matroid M’ d4 dostat z mat-

roidu M pomocou postupnosti ztizeni a kontrakcii.

Def 3.16. Nech mp = (X, B, €) je Fanova projektivna rovina (vid obrdzok [3.1)).
Nech mnozina N obsahuje vSetky podmnoziny X mohutnosti najviac dva a také
trojice bodov, ktoré nelezia na jednej priamke. Potom (X, N') je Fanov matroid a
oznacuje sa JF.
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Obr. 3.1: Fanova projektivna rovina

Uloha 52. Overte, ¢ definicia spliia podmienky z definicie matroidu.

Def 3.17. Nech X = {1,...,n}, N := {A| AC X A|A| < k}. Potom dvojica
Ul = (X,N) je matroid.

Veta 3.14. (U})* =U"_,
Veta* 3.15. (Charakterizdcia tried matroidov)
1. matroid M je bindrny <= U3 nie je minorom matroidu M.
2. matroid M je reqularny <= U3, F, F* nie sii minormi matroidu M.

3. matroid M je grafovy < Uy, F, F*, M*(Ks3), M*(K3) nie si minormi
matroidu M.

4. matroid M je kografovy <= U}, F, F*, M(Ks3), M(Ks) nie si minormi
matroidu M.

5. matroid M je plandarny <= matroid M je grafovy a kografovy.

3.3 Matroidové algoritmy

Def 3.18. Problém maximélnej mnoziny je trojica (X, M, c), kde X = x;,...,x,
je mnoZzina objektov, M C P(X) je mnozina pripustnych rieSeni a ¢ : X — R* U
{0} je cenové funkcia, rozsiritelnd na P(X), a to takym spdsobom: VA € P(X) :
c(A) := Y, cac(x;). Riesenim problému maximélnej mnoziny je mnozina M* € M
s maximalnou cenou. Formalne,

M* := argmax (M)
MeM

Def 3.19. (Pazravy algoritmus)
Nech (X, M, ¢) je problém maximélnej mnoziny. Potom nasledovny algoritmus je
pazravym algoritmom pre najdenie riesenia daného problému:

47



1. MO =g

2. My, := M; U {z}, ak z spliia nasledovné podmienky:
(a) x & M,
(b) M;U{z} C M" e M (t.j. existuje také M’ € M)

(¢) x méa spomedzi vSetkych prvkov, ktoré spliiaju predchadzajice podmienky,
maximalnu cenu c¢(z)

3. Opakujeme krok 2. Ak x, vyhovujice vsetkym podmienkam z druhého kroku,
neexistuje, tak algoritmus koné¢i a odpovedou je posledna mnozina M;.

Veta 3.16. (Vztah matroidov a pazravych algoritmov)

Nech X je koneénd mnozina, M C P(X). Potom nasledujice podmienky si ekviva-
lentné:

1. pre kaZdé nezaporné ohodnotenie ¢ mnozZiny X pazZravy algoritmus ndjde opti-
malne riesenie

2. existuje matroid na mnozine X taky, Ze M je systémom baz daného matroidu
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