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Formalny axiomaticky systém

e formdlny azxiomaticky systém sa sklada z troch casti:

1. jazyk (jeho slové sa nazyvaji formuly)
2. axiémy (nejaké formuly jazyka)

3. odvodzovacie pravidla

dékaz (vo formélnom systéme) je koneénd postupnost formil, kde kazd4 formula je bud
axioma, alebo je odvodend z prechadzajicich pouzitim niektorého odvodzovacieho pravidla.

formula ¢ je dokdzatelnd (volame ju veta alebo tieZ teoréma), ak existuje dokaz, ktory koné&f
. Tento fakt oznacujeme F .

MU-puzzle

definovali sme si formalny axiomaticky systém MU-puzzle:

1. abeceda: p = {M,U,I}
2. jazyk: u* - znamend vsetky refazce zlozené z pismen M, U a I.
3. axioma: MI

4. odvodzovacie pravidla:

2l Mo 11Ty Uy
(1) xIU (2) Mxx (3) Uy (4) Ty

za x a y moZeme dosadif Iubovolny refazec z u*. Tento zdpis pravidiel hovori, Ze z
formuly hore (predpoklad) mézeme potom odvodit formulu dolu.

uloha 1: v systéme MU-puzzle dokazte MIU
rieSenie: dokaz je postupnost MI, MIU; viésSinou ju zapisujeme (spolu s vysvetlivkami) takto:
F MI (axiéma)
F MIU (pravidlo 1)
uloha 2: v systéme MU-puzzle dokdzte MIUIU
rieSenie:
F MI (axiéma)

F MIU (pravidlo 1)
F MIUIU (pravidlo 2)

tuloha 3: v systéme MU-puzzle dokazte MIUU



e rieSenie:

MI (axiéma)

MII (pravidlo 2)
MIIII (pravidlo 2)
MIIIIU (pravidlo 1)
MIUU (pravidlo 3)

T T T T T

e udloha 4: v systéme MU-puzzle dokazte IIM.

e rieSenie: po niekolkych pokusoch zistujeme, Ze pismena M na zaciatku formuly sa akosi
nevieme zbavit.

Metaveta 2.1 Vsetky formuly dokdzatelné v systéme MU-puzzle sa zadinaji na pismeno M.

Metadokaz. Formula ¢ je dokdzatelnd, ked méd dokaz ¢1,p2,...,p, = @. Indukciou od
diiky dokazu n ukdzeme, Ze kazd4 dokézatelns formula zaéina pismenom M.

baza indukcie: Pre n = 1 mame jediny dokaz a to axiému MI, ktord zac¢ina na M.
indukény krok: Predpokladajme, ze vsetky fomuly s dokazom dlhym najviac n zacinaju
na pismeno M. Chceme to ukdzatf aj o formule ¢ s dokazom dlhym n + 1, Jej dokaz vy-
zerd takto: o1, p2,...,¢n, ¢. Na zdklade indukéného predpokladu o vSetkych formulich ¢;
pre i € {1,2,...n} vieme, Ze sa zac¢inaji na M. Formula ¢ moze byt axiéma alebo mohla
vzniknif pouzitim nejakého odvodzovacieho pravidla. Prvy pripad sme uz rozobrali. V dru-
hom pripade musela formula ¢ vznikntt z nejakej formuly ; pouzitim niektorého pravidla.
Ked si v§imneme pravidl4, Ziadne z nich nemdze zmenit to, Ze M je na zaciatku formuly. Z
toho vyplyva, Ze ak formula ; mala M na zaéiatku, tak aj ¢ musi mat M na zaciatku. O

e uloha 5: V systéme MU-puzzle dokazte MIMI.

e rieSenie: Toto sa opiit neds dokazatet. Staéi si véimnut, Ze Ziadnym z pravidiel nevieme
vyrobit d’alsie M. MoZeme teda zosilnit prvi metavetu:

Metaveta 2.2 Vsetky formuly dokdzatelné v systéme MU-puzzle si tvaru Mz, kde x € {U,I}*.
Metadokaz. Velmi podobny ako predosly. Prenechavame usilovnému ¢éitatelovi :). O

e uloha 6: V systéme MU-puzzle dokéazte MU.

e rieSenie: Opit po par pokusoch zistujeme, Ze sa tdto formula dokazat neds. Dovodom je,
7e vietky formuly, ktoré vieme dokdzat maji pocet I nedelitelny tromi.

Metaveta 2.3 Vsetky formuly dokdzatelné v systéme MU-puzzle maji pocet I nedelitelny
troma.

Metadoékaz. Metadokaz budeme opit robit matematickou indukciou od diiky dokazu
baza indukcie: Pre n = 1 mame jediny dokaz a to axiomu MI. Axioma obsahuje jedno I,
preto mé poéet I nedelitelny tromi.

indukény krok: Predpokladajme, ze vietky fomuly s dokazom dlhym najviac n maji pocet
I nedelitelny tromi. Nech formula ¢ mé dokaz dlhy n + 1, @1, ¢2,...,0n, @. O vietkych
formuldch ¢; pre i € {1,2,...n} vieme, Ze maji pocet I nedelitelny tromi (indukény pred-
poklad). Formula ¢ moéze byt axioma alebo vznikla pouZitim niektorého odvodzovacieho
pravidla. Prvy pripad sme uz rozobrali. V druhom pripade staéi overit, ze odvodzovacie pra-
vidl4 prenssaji vlastnost, Ze pocet I vo formule nie je delitelny tromi. Pravidld (1) a (4)
nemenia pocet I-¢ok. Pravidlo (2) zdvojndsobuje pocet I-¢ok, ¢o taktiez nemeni nasu vlast-
nost a napokon pravidlo (3) zmensuje po¢et I-¢ok o tri, ¢o taktieZ zachovdva vlastnost. Z
toho vyplyva, Ze aj ¢ musi mat pocet I nedelitelny tromi. O



e dloha 7: V systéme MU-puzzle dokazte MIUIUITI.
e rieSenie:

MI (axi6ma)

MII (pravidlo 2)
MIIII (pravidlo 2)
MI® (pravidlo 2)
MI'6 (pravidlo 2)
MI'6y (pravidlo 1)
MIYUU  (pravidlo 3)
MI'3 (pravidlo 4)
MI'3y (pravidlo 1)
MI'%UU (pravidlo 3)
M1t (pravidlo 4)
MIUIIIIII (pravidlo 3)
MIUIUII (pravidlo 3)

T T T T T T T T T T T T T

Zéapis I* je skrateny zépis pre k I-cok za sebou.

e Vsimli sme si, Ze ked mé formula na konci asponi 3 I-¢ka, vieme sa ich zbavit pouZzitim
pravidiel 1, 3 a 4. Mézeme si teda dokdzat nové odvodzovacie pravidlo:

xIII
(5) 2L

Dokaz odvodzovacieho pravidla:

FaIII (predpoklad)
F zIIIU (pravidlo 1)
F zuu (pravidlo 3)
Fa (pravidlo 4)

e tloha 8: V systéme MU-puzzle dokazte MUIUUI.
e rieSenie:

MI (axiéma)

MI*? (5% pravidlo 2)
Mt (7x pravidlo 5)
MUT® (pravidlo 3)
MUIUIIII (pravidlo 3)
MUIUUI (pravidlo 3)

T T T T T T

e Dostali sme nipad, Ze mozno sa dé dokdzat kazdd formula, ktora ma iba jedno M prave
na zaciatku a zarovein mé poéet I nedelitelny tromi. Inymi slovami predchidzajice dve
podmienky, nie si len nutné, ale spolu davaji aj postacujicu podmienku na to, aby bola
nejaké formula dokdzatelna.

Metaveta 2.4 (o tuplnosti”) V systéme MU-puzzle si dokdzatelné prdve tie formuly,
ktoré tvaru Mr, kde x € {U,I}* a poéet I vo formule nie je delitelny tromi.



Metadoékaz. Implikdciu = sme dokazali tym, ze sme dokazali metavety 2.2 a 2.3.

Dokaz opacnej implikacie bol nepovinnd domaéca tloha za 2 bonusové body. Tu je vzorové
rieSenie:

Predpokladajme, e mame nejakd formulu, ktord zaéina na M a dalej sa skladd len z U a
I, pricom pocet I je nedelitelny tromi. Aby sme dokézali metavetu, musime pre tito formulu
najst dokaz s systéme MU-puzzle. Budeme sa snazit zopakovat postup, ktory sme pouzivali
pri rieSeni poslednych troch tloh, ale budeme to robit vieobecne.

Oznacme si pocet I vo formule ako Pr a pocet U vo formule ako Py. Dokaz si rozdelime na
tri Casti:

1. Vyrobime dostatoéne vela I pomocou pravidla 2.

2. Zbavime sa nadbytocnych I pomocou pravidla 5 (nie vzdy potrebujeme aby bol pocet
I mocnina dvojky).

3. Prerobime niektoré trojice I na U pomocou pravidla 3 tak, aby sme dostali ti formulu,
ktoru chceme.

Na konci druhej casti potrebujeme, aby pocet I bol presne P 4+ 3Py, lebo kazdé U ”zhltne”
tri I. Pocas prvej casti teda potrebujeme vyrobit taky pocet I, aby bol viési ako Pr + 3Py
a zarovenn bude mat rovnaky zvysok po deleni tromi. To sa vzdy d4, lebo mocniny dvojky
si postupne striedaji zvysky 1 a 2 po delenf tromi. (Zjavne 1 = 2° m4 zvysok 1 po delen{
tromi. Dalej ak k = 30+ 1, tak 2k = 6/ + 2 a teda zvysok po delen{ tromi je 2. Ak k = 3¢ +2,
tak 2k =60+ 4 =3(20+1) + 1 a teda zvysok je 1.)

V druhej casti zredukujeme pocet I presne na Pr + 3P; pomocou pravidla 5. V poslednej
casti dokazu potom uz len prerobime prislusné trojice I na U pomocou pravidla 3 tak, aby
sme dostali formulu, ktort sme chceli dokézat. O



