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1 Formalne axiomatické systémy a ich interpretacie

e Na minulej hodine sme mali MU-puzzle system, ktorého formuly boli len nejaké refazce
znakov. Cisto mechanicky sme odvodzovali formuly a zistovali sme, ktoré formuly sa daji
dokézat a ktoré nie. Pri systémoch na tomto cvi¢eni ndm k tomu poslizi viznam, ktory
mozZeme formuliam priradif. Vyznamu budeme hovorit interpretdcia a akondhle ju uréime,
budeme moct o kazdej formule povedat, &i je pravdiva, alebo nie. Pravdivost formuly ¢ pri
interpretdcii Z budeme zapisovat Z = .

P-systém:
1. abeceda: ¥ = {-,#,D,P}

2. jazyk: slové tvaru: x#y, 2Dy a Px - z,y st neprazdne refazce pomléiek.

3. axiomy:
(A1) ay#a (Az) P--
4. odvodzovacie pravidla:
TH#y -—#x aDy, y-#x z-Dx
(1) TH#xy (P2) xD-- (Ps) ;z;DT (Ps) Px-
z a y su neprazdne retazce pomléick.
e tiloha: V P-systéme dokazte formulu P---, alebo dokézte, Ze sa dokézaf nedi.
e rieSenie:
Fo——#- (A1)
Fo——#-—- (P)
F ---D-- (P)
F P-——- (Py)
e udloha: V P-systéme dokazte formulu P----- , alebo dokézte, Ze sa dokazat neda.
e rieSenie:
Dokaz tejto formuly sme hladali odzadu: Na P----- potrebujeme dokdzat ----- D----.
To by sme vedeli dokézat (pomocou Ps), ak by sme mali ----- D-—- a ———-#-————- . To
druhé je lahké: vznikne z axiémy ----#- pouzitim P;. To prvé by &lo, ak by sme mali
————— D-- a ——-#-----. To druhé vyjde z ——-#--, na prvé staci ——#---—-, ¢o dostaneme z



—--#- aplikovanim pravidla P; dvakrat. Cely dokaz mé 11 krokov:

1. % (A1)
2. Fo——#——- (z1; Pp)
3. Fo——t———- (z 2.; Pr)
4. Fo—— D-- (z 3.; P)
5. o (A1)
6. oo (z 5.; Pp)
7. Fo—— D--- (z4.a6.; Ps)
8. - (A1)
9. Fo——#—— (z 8.; Pp)
10 Fo—— D---- (z7.a9.; Ps)
11 F p-———- (z 10.; Py)
tloha: V P-systéme dokézte formulu P----, alebo dokdzte, Ze sa dokdzat neda.

rieSenie: Podobne ako v predchddzajiicich prikladoch sme zacali hladat dokaz od konca. Na
P---- potrebujeme dokdzat ----D---. To sa d4 dokdzat iba pomocou pravidla (Ps3) tak, ze
predtym vieme dokdzat —--#---- a ———-D--. To prvé vieme dokézatf z axiomy ---#-. Na
dokazanie druhého méme v pricipe dve moznosti.

1. Prvd moznost je, Ze sme pouzili pravidlo (P2) na --#----. Toto sa dalodokazat len
pomocou (Py). Ak sme ho pouzili raz, museli sme vychddzat z --#--,¢o nie je axioma.
Ak sme ho pouzili dvakrat, museli sme vychadzat z ——#, o tiez nie je axioma. Preto sa
zjavne —-#---- neds dokéazat.

2. Druhd moznost je pouzit pravidlo (P3) na ----D- a ——#--—-. Ako sme uZ predtym
dokézali, druhd formula sa dokézat ned4. Preto sa nedd dokizat ani P-—--.

Zagali sme sa zamyslat, ktoré formuly sa daji a ktoré sa nedaji dokazat. Zamerajme sa teraz
len na formuly s #. Pre jednoduchost, ozna¢me formulu -...-#-...- skratene k#l.
—— N —
k 1

Pri dokazovani formiil k#:l pouzivame len axiému A; a odvodzovacie pravidlo P;. Ked sa
trochu zamyslime, vS§imneme si, ze pre kazdu axiomu A; = k#l plati £ > [ > 1 a pomocou
pravidla P; vieme na koniec priddvat len refazce dlhé nejaky ndsobok k. Znak # mozeme
teda interpretovat ako predikat "nedeli”. Naozaj sa d4 dokédzat

Metaveta 1.1 Formula k#1 je dokdzatelnd v P-systéme prdve vtedy, ked k nedeld I.

Metadodkaz. Implikiciu = dokdZeme pomocou matematickej indukcie vzhladom na dlzku
dokazu.

Najkratsi dokaz maju axiémy. Nas zaujima len axioma A; = k#l. Z definicie axiémy vieme,
ze k> 1 al #0.Z toho ale vyplyva, ze k nedeli [.

Predpokladajme, ze pre vsetky formuly s dokazom dlhym najviac n metaveta plati. Ukdzeme,
7e plati aj pre formulu ¢ s dékazom dlhym n + 1. T4to formula je bud axiéma (tento
pripad sme vyriesili), alebo bola odvodend pomocou pravidla P;. Nech teda bola odvoden4 z
formuly k#l. Potom ¢ = k#k -+ [. Formula k4] mala krat3i dokaz, takZe podla indu¢kného
predpokladu plati k t I. Z toho ale dostdvame, ze aj k1 k + (.

Aby sme dokézali opaéni implikdciu, potrebujeme pre kazda formulu k#l, pre ktoru plati
k 11 n4jst dokaz. Zjavne | = r + sk, pre nejaké nezadporné r a s, pricom k > r > 1. Dokaz teda
zacne axiémou k#r nésledne sa s-krat pouzije pravidlo P;, ¢im dostaneme formulu k#[. O



e Zadina sa nam pomaly ukazovat vhodnd interpretécia celého systému. Pod vhodnou inter-
preticiou myslim taki, pre ktord bude platit, Ze kazd4 dokdzatelnd formula bude pravdiva
a naopak, kazd4a pravdivd formula bude dokdzatelna.

e Na cviku sme zistili, ze by sa ndm hodila nasledovna interpretacia:

— Ako sme uz uréili, postupnosti pomléiek budeme interpretovat ako prirodzené éisla. T.j.

— Symbol # budeme interpretovat ako binarny predikat nedeli, ¢ize Z(#) = {. Inymi slo-
vami, formula k#l bude pravdivd prave vtedy, ked k { I. Vysledkom je pravdivostna

hodnota.
— Takze formuly tvaru -...-#-...- budeme interpretovat ako
SN~ Y~
k l
I(-...—#-...-) :I(#)<I(—. )= .-)) —ktl
k l k l

— Definujme si bindrny predikéat
d(k,l) & (VaeN,2<a<l)(atk),

d(k,1) plati vtedy, ked k nie je delitelné Ziadnym &slom od 2 po [

— Definujme unérny predikét prime - byt prvoéislo”:
prime(k) < k je prvocislo < (Va € N,;2 < a < k)(atk)

— Symboly D a P budeme interpretovat ako predikaty d a prime: Z(D) = d a Z(P) = prime.
Formuly interpretujeme nasledovne:

I(_',;'_D_' l )= I(D)(I(—.I;.—),I(— l —)) = d(k, 1)
I(P-...-) =1I(P) (I(—. . .—)) — prime(k)
k k

e pre takto definovani interpetdciu vieme dokdzat metavetu o tiplnosti pre tento systém:

Metaveta 1.2 V P-systéme st dokdzatelné prdve tie formuly, ktoré si pravdivé pri inter-
pretacii T definovanej vyssie. T.j.

Fo <= Tk

Metadokaz. Skiste si ho spravit sami. Implikdcia = sa dokazuje indukciou od diiky dokazu
a druhy smer skonstruovanim doékazu pre kazdd pravdiva formulu.

Jazyk logiky prvého radu
o Jazyk:
1. premenné T, Y, 2, T1, T2, ..y Yly-rrs21,---
2. funkéné symboly (maji drnost, kolko parametrov berd) f, g, h,...
3. predikdtové symboly (maji darnost) P, Q, R,...
4. logické spojky A, V, —, <, &



5. kvantifikatory V, 3
6. pomocné symboly  (, ), {, }, [, ]

Premenné, logické spojky, kvatifikdtory a pomocné symboly su logické symboly.
Funkéné symboly a predikdtové symboly sd Specidlne symboly (urcuju charakter tedrie).

Predikitovy symbol = sa ale radi medzi logické symboly. Ked jazyk obsahuje =, tak hovorime,
7e je to jazyk s rovnostou.

Term: su to refazce zlozené z funkénych symbolov a premennych. Nahradzaji popis, v akom
poradi treba aplikovat nejaké operdcie. Vyjadruji nejaky matematicky vyraz. Presnd de-
finicia:

1. Kazda premennd je term.

2. Ak f je n-drny funkény symbol a ty,ts,...,t, si termy, potom aj f(t1,t2,...,t,) je
term.

3. Vsetko, ¢o nevzniklo koneénym poctom vyssie uvedenych krokov, nie je term.

Formula: st to refazce, ktoré zodpovedaji matematickym tvrdeniam. Ked ich interpretu-
jeme, budeme vediet povedat, ¢i st pravdivé. Presna definicia:

1. Ak P je n-arny predikdtovy symbol a t,to,...,t, st termy, potom P(t1,ts,...,t,) je

formula.

2. Ak A, B st formuly, potom aj ~A, AANB, AV B, A— B, A<+ B st formuly.

3. Ak A je formula a x je premennd, potom aj (Vz)A a (Jx)A st formuly.

4. Vsetko, ¢o nevzniklo koneénym pocétom vyssie uvedenych krokov, nie je formula.
Mohli ste si v&imnut, Ze sme v definicii napisali, Ze iba ak x je premennd, moZeme ju kvan-
tifikovat. Toto je podstatné, lebo v jazyku prvého rddu nemdzeme kvantifikovat nié iné, ako
premenné. Tym sa lisi logika prvého rddo od logik vyssich radov.

Sémantika

To, ¢o sme vyssie popisali, st len pismenks usporiadané podla istych pravidiel. Dalsim kro-
kom je priradenie vyznamu tymto pismenkam. Ked uz budeme maf uréeny vyznam, potom
moézeme vyhodnocovat, & je nejakd formula pravdivd, alebo nie, akt funkciu uréuje dany
term a podobne. Tomuto vyznamu hovorime realizdcia.

Aby sme uréili vyznam zlozitejsich formul a termov, musime najskér uréit vyznam zdkladnym
stavebnym kamenom, ¢ize symbolom jazyka.

1. Premenné: Ked napiSeme x + 1y = z, myslime tym, Ze ked spo¢itame &isla z a y dosta-
neme &islo z. Premenné ndm nahradzaji prvky z nejakej mnoziny. Ked teda definujeme
realizaciu, musime uré¢if mnozinu prvkov, nad ktorou budeme pracovat. Ttito mnozinu
budeme nazyvat univerzum, budeme ju oznacovat U a jej prvky budeme nazyvat in-
dividud.

2. Funkéné symboly: n-arny funkény symbol f budeme realizovat ako m-dnu funkciu
nad univerzom. Inak povedané, funkcia dostane ako vstup n individui a vréati jedno
individuum.

fI:u"%Z/l

3. Predikatové symboly: n-drny predikatovy symbol P budeme realizovat ako n-any
predikat nad univerzom. Inak povedané, predikat dostane ako vstup n individui a vrati
pravdivostni hodnotu.

Pr: u" — {0, 1}

4. Logické spojky: Logické spojky ako vstup dostant jednu (—) alebo dve (A, V, —, <)
pravdivostné hodnoty a vratia jednu pravdivostnd hodnotu. Realizujeme (interpretu-
jeme) ich tak, ako sme zvyknuti:



A|B|—-A|AANB | AVB | A—-B | A+ B
00 1 0 0 1 1
01 1 0 1 1 0
110 0 0 1 0 0
111 0 1 1 1 1

5. Kvantifikatory: Kvatifikdtory budeme tieZ realizovat tak, ako sme zvyknuti.

— (uzavretej) formule (Vz)A ddme pravdivostni hodnotu 1 iba v pripade, ze A bude
pravdiva, bez ohladu na to, aké individuum nahradime za z. Inak bude mat prav-
divostnu hodnotu 0.

— (uzavretej) formule (3z)A ddme pravdivostni hodnotu 1 ak sa ndjde jedno také
individuum, ze ked ho nahradime za x, budem formula A pravdivé. V inom pripade
bude mat pravdivostnd hodnotu 0

tloha: Uréte realiziciu pre jazyk uplného ostrého usporiadania. Je to jazyk s rovnostou a
ma jediny Specidlny symbol a tym je bindarny predikatovy symbol <.
rieSenie: Aby sme uréili realizdciu I, musime uréit univerzum a bindrny predikit nad tymto
univerzom, ktorym budeme realizovat predikatovy symbol <.
Jedno z vela moZnych riesent:

— Univerzum: U = {1, 2}

— Predikét <7: U? — {0,1} bude mat nasledujtici predpis:

Ty | x<zy
111 0
112 1
211 1
2|2 0

Na vyssie popisanej realizdcii sa nam ale nie¢o nezdalo. Moze sa stat, Zze 1 < 2 a zdroveii
2 < 17 Stat sa to moze, ale nezodpovedd to ndmu chépaniu ostrého usporiadania. Pod'me
si teda povedat, ¢o by také ostré usporiadanie malo spliaf.

Spolu sme prisli na tieto tri vlastnosti:

1. (Vz)(—(z < 2)) antireflexivnost.

2. (Vo)(Vy)(V2)((z < y) Ay < 2)) = (z < 2)) tranzitivnost

3. (Vo) (Vy)(~(z=2) = (z<y) V(y <x))) trichotomickost
Ked’ sa teraz pozrieme na tieto vlastnosti zistime, ze nasa realizdcia spiﬁa 1. a 3. vlastnost,
ale nespliia 2. vlastnost.

Skusme teda prerobit realiziciu tak, aby spfﬁala vietky vlastnosti. Ked zachovdme univer-
zum, mame len dve moZnosti, ako upravit realizdciu predikdtového symbolu < (rozmyslite si
preco):

Ty |r<zy Ty |l z<zy
111 0 111 0
1.]1 |2 0 2.0 112 1
211 1 2|1 0
2|2 0 2|2 0

Co sme teraz vlastne spravili? Definovali sme si axiémy teérie tiplného ostrého usporiadania
a realizaciu sme prisposobili tak, aby boli axiémy pri tejto interpretacii pravdivé. Tak sme
vlastne vyrobili model definovanej teérie. Modelom je teda taka realizacia, pre ktoru plati,
ze su v nej axiémy tedrie pravdivé.



