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1 Jazyk výrokovej logiky

• Jazyk výrokovej logiky je oklieštený jazyk prvého rádu na absolútne minimum. Skladá sa z:

1. prvotných formúl - p, q, r, . . . - môžete si to predstavit’ ako 0-árne predikátové symboly.

2. logických spojok - ¬, ∧, ∨, →, ↔
3. pomocných symbolov - (, )

Pomocou týchto symbolov vytvárame formuly výrokovej logiky. Vytváranie formúl sa definuje
indukt́ıvne:

1. Každá prvotná formula je formula.

2. Ak A,B sú formuly, tak aj ¬A, (A ∧B), (A ∨B), (A→ B), (A↔ B) sú formuly.

3. Každá formula vznikne konečným počtom krokov.

2 Hranie sa s modelmi

• Zopakovali sme si pojmy z prednášky o sémantike výrokovej logiky. Pozrite si to v skriptách
(strany 11-12). Obzvlášt’ odporúčam strávit’ viac času nad defińıciou modelu a tautologického
dôsledku.

• Použ́ıvali sme nasledujúce označenia:

– v: valuácia prvotných formúl.

– v: rozš́ırenie valuácie v na všetky formuly.

– T : nejaká teória (množina formúl)

– A: nejaká formula

– v |= A: formula A je pri valuácíı v prvotných formúl pravdivá. Môžeme povedat’ aj, že
v je modelom A.

– v |= T : v je modelom množiny formúl T .

– T |= A: A je tautologickým dôsledkom T . Inými slovami, nech zoberieme akýkol’vek
model množiny formúl T , tak bude formula A v tomto modeli pravdivá.

• úloha: Dokážte metavetu: T ∪ {A} |= B ⇐⇒ T |= A→ B

• riešenie: Dôkaz muśıme rozdelit’ na dve implikácie.

⇒: Predpokladáme, že každý model T ∪{A} je zároveň modelom B. Potrebujeme ukázat’, že
každý model T je zároveň modelom A→ B. Zoberme si teraz nejaký model množiny formúl
T . Označme si ho v. Pozrime sa na to, ako môže vyzerat’ hodnota v(A):

1. v(A) = 0: Z tohto vyplýva, že v(A→ B) = 1, lebo vieme, že ak neplat́ı predpoklad (A),
potom je jedno, či plat́ı dôsledok (B). Takže sme zistili, že ak je formula A pri valuácíı
v nepravdivá, tak v je modelom (A→ B).

2. v(A) = 1: Pri tejto možnosti môžeme využit’ náš predpoklad. Vieme, že v je modelom T∪
{A}, lebo všetky formuly T aj formula A sú v ňom pravdivé. Na základne predpokladu
teda vieme, že v(B) = 1. Takže v(A) = 1 a v(B) = 1, takže z defińıcie rozš́ırenia valuácie
plat́ı v(A→ B) = 1
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V oboch pŕıpadoch sme prǐsli na to, že ak v je modelom T , tak je nutne aj modelom (A→ B)
a to sme chceli dokázat’.

⇐: Pri tejto implikácíı máme predpoklad, že každý model T je zároveň modelom (A→ B).
Potrebujeme dokázat’, že l’ubovol’ný model T ∪ {A} je modelom B. Zoberme teda l’ubovol’ný
model v množiny formúl T ∪{A}. Vieme, že tento model je aj modelom T (lebo všetky fomuly
T sú v ňom pravdivé). Takže na základe predpokladu plat́ı v(A → B) = 1. Zároveň však
vieme, že v(A) = 1, lebo v je model T ∪ {A}.
Pre spor teraz predpokladajme, že v(B) = 0. Toto ale znamená, že v(A → B) = 0, lebo
plat́ı predpoklad (A) a neplat́ı dôsledok (B). To je ale spor s tým, že my už vieme, že
v(A→ B) = 1. �

• úloha: Dokážte metavetu: Nech T = {A1, . . . , An} je konečná množina formúl. Potom

T |= B ⇐⇒ (A1 ∧ · · · ∧An) |= B

• riešenie: Opät’ budeme dokazovat’ dve implikácie.

⇒: Ako predpoklad máme, že v každom modeli T je formula B pravdivá. Potrebujeme ukázat’,
že v každom modeli A1 ∧ · · · ∧An je formula B pravdivá.

Zoberme teda l’ubovol’ný model v formuly A1∧· · ·∧An. Matematickou indukciou sa dá ukázat’,
že ak v je modelom A1 ∧ · · · ∧An, potom muśı platit’ v(Ai) = 1 pre všetky i ∈ {1, . . . , n}. To
ale znamená, že v je modelom T . Z predpokladu teda vyplýva, že v(B) = 1 a to sme chceli
dokázat’.

⇐: Teraz predpokladáme, že v každom modeli A1 ∧ · · · ∧ An je formula B pravdivá. Potre-
bujeme ukázat’, že v každom modeli T je pravdivá formula B.

Nech teda v je l’ubovol’ný model T . Z defińıcie modelu vieme, že všetky formuly v T sú v
modeli v pravdivé. v(Ai) = 1 pre všetky i ∈ {1, . . . , n}. To ale znamená, že v(A1∧· · ·∧An) = 1
a podl’a predpokladu plat́ı v(B) = 1 a to sme chceli dokázat’.

• úloha: Dokážte metavetu: ∅ |= A ⇐⇒ A je tautológia.

Dôkaz tejto metavety je dost’ l’ahký. Skúste si ho spravit’ sami. Stač́ı nasledovat’ defińıcie :) a
uvedomit’ si, že každá valuácia je modelom prázdnej množiny.

• úloha: Dokážte metavetu: ϕ |= ψ ∧ ψ |= ϕ ⇐⇒ v(ϕ) = v(ψ)

• riešenie: OznačmeMϕ modely formule ϕ aMψ modely formule ψ.Tvrdenie ϕ |= ψ∧ψ |= ϕ
plat́ı práve vtedy, ked’ Mϕ ⊆ Mψ a zároveň Mψ ⊆ Mϕ. To je ale práve vtedy, ked’ Mϕ =
Mψ a to je práve vtedy, ked’ pre každé ohodnotenie v prvotných formúl plat́ı v(ϕ) = v(ψ).

3 Spoč́ıtatel’nost’ formúl výrokovej logiky

• úloha: Dokážte, že z konečne vel’a formúl vieme vytvorit’ spoč́ıtatel’ne vel’a výrokových formúl.

• riešenie: Potrebujeme každej formule priradit’ jedinečné prirodzené č́ıslo. Potom zo spoč́ıtatel’nosti
prirodzených č́ısiel vyplynie spoč́ıtatel’nost’ formúl. Riešeńı je vel’a a tu je niekol’ko z nich, na
ktoré sme spolu prǐsli:

– Máme len konečne vel’a prvotných formúl, konečne vel’a logických spojok a len dva
pomocné symboly, celkovo použ́ıvame konečne vel’a znakov. Nech ich je n. Všetky znaky
oč́ısl’ujeme od 1 po n. Formula (jej zápis) je potom č́ıslo zaṕısané v (n+ 1)-ovej sústave.

Pŕıklad: Máme dve prvotné formuly p, q. Takže všetky symboly dostanú nasledovné
hodnoty:

p q ∧ ∨ ↔ → ¬ ( )
1 2 3 4 5 6 7 8 9
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Majme teda nejakú formulu. Napr.

((p ∨ q)→ (q ∧ p))

každý znak tejto formuly je teraz cifra. V našom pŕıpade máme n = 9 cifier, čiže zápis
formuly je vlastne č́ıslo v desiatkovej sústave:

8814296823199

Zámerne sme nepoužili nulu, aby sa nestalo, že na začiatku vzniknú nejaké nuly. Teraz
máme absolútnu istotu, že žiadne dve formuly nemajú priradené rovnaké prirodzené
č́ıslo.

– Formulu si naTeXujem a ulož́ım. Jej č́ıslo bude v dvojkovej sústave:

1”zapis formuly v PC”

Jednotku na začiatok sme pridali, aby nám nenarobili šarapatu nuly na začiatku zápisu
formuly.

• úloha: Dokážte, že zo spoč́ıtatel’ne vel’a prvotných formúl vieme vytvorit’ spoč́ıtatel’ne vel’a
výrokových formúl.

• riešenie: Opät’ je náš ciel’ rovnaký. Potrebujeme každej formule priradit’ jedinečné prirodzené
č́ıslo. Tento raz však už prvotných formúl môže byt’ nekonečne vel’a. Riešeńı je opät’ vel’a. Na
cvikách sme spomenuli:

– Použijeme diagonalizáciu. Vieme, že ked’ máme len konečne vel’a prvotných formúl,
vieme všetky formuly z nich vytvorené zoradit’ do postupnosti (oč́ısl’ovat’ prirodzenými
č́ıslami). Ďalej vieme zoradit’ prvotné formuly do postupnosti.

Teraz si sprav́ıme takú 2D tabul’ku. Každý riadok venujeme jednej prvotnej formule.
Do prvého riadku naṕı̌seme všetky formuly, ktoré obsahujú iba prvú prvotnú formulu.
Do druhého riadku naṕı̌seme všetky prvotné formuly, ktoré vznikly použit́ım prvej a
druhej prvotnej formuly a obsahujú druhú prvotnú fromulu. Podobne v i-tom riadku
budú naṕısané všetky formuly, ktoré vznikli z prvých i prvotných formúl a obsahujú
i-tu prvotnú formulu.

Podmienka, že formuly v i-tom riadku musia obsahovat’ i-tu prvotnú formulu je tam
preto, aby sa v tejto vel’kej tabul’ke nachádzala každá formula práve raz.

Teraz už len stač́ı vypisovat’ formuly po diagonálach. Formula na poĺıčku so súradnicami
(i, j) (č́ısl’ujeme od 1) dostane č́ıslo

(i+ j − 1)(i+ j − 2)

2
+ j

Odporúčam si to nakreslit’ a pochoṕıte :)

– Definujeme si funkciu f , ktorá každému symbolu prirad́ı nejaké nenulové prirodzené
č́ıslo. Logickým spojkám a pomocným symbolom prirad́ı nasledovné hodnoty:

x ∧ ∨ ↔ → ¬ ( )
f(x) 1 2 3 4 5 6 7

Prvotnej formule pi prirad́ı hodnotu:

f(pi) = i+ 7

Teraz si zoberieme prvoč́ısla. Znaku x na i-tej poźıcíı v zápise formuly ”prirad́ıme”i-te
prvoč́ıslo a umocńıme ho na f(x). Všetky tieto č́ısla pre znaky nakoniec vynásob́ıme.

Pŕıklad: Majme formulu
((p1 ∨ p3)→ p47)

Táto formula dostane č́ıslo:

2636587211101371741954237

3



4 Veta o kompaktnosti

Záver cvičenia sme venovali vete o kompaktnosti. Urobili trochu iný dôkaz tejto vety.

Veta 4.1 (O kompaktnosti výrokovej logiky) Nech T je množina formúl. T má model ⇐⇒
každá konečná T0 ⊆ T má model.

Dôkaz. Implikácia⇒ nie je až taká zauj́ımavá. Model T je modelom všetkých konečných podmnož́ın
T .

Implikácia ⇐ už je zauj́ımaveǰsia. Budeme hovorit’, že T má konečnú vlastnost’, ak každá
konečná podmnožina T má model. Pri dôkaze tejto implikácie predpokladáme, že každá konečná
podmnožina T má model (T má konečnú vlastnost’). Z toho by sme chceli odvodit’, že existuje
model celého T . Skôr ako tak urob́ıme, dokážeme si jednu pomocnú lemu.

Lema: Nech T je množina formúl výrokovej logiky, ktorá má konečnú vlastnost’ a ϕ je formula
výrokovej logiky. Potom aspoň jedno z T ∪ {ϕ} a T ∪ {¬ϕ} má konečnú vlastnost’.

Dôkaz lemy: Pre spor predpokladajme, že ani jedno z T ∪{ϕ} a T ∪{¬ϕ} nemá konečnú vlastnost’.
Potom existujú konečné podmnožiny A,B ⊆ T také, že A ∪ {ϕ} nemá model (je nesplnitel’ná) a
B ∪ {¬ϕ} nemá model. Z toho vyplýva nasledovné

(1) T má konečnú vlastnost’, takže množina A má model. Ale množina A∪ {ϕ} už nemá model, z
toho vieme, že v každom modeli v množiny A muśı platit’ v(ϕ) = 0.

(2) Podobne množina B má model, ale B∪{¬ϕ} už nemá model. Preto v každom modeli v množiny
B muśı platit’ v(¬ϕ) = 0, čiže v(ϕ) = 1.

Pozrime sa na modely konečnej množiny A ∪ B, ktoré musia existovat’, lebo A ∪ B ⊆ T a T má
konečnú vlastnost’. Je jasné, že každý model v množiny A∪B je modelom A aj B. Podl’a (1) muśı
platit’ v(ϕ) = 0 a podl’a (2) muśı platit’ v(ϕ) = 1, čo je spor, lebo nemôže platit’ oboje naraz. Tým
sme skončili dôkaz pomocnej lemy. Tým konč́ı dôkaz pomocnej lemy.

Teraz využijeme fakt, ktorý sme dokazovali vyššie: všetky formuly výrokovej logiky sa dajú
usporiadat’ do postupnosti. ϕi budeme označovat’ i-tu formulu v postupnosti.

Teraz si postupne vytvoŕıme množinu S.

S0 = T

S1 =

{
S0 ∪ {ϕ1} ak S0 ∪ {ϕ1} má konečnú vlastnost’

S0 ∪ {¬ϕ1} inak

...

Si =

{
Si−1 ∪ {ϕi} ak Si−1 ∪ {ϕi} má konečnú vlastnost’

Si−1 ∪ {¬ϕi} inak

S =

∞⋃
i=0

Si

Zjavne každé Si má konečnú vlastnost’, lebo T má konečnú vlastnost’ a všetky Si sme vytvárali
tak, aby mali konečnú vlastnost’ (aplikovali sme pomocnú lemu, ktorú sme dokázali vyššie).

Teraz by sme radi prehlásili S za ”model”množiny T . Pod tým modelom mysĺım, že by sme
radi prehlásili všetky formuly S za pravdivé. Potom by zjavne boli pravdivé naraz všetky formuly
T , lebo sú podmnožinou S. Ale existuje taká valuácia, že práve formuly z S sú v nej pravdivé?

Teraz si trochu ul’ahč́ıme život tým, že preṕı̌seme všetky formuly v S len pomocou spojek
∧,¬. To sa dá, lebo tieto dve spojky tvoria úplný systém. Takže vieme každú formulu preṕısat’ na
ekvivalentnú tak, že se nezmeńı množina jej modelov.

Teraz stač́ı overit’, že naozaj každá formula dostane valuáciu (čiže bud’ je v S ϕ alebo ¬ϕ ale
nie oboje) a nemôže sa stat’ pŕıpad, že budú v S formuly ϕ,ψ a ¬(ϕ ∧ ψ) zároveň.
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Najprv sa pozrime na prvý pŕıpad. Zjavne z konštrukcie S muśı byt’ aspoň jedno z ϕ,¬ϕ v
množine S. Môže sa stat’, že sú tam obe? Predpokladajme, že by tam mohli byt’ obe (a v tomto
pŕıpade by pre S neexistovala vhodná valuácia). Potom existuje také i, že ϕ,¬ϕ ∈ Si (lebo sme ich
niekedy dali do S). Podl’a toho, ako sme Si vytvorili, tak by malo mat’ konečnú vlastnost’. Zoberme
si ale jej konečnú podmnožinu {ϕ,¬ϕ}. Táto množina by mala mat’ model, lebo je konečnou
podmnožinou Si, ale ona ho nemá, a to je spor.

Pozrime sa na druhý pŕıpad. Potrebujeme, aby S sṕlňalo, že ked’ obsahuje ϕ a ψ, tak bude
obsahovat’ aj ϕ ∧ ψ. Môže teda nastat’ opak? Predpokladajme (pre spor), že S obsahuje ϕ,ψ a
¬(ϕ ∧ ψ). Preto určite existuje Si, že ϕ,ψ,¬(ϕ ∧ ψ) ∈ Si. Si má konečnú vlastnost’, preto aj
množina {ϕ,ψ,¬(ϕ ∧ ψ)} by mala mat’ model, ale ona ho opät’ nemá a to je spor.

Tak sme overili, že ked’ urč́ıme valuáciu v tak, že všetky prvotné formuly v S označ́ıme ako
pravdivé a ostatné za nepravdivé, dotaneme valuáciu, pri ktorej budú pravdivé práve formuly z S.
Ked’že T ⊆ S, tak v bude zároveň hl’adaným modelom T . �
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