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1 Aplikacie vety o kompaktnosti

e tloha: Majme graf G. Navrhnite mnoZinu formil vyrokovej logiky, ktord je splnitelnd prave
vtedy, ked graf G je k-zafarbitelny.

e riesenie: Zikladom je dobre si zvolit formu prvotnych formil. My sme si zvolili takéto
prvotné formuly: ” Vrchol v mé farbu a”= p, 4.
Chceme vyjadrit dve veci:

1. kazdy vrchol ma prave jednu farbu

2. susedné vrcholy maju rozne farby

Sktisme vyjadrit 1. vlastnost pomocou mnoziny formil. Najprv povieme, Ze kazdy vrchol
musi mat nejaku farbu:

To ={pv1VPu2 V- Vpyr | Vv eV}
Potom povieme, Ze t4 farba musi byt najviac jedna:
Ty = {pvi — poj | YWeEV; i,j€{1,2,...,k}; i # 5}

Tym sme zabezpeéili, Ze mnozina formuil Ty U T} bude splnitelnd iba v pripade, ze bude
existovat také ohodnotenie prvotnych formul, ze préve jedno z {py1,pv2,-..,Pvk} bude
pravdivé pre kazdé v € V.

Teraz skisme formulovat 2. vlastnost:
Ty ={pvi = Dui | v,u€V; (v,u) € E; i €{1,2,...,k}}

Tieto formuly vlastne hovoria, Ze ak m4 vrchol farbu i, potom neméze mat farbu 7 jeho sused.
Za mnozinu formul zvolime T = Ty U Ty U Ts.

Teraz sa moézeme presvedécit, ze modely T kéduji k-farbenia grafu G. Zoberme si nejaké
k-farbenie grafu G. Nastavme valudciu v prvotnych formul tak, ze:

1 ak vrchol v mé farbu 7 v otomto farbeni
U(pu’i) B 0 inak

Takto definovana valudcia je urcite modelom teérie T

Teraz naopak, zoberme si model v teérie T a definujem podla neho k-farbenie grafu G takto:

F(w) =i ak o(pyq) = 1

T4to funkcia je dobre definovand, lebo je zabezpecena vlastnost 1. a je to regularne farbenie,
lebo je zabezpeéens aj vlastnost 2.

e tiloha: Pomocou vety o kompaktnosti dokdzte, Ze graf G je k-zafarbitelny <= kazdy jeho
koneény podgraf je k-zafarbitelny.



e rieSenie: Mozeme si vsimnut, Ze veta o kompaktnosti m& podobnt §truktiru ako to, ¢o
chceme dokdzat. Chceme dokézaf Ze celok md nejaki vlastnost prave vtedy ked maju tiito
vlastnost vietky konecné kisky celku.

Dokaz implikdcie = je jednoduchy a nepotrebujeme naiiho pouzit vetu o kompaktnosti. Staci
si uvedomit, Ze k-farbenie celého grafu je vhodné farbenie aj pre vsetky koneéné podgrafy.

Na dokaz implikdcie <= uz pouzijeme vetu o kompaktnosti. Mame predpoklad, ze kazdy
koneény podgraf G je k-zafarbitelny a potrebujeme ukézat, Ze z toho vyplyva to isté o celom
grafe G.

Vieme, Ze cely graf je k-zafarbitefny prave vtedy, ked mnozina formul T' z predchddzajicej
tlohy mé model. Staéf teda ukdzat, Ze z existencie k-farbenia pre lubovolny koneény podgraf
vyplyva, Ze kazd4 koneénd podmnozina 7" mnoziny T je splnitelné. Potom staéi vyuzit vetu
o kompaktnosti a mame hotovo.

Nech mnozina formut 7; je vyrobena pre koneény podgraf G; grafu G. Z toho ako sme
vyrabali T' vieme, ze kazdé T; je podmnozinou T'. Zaroven vieme, ze kazdé T; ma model, lebo
graf T} je k-zafarbitelny.

Mnoziny T; ale nie st vietky koneéné podmnoziny 7' a my musimendjst model pre Iubovolni
konént podmnozinu T". Vieme, ze v mnozine 1" je spomenutych len koneéne vela vrcholov
grafu G. Ozna¢me si V; mnozinu vrcholov spomenutych v T'. Oznatme G; graf, ktory je
indukovany podgraf grafu G vrcholmi V;. Mnozina T} je zjavne nadmnoZina mnoziny 1" a
vieme o nej, Ze ma model, lebo z predpokladu vieme, Ze G; je k-zafarbitelny. Tento model je
zarovan aj modelom T”. O

e dloha: Pomocou vety o kompaktnosti dokazte, ze sa pomocou sady Wangovych kachliciek
d4 okachli¢kovat celé plocha Z x Z ak sa d4 okachlickovat Tubovoln4 koneénd plocha C Z x Z.

e Krajsie zadanie a rieSenie ndjdete v starej pisomke z roku 2012/2013 (tdloha 3). Link na
pisomku je hned vedla linku na tieto pozndmky.

e tloha: Majme mnoZinu muZov a Zien. Kazdy muZ mé koneény zoznam Zien, utriedeny podla
preferencie. Podobne, kaZd4 Zena m4a koneény zoznam muZov, utriedeny podla preferen-
cie. Popéarujeme teraz niektorych muZov s niektorymi Zenami. Budeme hovorit, Ze takéto
parovanie je stabilné, ak neexistuje dvojica ( M,Z) taka, ze M ani Z nie st s mkym sparovam
ale mohli by byt (M mé Z na zozname a Z mé M na zozname) a “neexistuje dvojica (M,Z )
takd, ze M tvori par s Z Z tvori par s m, a pritom M preferuje Z pred Z a Z preferuje M
pred m. Pre koneénii mnozinu muzov a zien vzdy existuje stabilné parovanie. Dokazte, ze
stabilné parovanie existuje vzdy aj pre nekoneéné mnoziny muzov a zien.

e hint: Prvotné formuly si tvaru P, . = "muz m je sparovany so Zenou z.”
Treba sformulovat nasledujice podmienky:

muz moze byt spojeny iba so Zenou zo zoznamu

Zena moze byt spojend iba s muzom zo zoznamu

muz nie je spojeny s dvomi Zenami

Zena nie je spojend s dvoma muzmi

ak je mozny par (m,Z), potom Zena Z alebo muz m je s niekym spérovani

S otk W b=

nenastane situdcia, ze existuju pary (M,Z) a (m,Z) a pritom M mé v zozname vyssie Z
a Z mé v zozname vyssie M.



