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1 Dokazovanie vo formalnom systéme vyrokovej logiky
Formalny systém:
e Jazyk : formuly zloZzené z prvotnych formil, logickych spojok —, — a zatvoriek.
o Axiémy:
(Al) A= (B—= A)
(A2) (A (B—-C) - (A—=B)—(A—=0))
(A3) (B - -A4) —» (A— B)

e Odvodzovacie pravidlo: Modus ponens

AA— B
B

Dokézte nasledujice formuly:
T1) A= A

T2) ~A—-(A—-B) (T2)A— (-A— B)
T3) —A— A

T4

T6) A— (-B — (4 — B)
T7) (FA—A)— A

T8

(T1)
(T2)
(T3)
(T4)
(T5) (A— B) —» (-B — —A)
(T6)
(T7)
(T8) (A—-B)—=» ((B—=C)—=(A—=())
(T9)

T9) A—- (A= B)—=(B—=C)—=(0))

Dokaz (T1):
1. F A= (A=A (A1)
2. F A (A=A = A (A1)
3. F A2 (A=A4)—-A4) (A= (A—A) = (A= 4) (A2)
4. F (A5 (A—4)—> (A=A (MP 2,3)
5. F A=A (MP 1,4)

Dékaz (T8): Od tohto momentu sa uz mohla pouzivat veta o dedukcii (VD), lebo dokaz for-
muly A — A je stiéastou jej dokazu.

Veta 1.1 (o dedukcii) Nech T je mnoZina formil vgrokovej logiky a A, B si formuly vjrokovej
logiky. Potom plati:
T A-rBeTk+HA—B



Konkrétne pri tomto priklade sa nadramne hodi. V§imnime si, Ze keby sme vedeli dokézat
A, (A= B), (B=>C)FC

tak by sme mali hotovo, lebo by staéilo pouzit 3-krat vetu o dedukcii:

A, (A= B), (B—>C) F C (predpoklad)
(A—-B), (B=C) F A=C (VD)
(A=-B) F (B—=-0)—=(4A—=0) (VD)

F A—-B)—-(B—-C)—=(A—-0)) (VD)

Teraz uz len staéi dokazat predpoklad:

1. A,(A—=B),(B—-C) F A (predpoklad)
2. A, (A—-B),  B—-C) F A— B (predpoklad)
3. A, (A—-B),B—-C) + B (MP 1,2)
4. A, (A—-B), (B—-C) F B—C (predpoklad)
5. A, (A—-B), (B—>C) + C (MP 3,4)
Cely dokaz vyzera takto
1. A (A-B),(B—-C) + A (predpoklad)
2. A (A—-B),(B—=C) - A—B (predpoklad)
3. A (A>B),(B—»C) + B (MP 1,2)
4. A, (A—-B), (B—=C) +F B—=C (predpoklad)
5. A, (A—-B),  B—-C) + C (MP 3,4)
6. (A—-B), B—=-C) F A-=C (VD)
7. (A-B) F (B=-C)—=(A—=0) (VD)
8. F (A—-B)—»(B—-C)—=(A—=0)) (VD)
Poznamky:

e Mozno ste zméiteni, ako sme dostali tie predkolady pre dokaz. Jednoducho sme si ich vymysleli
tak, aby nam to vyslo.

e Veta o dedukeii je vieobecne dobry pomocnik. MoZeme si presivat predpoklady zprava dolava
a naopak (Pozor! na pravej strane musi nieo zostat). Na Tavej strane (pred hrablou) je
mnozina, takze formuly, ktoré st tam, nemaji uréené poradie, v akom ich mame postivat na
druht stranu.

Priklad, mame formulu o — (8 — (v — §))), ktord je dokézatelnd. Potom mozZem spravif

toto:

1. F oa—=(B—(y—9))

2. a F pf—=(y—9) (VD smer <)
3. a, F oy—=94 (VD smer <)
4. o, B,y F 9 (VD smer <)
5. a, v B =96 (VD smer =)
6. v F a—=(8—9) (VD smer =)
6. F v—=(a—=(8—140)) (VD smer =)

Cize o, B a v mdzu byt na zaciatku formuly v Tubovolnom poradi, ale § musi vidy zostat
na konci.



e Zapis T+ A znamen4, 7e z formul T vieme dokézatf formulu A. Ako keby sme formuly z T
na chvilu zaradili medzi axiémy. CiZe napriklad plati, Ze z predpokladu ¢ viem dokézat ¢

e
e Ak chceme pouzif modus ponens na formuly, ktoré vieme dokdzaf za nejakych predpokladov,

tak predpoklady vyslednej formuly st zjendotenim predpokladov formiil, na ktoré sme pouzili
modus ponens, Cize

T, - A (predpoklad)
. T, + A— B (predpoklad)
3. TWUT, + B (MP 1,2)
Dokaz (T2):
1. F —-A— (=B — -4) (A1)
2. -A + —-B—>-A (VD)
3. F (-B—-4) - (A— B) (A3)
4. -A + A>B (MP 2,3)
5. F -A— (A— B) (VD)
Dokaz (T2):
1. F -A—-(A—B) (T2
2. -A + (A— B) (VD)
3. -A/A + B (VD)
4. A+ -A>B (VD)
5. F A—-(-A—B) (VD)
Dokaz (T3):
1. F——A— (A - -—--4) (T2)
2. —A F —A—> -4 (VD)
3. F(mA— ——mA) = (——A— A) (A3)
4. A F A A (MP 2,3)
5. ——A + A (VD)
6. F —4- A (VD)

Dékazy (T4) - (T9): Kto nemé napisané dokazy tychto formil, mé jedineénti moznost dokdzaf
ich sam. :) Ak by s tym bol nejaky problém, tak mi dajte vedief. Ochotne poradim.

Nepovinna DU za 2 body: Na vyrieSenie mate 2 tyzdne.
Dokazte vo vyrokovej logike:

a) F(A—-(A—A)—-A
b) F (A — —B) = (B — -A)

Pouzivat mozete vetu o dedukcif a teorémy (T1) a (T9).



