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Anna Kompǐsová
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• opakovanie:

– Pojmy korektnost’ a úplnost’ sa vždy viažu na konkrétny formálny systém a jeho konkrétnu
sémantiku. Možno si spomı́nate na prvé cvičenia tohto predmetu. Mali sme tam MU-
puzzle systém, pre ktorý sme dokazovali metavetu o úplnosti. Našim ciel’om vtedy bolo
nájst’ l’ahko overitel’nú vlastnost’, ktorá nám charakterizuje práve tie formuly, ktoré sú
dokázatel’né.

– Majme teda systém L a sémantiku S. Na základe sémantiky definujeme vlastnost’ formúl
v. Potom korektnost’ a úplnost’ systému L vzhl’adom na sémantiku S môžeme definovat’

nasledovne:

– korektnost’: Systém L je korektný vzhl’adom na sémantiku S, ak každá v ňom dokázatel’ná
formula má vlastnost’ v.

– úplnost’: Systém L je úplný vzhl’adom na sémantiku S, ak každá formula s vlastnost’ou
v je v ňom dokázatel’ná.

– Pre výrokovú logiku je takouto vlastnost’ou tautologickost’ formúl.

– Na prednáške ste dokázali, že výroková logika je korektná aj úplná vzhl’adom na štandardnú
sémantiku:

vetu o úplnosti (slabá forma): Nech ϕ je formula výrokovej logiky. Potom

` ϕ ⇐⇒ |= ϕ

• Výroková logika teda patŕı do katégórie korekných a zároveň úplných systémov. Fixnime si
teraz sémantiku a jazyk výrokovej logiky. Môžeme menit’ axiómy a odvodzovacie pravidlá.
Môžu za takýchto podmienok nastat’ aj iné kombinácie? Pozrime sa, ako by to graficky
vyzeralo. Označme si:

- dokázatel’né

- tautológie

Potom vzt’ahy medzi týmito množinami vyzerajú takto:

úplný neúplný

korektný

nekorektný

Neskôr sa presvedč́ıme, že existujú systémy každého typu.
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• Ako to je so sporným systémom? Systém je sporný práve vtedy, ked’ sú v ňom dokázatel’né
všetky formuly. Graficky to teda bude vyzerat’ takto:

Štvorec na obrázku znázorňuje všetky formuly. Z toho vyplýva, že ak je systém sporný, potom
určite nie je korektný (všetky formuly nie sú tautológie), ale je úplný.

• Skúsme definovat’ inú sémantiku pre výrokovú logiku. Tento raz budeme použ́ıvat’ tri hodnoty
namiesto dvoch. Sémantika S bude zadaná nasledovne:

ϕ ¬ϕ
0 1
1 1
2 0

→ 0 1 2
0 0 2 2
1 2 2 0
2 0 0 0

V druhej tabul’ke je hodnota prvého argumentu v riadku a druhého v st́lpci.
Definujeme ešte fialovost’ formúl. Bude to vlastnost’ podobná tautológíı pri štandardnej
sémantike.

Defińıcia: Formulu nazveme fialová, ak pre každé ohodnotenie prvotných formúl bude mat’

hodnotu 0 pri sémantike S.

• No dobre, ale na čo sme definovali novú sémantiku? Iné sémantiky nám môžu ukázat’ vlast-
nosti formúl a systémov, ktoré sme predtým tak l’ahko nevideli.

• Úloha: Zistite o axiómach výrokovej logiky, či sú fialové a zistite, či pravidlo modus ponens
prenáša fialovost’.

• Riešenie: Najprv sa budeme venovat’ axiómam. Na riešenie je niekol’ko možnost́ı. Bud’ si
naṕı̌seme obrovskú tabul’ku so všetkými možnost’ami, alebo sa pokúsime ı́st’ na to sporom.
Prvú možnost’ demonštrujeme na axióme

(A1) A→ (B → A)

A B B → A (A1)
0 0 0 0
0 1 2 2
0 2 0 0
1 0 2 0
1 1 2 0
1 2 0 2
2 0 2 0
2 1 0 0
2 2 0 0

Takže sme zistili, že axióma (A1) nie je fialová.

Druhú metódu demonštrujeme na axióme

(A2) (A→ (B → C))→ ((A→ B)→ (A→ C))

Pokúsime sa nájst’ nejaké ohodnotenie vS formúl A,B a C, že celá axióma nebude mat’

hodnotu 0. Najprv si môžeme všimnút’, že výsledkom implikácie môžu byt’ iba 0 a 2. Ked’ si
zoberieme implikáciu na najvyššej úrovni, tak jediný spôsob ako dostat’ niečo iné ako 0 je,

vS(A→ (B → C)) = 0
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vS((A→ B)→ (A→ C)) = 2

Lebo aj pravá aj l’avá strana sa skladá z implikácíı, takže nemôže nadobúdat’ iné hodnoty
ako 0 a 2. Z toho ale opät’ dostávame, že

vS(A→ B) = 0

vS(A→ C) = 2

Z toho zjavne nemôže byt’ vS(A) = 2 (premyslite si prečo). Vyskúšame obe zvyšné možnosti.

– vS(A) = 0: Z toho jasne vyplynie, že vS(B) = 0 a vS(B → C) = 0. Ďalej dostávame, že
vS(C) = 0. Z toho vid́ıme, že plat́ı vS(A→ C) = 0 6= 2, takže tudy cesta nevede.

– vS(A) = 1: Preto vS(B) = 2, a aj vS(B → C) = 2, ale my chceme, aby to bolo
vS(A→ B) = 0, takže ani tudy cesta nevede.

Presvedčili sme sa, že neexistuje také ohodnotenie, že by mala táto axióma inú hodnotu ako
0. Preto je fialová.

Podobne sa dá zistit’, že aj axióma (A3) je fialová.

Pozrime sa teraz na to, či pravidlo modus ponens prenáša fialovost’. Predpokladajme, že
formula A a aj formula A→ B je fialová. Skúsme zistit’, či z toho vyplýva, že aj B je fialová.
Zoberme si l’ubovol’nú valuáciu vS . O nej vieme, že plat́ı vS(A) = 0 a vS(A → B) = 0. Ked’

sa pozrieme do tabul’ky pre implikáciu, zist́ıme, že toto môže nastat’ jedine v pŕıpade, ked’ aj
vS(B) = 0. Z toho dostávame, že aj B je fialová. Modus ponens teda prenáša fialovost’.

• Pozrime sa teraz na formulu tvaru A → A. Ak vS(A) = 1, tak vS(A → A) = 2. Preto táto
formula nie je fialová. Lenže my vieme, že je dokázatel’ná z axióm výrokovej logiky. To nám
hovoŕı hned’ niekol’ko zauj́ımavých većı:

– Na dôkaz formuly A → A určite potrebujeme použit’ axiómu (A1). To vieme z toho,
že axiómy (A2) a (A3) sú fialové a modus ponens prenáša fialovost’. Všetko čo vieme
dokázat’ z (A2) a (A3) je fialové, takže formula A→ A určite nepatŕı do tejto kategórie.

– Systém, v ktorom sú ako axiómy len (A2) a (A3) a odvodzovacie pravidlo modus ponens
nie je úplný (vzhl’adom na štandardnú sémantiku), lebo sme našli formulu ( A → A ),
ktorá je tautológia, ale nevieme ju v tomto systéme dokázat’, lebo všetky formuly v
tomto systéme sú fialové a táto nie je.

• Podobne sa dajú nájst’ podobné sémantiky, ktoré nám ukážu, že ked’ vynecháme (A2) resp.
(A3), bude zostávajúci systém neúplný. Môžete ich skúsit’ vymysliet’. Nezabudnite, že nestač́ı
len vyrobit’ sématiku, treba tiež nájst’ vlastnost’, ktorú majú všetky dokázatel’né formuly v tom
systéme, ale nemá ju nejaká formula, ktorá bola dokázatel’ná vo výrokovej logike. Napŕıklad
aj vyhodená axióma.

• Úloha: O nasledujúcich systémoch zistite, či sú úplne a korektné vzhl’adom na štandardnú
sémantiku. V každom systéme je jediné odvodzovacie pravidlo a tým je modus ponens, jazyk
je rovnaký ako vo výrokovej logike. Jediné, čo sa ĺı̌si sú axiómy.
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B-systém: (A2) (A→ (B → C))→ ((A→ B)→ (A→ C))
(A3) (¬B → ¬A)→ (A→ B)
(B1) ((¬B → ¬A)→ A)→ ((¬B → ¬A)→ B)

C-systém: (A1) A→ (B → A)
(A2) (A→ (B → C))→ ((A→ B)→ (A→ C))
(A3) (¬B → ¬A)→ (A→ B)
(C1) ((A→ B)→ C)→ (C → (¬A→ ¬B)

D-systém: (D1) (A→ B)→ (B → A)

E-systém: (A1) A→ (B → A)
(A2) (A→ (B → C))→ ((A→ B)→ (A→ C))
(E1) ¬¬A→ A
(E2) A→ ¬¬A
(E3) (A→ B)→ (¬B → ¬A)

Na riešenie sme mohli použ́ıvat’ fakt, že výroková logika je korektná a úplná ako aj fakt, že
ked’ vynecháme l’ubovol’nú axiómu, dostaneme neúplný systém.

• Riešenie:

– B-systém: Systém je korektný a neúplný.

Korektnost’ vyplýva z toho, že všetky axiómy tohto systému sú tautológie. Stač́ı overit’

axiómu (B1).

To, že je systém neúplný môžeme zistit’ tak, že si všimneme, že axióma (B1) sa dá
dokázat’ z (A2) a (A3). Napŕıklad takto:

1. ` (¬B → ¬A)→ (A→ B) (A3)
2. ` ((¬B → ¬A)→ (A→ B))→ (((¬B → ¬A)→ A)→ ((¬B → ¬A)→ B)) (A2)
3. ` ((¬B → ¬A)→ A)→ ((¬B → ¬A)→ B) (MP 1, 2)

To znamená, že sa v tomto systéme dá dokázat’ presne to, čo sa dá dokázat’ len pomocou
(A2) a (A3) a takýto systém je neúplný, ako sme sa presvedčili v predchádzajúcej úlohe.

– C-systém: Systém je nekorektný a úplný.

Nekorektnost’ je spôsobená tým, že axióma (C1) nie je tautológia. To spôsobuje, že sa
dajú dokázat’ aj tvrdenia, ktoré nie sú tautológie.

Úplnost’ tohto systému je vidno z toho, že obsahuje všety tri axiómy výrokovej logiky,
preto je v tomto systéme dokázatel’né aspoň to, čo je dokázatel’né vo výrokovej logike.
O výrokovej logike vieme, že je úplná, takže sú v nej dokázatel’né všetky tautológie.

– D-systém: Systém je nekorektný a neúplný.

Axióma (D1) nie je tautológia. Môžete to overit’. Z toho dostávame nekorektnost’.

Ukázat’ neúplnost’ je v tomto pŕıpade trochu t’ažšie. Muśıme nájst’ takú formulu, ktorá nie
je v tomto systéme dokázatel’ná, ale je tautológia. Pomôžeme si opät’ novou sémantikou.
Tento raz nám stač́ı určit’ interpretáciu implikácie, lebo negácia sa v axióme nevyskytuje.
Zafunguje napŕıklad taká sémantika SD(implikácia sa správa ako xor):

→ 0 1
0 0 1
1 1 0

Definovat’ sémantiku nestač́ı, potrebujeme ešte určit’ vlastnost’, ktorú má axióma a
prenáša sa použit́ım pravidla modus ponens. Muśı to byt’ taká vlastnost’, že existuje
tautológia, ktorá ju nemá. Budeme hovorit’, že formula je oranžová, ak pri l’ubovol’nom
ohodnoteńı prvotných formúl bude mat’ hodnotu 0.

Môžete sa presvedčit’, že axióma (D1) je oranžová a modus ponens prenáša oranžovost’.
Vieme, že všetko, čo je dokázatel’né v D-systéme je oranžové. Pozrime sa ale na formulu
(A1) A→ (B → A). Táto formula nie je oranžová, lebo ak vSD

(A) = 0 a vSD
(B) = 1,
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tak vSD
(A→ (B− A)) = 1. Tak sme našli tautológiu, ktorá v tomto systéme určite nie

je dokázatel’ná.

– E-systém: Systém je korektný a úplný.

Korektnost’ vyplýva z toho, že všetky axiómy sú tautológie (môžete sa presvedčit’) a
modus ponens je korektné pravidlo.

Úplnost’ v tomto pŕıpade môžeme dokázat’ tak, že ukážeme, že z týchto axiom vieme
dokázat’ všetky tri axiómy výrokovej logiky. Ked’že prvé dve sa v tomto systéme priamo
nachádzajú, tak stač́ı dokázat’ axiómu (A3).

Vedeli by sme ju dokázat’, keby platila veta o dedukcíı:

1. ` (¬B → ¬A)→ (¬¬A→ ¬¬B) (E3)
2. (¬B → ¬A) ` ¬¬A→ ¬¬B (V D)
3. ` A→ ¬¬A (E2)
4. A ` ¬¬A (V D)
5. (¬B → ¬A), A ` ¬¬B (MP2, 4)
6. ` ¬¬B → B (E1)
7. (¬B → ¬A), A ` B (MP5, 6)
8. (¬B → ¬A) ` A→ B (V D)
9. ` (¬B → ¬A)→ (A→ B) (V D)

Ale mohli sme vôbec vetu o dedukcíı použit’? Treba si uvedomit’, že vetu o dedukcíı
sme dokázali len pre výrokovú logiku. Nemuśı platit’ všeobecne pre l’ubovol’ný systém.
Našt’astie v tomto systéme veta o dedukcíı plat́ı. Prečo? Lebo pri dôkaze vety o dedukcíı
pre výrokovú logiku sa použ́ıvajú len axiómy (A1) a (A2). Nikde sa nepoužije axióma
(A3) (presvedčte sa). Preto môžeme použit’ presne ten istý dokaz vety o dedukcíı aj pre
E-systém.

• Aby som to zhrnula. Ak chcete dokázat’ korektnost’ nejakého systému vzhl’adom na štandardnú
sémantiku, treba overit’, či sú jeho axiómy tautológie a či sú odvodzovacie pravidlá korektné
(z tautológíı odvodia len tautológie)

Pri úplnosti je to trochu zložiteǰsie. Ak chcete ukázat’ úplnost’ nejakého systému (s rovnakým
jazykom a sémantikou ako sme mali pri výrokovej logike), asi najjednoduchšie je v tomto
systéme dokázat’ všetky 3 axiómy výrokovej logiky. Treba si však dat’ pozor na to, či môžete
pri tom použ́ıvat’ vety, ktoré sme dokázali pre výrokovú logiku.

Ak je nejaký systém neúplný, treba nájst’ nejakú vlastnost’, ktorú majú všetky dokázatel’né v
tomto systéme (majú ju axiómy a odvodzovacie pravidlá ju prenášajú), ale nemajú ju všetky
tautológie.
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