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• Prvú čast’ cvika sme venovali konjunkt́ıvnej a disjunkt́ıvnej normálnej forme. Najprv si po-
vedzme, čo to vlastne je.

• Disjunkt́ıvna normálna forma (DNF) A′ pre formulu A je formula tvaru

A′ = A1 ∨A2 ∨ · · · ∨Ak

kde každé Ai je tvaru
Ai = (li,1 ∧ li,2 ∧ · · · ∧ li,ki

)

pričom každé li,j je bud’ prvotná formula alebo jej negácia a A′ ↔ A

• Konjunkt́ıvna normálna forma (KNF) A′ pre formula A je formula tvaru

A′ = A1 ∧A2 ∧ · · · ∧Ak

kde každé Ai je tvaru
Ai = (li,1 ∨ li,2 ∨ · · · ∨ li,ki)

pričom každé li,j je bud’ prvotná formula alebo jej negácia a A′ ↔ A

• Je niekol’ko možnost́ı, ako dostat’ formulu do týchto normálnych tvarov. Prvý spôsob spomı́naný
na cviku bol, že ju uprav́ıme pomocou nasledujúcich ekvivalencíı:

– (A→ B)↔ ¬(A ∧ ¬B)↔ (¬A ∨B) - prepis implikácie

– ¬¬A↔ A

– ¬(A ∧B)↔ (¬A ∨ ¬B)
¬(A ∨B)↔ (¬A ∧ ¬B) - deMorganove pravidlá

– A ∧ (B ∨ C)↔ ((A ∧B) ∨ (A ∧ C))
A ∨ (B ∧ C)↔ ((A ∨B) ∧ (A ∨ C)) - distribut́ıvne zákony

Platia aj všeobecneǰsie verzie deMorganových pravidiel aj distribut́ıvnych zákonov:

– ¬(A1 ∧A2 ∧ · · · ∧Ak)↔ (¬A1 ∨ ¬A2 ∨ · · · ∨ ¬Ak)
¬(A1 ∨A2 ∨ · · · ∨Ak)↔ (¬A1 ∧ ¬A2 ∧ · · · ∧ ¬Ak) - deMorganove pravdilá

– (A1,1 ∨A1,2 ∨ · · · ∨A1,k1
) ∧ (A2,1 ∨ · · · ∨A2,k2

) ∧ · · · ∧ (Al,1 ∨ · · · ∨Al,kl
)↔

↔ (A1,1 ∧A2,1 ∧ · · · ∧Al,1)∨ (A1,1 ∧A2,1 ∧ · · · ∧Al,2)∨ · · · ∨ (A1,k1
∧A2,k2

∧ · · · ∧Al,kl
)

(A1,1 ∧A1,2 ∧ · · · ∧A1,k1) ∨ (A2,1 ∧ · · · ∧A2,k2) ∨ · · · ∨ (Al,1 ∧ · · · ∧Al,kl
)↔

↔ (A1,1 ∨A2,1 ∨ · · · ∨Al,1)∧ (A1,1 ∨A2,1 ∨ · · · ∨Al,2)∧ · · · ∧ (A1,k1 ∨A2,k2 ∨ · · · ∨Al,kl
)

- distribut́ıvne zákony

Tieto všeobecné zákony sa dokazujú matematickou indukciou zo základných. Aby sme sa
mohli zbavit’ zátvoriek, treba ukázat’, že na uzátvorkovańı výrazov spojených len jednou
spojkou (bud’ ∧ alebo ∨) nezálež́ı. To znamená, že bez ohl’adu v ako porad́ı to vyhodnocujeme,
vždy dostaneme rovnaký výsledok.

• Aby ste dostali nejakú formulu do jedného z normálnych tvarov, je dobré dodržat’ tento
postup.

1. Preṕısat’ všetky implikácie pomocou spojok ¬, ∧ a ∨.

2. Pomocou deMorganových zákonov dostat’ všetky negácie až k prvotným formulám.

3. Použit’ distribut́ıvne zákony na ”neupratané”podformuly.
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Môže sa stat’, že takto dostanete formulu v tom druhom normálnom tvare, ako práve potre-
bujete. Ak sa to stane, stač́ı jednoducho použit’ distribut́ıvne zákony ešte raz na celú formulu.

V každom kroku odporúčam pozriet’, či sa niekde vo formule nevyskytuje ako podformula tau-
tológia, či kontradikcia. Bud’ sa dá vynechat’, alebo urč́ı celkový výsledok. Ak sa dá vynechat’,
vždy je lepšie formulu skrátit’. Znižujete tým pravdepodobnost’ chyby.

• Ďaľśı spôsob je cez pravdivostnú tabul’ku. Napr. nech máme formulu ϕ, ktorá má v sebe
prvotné formuly a, b a c a má takúto tabul’ku hodnôt:

a b c ϕ
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1

Potom DNF vieme vyrobit’ tak, že každá klauzula bude zodpovedat’ jednému riadku tabul’ky,
ktorý má na konci jednotku. V našom konkrétnom pŕıpad to bude vyzerat’ takto:

ϕ ↔
(

(¬a ∧ ¬b ∧ c) ∨ (¬a ∧ b ∧ c) ∨ (a ∧ ¬b ∧ ¬c) ∨ (a ∧ b ∧ c)
)

KNF potom vieme vyrobit’ z DNF použit́ım distribut́ıvnych zákonov. Existuje však aj trochu
jednoduchš́ı spôsob.

Ak na negáciu formuly v tvare DNF aplikujeme deMorganove zákony, dostaneme formulu
v tvare KNF. Funguje to, pretože negácie pri ceste k prvotným formulám otočia postupne
všetky spojky. Preto použijeme ten istý postup ako pri DNF, ale oṕı̌seme riadky s nulou na
konci. Bude to v našom pŕıpade vyzerat’ takto:

ϕ ↔ ¬
(

(¬a ∧ ¬b ∧ ¬c) ∨ (¬a ∧ b ∧ ¬c) ∨ (a ∧ ¬b ∧ c) ∨ (a ∧ b ∧ ¬c)
)
↔

↔
(
¬(¬a ∧ ¬b ∧ ¬c) ∧ ¬(¬a ∧ b ∧ ¬c) ∧ ¬(a ∧ ¬b ∧ c) ∧ ¬(a ∧ b ∧ ¬c)

)
↔

↔
(

(a ∨ b ∨ c) ∧ (a ∨ ¬b ∨ c) ∧ (¬a ∨ b ∨ ¬c) ∧ (¬a ∨ ¬b ∨ c)
)

• Potom sme sa pozreli na to, čo sa v skutočnosti deje vo vnútri dôkazu vety o úplnosti. Zistili
sme, že sa v skutočnosti generuje pre každú formulu jej dôkaz (vel’mi dlhý). Presný postup
aj s popisom nájdete v poznámkach od Kuka z cvičenia č́ıslo 5, ktoré by mali byt’ na stránke
niekde bĺızko týchto poznámok.

• Na záver sme si zopakovali jazyk prvého rádu a defińıciu termu a formuly (nájdete v skriptách).

• Úloha: Máme daný jazyk prvého rádu s rovná sa daný nasledujúcimi špeciálnymi symbolmi:

– funkčné symboly: S (unárny), + (binárny), 0 (0-árny)

– predikátový symbol: P (unárny)

– premenné: x, y

O každom nasledujúcom ret’azci rozhodite, či je to term, formula alebo nič z toho.

a) S(x) = 0

b) P (S(0), P (x))

c) S(x + y)
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d) (∀x)(P (x)→ P (S(x)))

e) S(P (x))

f) (∃x)((P (0) ∧ (∀y)P (x + y))→ ¬(x = y)

g) S(S(S(0)))

h) (S(0) + S(x)) + (S(x) + S(S(y)))

• Riešenie:

a) formula

b) nič, lebo do predikátového symbolu dávame termy,ktoré nemôžu obsahovat’ predikátový
symbol. Navyše predikátový symbol muśı vždy dostat’ rovnaký počet argumentov.

c) term

d) formula

e) nič, lebo do funkčného symbolu nesmieme dosadit’ predikátový symbol

f) formula

g) term

h) term
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