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• Zopakovali sme si Tarského defińıciu pravdivosti. Definovali sme si relačnú štruktúru, ktorou
realizujeme jazyk a ohodnotenie premenných.

Relačná štruktúra M obsahuje:

1. univerzum U
2. n-ánu funkciu fM : Un → U pre každý n-árny funkčný symbol f .

3. n-ány predikát PM : Un → {0, 1} pre každý n-árny predikátový symbol P . Alternat́ıvne
môžeme brat’ predikát PM ako podmnožinu Un.

Tejto relačnej štruktúre hovoŕıme aj realizácia jazyka.

Ohodnotenie premenných je zobrazenie, ktoré prirad́ı premenným prvky z univarza UM.

• t[e] označuje indiv́ıduum z univerza, ktoré sme dostali aplikovańım všetkých funkcíı na prvky
priradené premenným ohodnoteńım e. A[e] označuje pravdivostnú hodnotu formuly vyhod-
notenú pri ohodnoteńı premenných e.

Napŕıklad, náš jazyk okrem logických symbolov obsahuje navyše binárny funkčný symbol f
a unárny predikátový symbol P . Realizácia jazyka bude mat’ univerzum N, f interpretujeme
ako × a P interpretujeme ako predikát, ktorý bude pravdivý len pre všetky prvoč́ısla. Nech
e prirad́ı premenným hodnoty takto:

p e(p)
x 5
y 3
z 27
w 14

Potom
f(f(x, x), y)[e] = (5× 5)× 3 = 75

¬P (f(x,w))[e]⇔ e(x)× e(w) /∈ PM ⇔ True

Druhé plat́ı preto, lebo 5× 14 = 70 naozaj nie je prvoč́ıslo.

• Teraz môžeme definovat’ pravdivost’ formuly. OznačenieM |= A[e] bude znamenat’, že formula
A je pravdivá pri realizácíı jazyka M pri ohodnoteńı premenných e.

Tarského defińıcia pravdivosti

1. Nech A : P (t1, t2, . . . , tn), kde P je n-árny predikátový symbol rôzny od = a t1, t2, . . . tn
sú termy. Potom M |= A[e] ak (t1[e], t2[e], . . . , tn[e]) ∈ PM.

2. Nech A : t1 = t2, potom M |= A[e] ak t1[e] = t2[e]. To znamená, že sa musia rovnat’

indiv́ıduá.

3. Nech A : ¬B, potom M |= A[e] ak M 6|= B[e].

4. Nech A : B → C, potom M |= A[e] ak M 6|= B[e] alebo M |= C[e] .

5. Nech A : (∀x)B, potom M |= A[e] ak pre l’ubovol’né indiv́ıduum m ∈ U plat́ı M |=
B[e(x/m)]

6. Nech A : (∃x)B, potom M |= A[e] ak pre nejaké indiv́ıduum m ∈ U plat́ı M |=
B[e(x/m)]
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Zápis e(x/m) označuje také ohodnotenie premenných, že všetky premenné okrem x majú
rovnakú hodnotu ako v ohodnoteńı e, len premenná x má hodnotu m.

Ak plat́ı M |= A[e] pre l’ubovol’né ohodnotenie e, potom hovoŕıme, že formula A je splnená
a ṕı̌seme M |= A.

• Úloha: Pre nasledujúce formuly a realizácie rozhodnite, ktoré formuly sú splnené pre ktoré
realizácie.

a) f(x, y) = f(y, x)

b) (∃x)P (f(x, y))

c) (∀x)P (f(x, y))

d) (P (f(x, y)) ∧ P (f(y, x)))→ P (x)

1. U = N, f 7→ ×, P 7→ množina prvoč́ısel

2. U = N, f 7→ +, P 7→ množina párnych č́ısel

3. U = {a, b}∗, f 7→ zret’azenie, P 7→ množina ret’azcov končiacich alebo zač́ınajúcich na a

• Riešenie:

a) b) c) d)
1. 3 7 7 7

2. 3 3 7 7

3. 7 3 7 7

1.a) Plat́ı, pretože vieme, že funkcia krát je komutat́ıvna. Preto pre l’ubovol’né prirodzené
č́ısla x a y bude platit’ x× y = y × x

1.b) Stač́ı zvolit’ e(y) = 4 a bezohl’adu na to ako by sme zvolili ohodnotenie x, výsledné č́ıslo
nemôže byt’ prvoč́ıslo.

1.c) Plat́ı rovnaký argument ako v 1.b).

1.d) Stač́ı zvolit’ e(x) = 1, e(y) = 2.

2.a) Plat́ı, pretože vieme, že funkcia plus je komutat́ıvna.

2.b) Plat́ı lebo pre l’ubovol’né prirodzené č́ıslo y naozaj existuje také x, že x + y je párne.
Stač́ı zvolit’ x = y.

2.c) Zvol’me napŕıklad e(y) = 0. Formula hovoŕı, že za x môžeme dostadit’ hociaké č́ıslo a
x + 0 je vždy párne, čo nie je pravda.

2.d) Stač́ı zvolit’ e(x) = 1, e(y) = 1.

3.a) Zvol’me e(x) = a, e(y) = b, potom na l’avej strane dostaneme ab a na pravej ba, čo zjavne
nie je ten istý ret’azec.

3.b) Plat́ı, pretože bez ohl’adu, aký ret’azec dosad́ıme za y, vždy to vieme zachránit’ tak, že
x urč́ıme ako a.

3.c) Zvol’me e(y) = b. Formula hovoŕı, že za x môžeme dostadit’ hocaký ret’azec xb bude mat’

vždy na začiatku alebo na konci a. Zjavne to nie je pravda, ak sme za x dosadili b.

3.d) Zvol’me e(x) = b, e(y) = a.

• Ďaľsiu čast’ cvičenia sme sa pokúšali nájst’ teóriu, ktorej jediný model budú prirodzené č́ısla s
nulou a funkciou nasledovńıka. Celý postup nájdete v Kukových poznámkach, ktoré sú niekde
bĺızko týchto poznámok.
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