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e Zopakovali sme si Tarského definiciu pravdivosti. Definovali sme si rela¢ni struktiru, ktorou
realizujeme jazyk a ohodnotenie premennych.

Rela¢né struktira M obsahuje:

1. univerzum U
2. n-anu funkciu faq : U™ — U pre kazdy n-arny funkény symbol f.
3. n-dny predikdt Ppq : U™ — {0, 1} pre kazdy n-drny predikdtovy symbol P. Alternativne
mozeme braf predikat Py, ako podmnozinu U™.
Tejto relacnej struktire hovorime aj realizécia jazyka.
Ohodnotenie premennych je zobrazenie, ktoré priradi premennym prvky z univarza Un,.
e t[e] oznacuje individuum z univerza, ktoré sme dostali aplikovanim vsetkych funkcii na prvky

priradené premennym ohodnotenim e. Ale] oznac¢uje pravdivostnd hodnotu formuly vyhod-
notenu pri ohodnoteni premennych e.

Napriklad, nas jazyk okrem logickych symbolov obsahuje navySe binarny funkény symbol f
a unarny predikatovy symbol P. Realizdcia jazyka bude maf univerzum N, f interpretujeme
ako x a P interpretujeme ako predikat, ktory bude pravdivy len pre vSetky prvocisla. Nech
e priradi premennym hodnoty takto:

p | e(p)
T )
Y 3
z 27
w 14

Potom
f(f(z,z),y)le] = (5x5) x3="T75
—P(f(xz,w))[e] & e(z) x e(w) ¢ Py < True
Druhé plati preto, lebo 5 x 14 = 70 naozaj nie je prvocislo.
e Teraz mozeme definovat pravdivost formuly. Oznacenie M = A[e] bude znamenat, ze formula
A je pravdiva pri realizécii jazyka M pri ohodnoteni premennych e.
Tarského definicia pravdivosti
1. Nech A : P(t1,t2,...,t,), kde P je n-drny predikdtovy symbol rozny od = a t1,ta,. .. t,
su termy. Potom M = Ale] ak (t1]e], tale], ..., tnle]) € Pum.
2. Nech A : t; = ty, potom M = Ale] ak t1]e] = ta[e]. To znamend, ze sa musia rovnat
individua.
3. Nech A : =B, potom M |= Ale] ak M [~ Ble].
4. Nech A: B — C, potom M = Ale] ak M [~ Ble] alebo M = Cle] .

5. Nech A : (Vx)B, potom M [= Ale] ak pre Tubovolné individuum m € U plati M =
Ble(x/m)]

6. Nech A : (3z)B, potom M = Ale] ak pre nejaké individuum m € U plati M |
Ble(z/m)]



Zapis e(x/m) oznacuje také ohodnotenie premennych, ze vetky premenné okrem x majd
rovnakd hodnotu ako v ohodnoteni e, len premenna x ma hodnotu m.

Ak plati M = Ale] pre Tubovolné ohodnotenie e, potom hovorime, ze formula A je splnend
a piseme M = A.

Uloha: Pre nasledujiice formuly a realizacie rozhodnite, ktoré formuly st splnené pre ktoré
realizacie.

a) f(z,y) = f(y,z)

b) (3z)P(f(z,y))

) (Vz)P(f(z,y))

d) (P(f(z,y)) A P(f(y,z))) = P(x)

1. U =N, f = x, P+— mnozina prvocisel
2. U =N, f = +, P— mnozina parnych ¢isel

3. U = {a,b}*, f — zretazenie, P — mnozina retazcov kon¢iacich alebo za¢inajicich na a

RiesSenie:
a) | b) [ ¢c) | d)
.| vV | X | X | X
XX
3. X | V| X | X

1.a) Plati, pretoZe vieme, 7e funkcia krat je komutativna. Preto pre Iubovolné prirodzené
éslaxz aybudeplatif e x y =y x 2

1.b) Staci zvolit e(y) = 4 a bezohladu na to ako by sme zvolili ohodnotenie z, vysledné &islo
nemoze byt prvoéislo.

) Plati rovnaky argument ako v 1.b).

) Staci zvolit e(z) = 1,e(y) = 2.

2.a) Plati, pretoze vieme, ze funkcia plus je komutativna.
)

Plati lebo pre Tubovolné prirodzené &islo y naozaj existuje také x, Ze x + y je parne.

Staci zvolit z = y.

2.c) Zvolme napriklad e(y) = 0. Formula hovori, Ze za x moézeme dostadit hociaké ¢islo a
x + 0 je vzdy pérne, Co nie je pravda.

2.d) Staéf zvolit e(z) = 1,e(y) = 1.

3.a) Zvolme e(z) = a, e(y) = b, potom na lavej strane dostaneme ab a na pravej ba, o zjavne

nie je ten isty refazec.

3.b) Plati, pretoze bez ohladu, aky refazec dosadime za y, vidy to vieme zachranit tak, ze
x urc¢ime ako a.

3.c) Zvolme e(y) = b. Formula hovori, Ze za x mdzeme dostadif hocaky refazec zb bude maf
vzdy na zaciatku alebo na konci a. Zjavne to nie je pravda, ak sme za = dosadili b.
3.d) Zvolme e(x) = b, e(y) = a.

Dalsiu ¢ast cvienia sme sa pokusali najst teériu, ktorej jeding model budu prirodzené &isla s
nulou a funkciou nasledovnika. Cely postup nédjdete v Kukovych poznamkach, ktoré si niekde
blizko tychto poznamok.



