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Na minulom cviku sme sa venovali prevazne sémantike. Toto cviko bolo venované syntaxi,
konkrétne dokazovaniu vo formalnom systéme predikatovej logiky. Na zaciatku cvika sme si
zopakovali, ako vyzera formalny systém.

Formalny systém predikatovej logiky:

— jazyk (formuly, ktoré sme definovali minulé cviko)

— axiémy:

(A1) A— (B— A
(A2) (A= (B—-0C)—= (A= B)—=(A=0))
(A3) (-B — —-A) = (A — B)
) (Vz)A — A,[t] axiéma Specifikdcie
term t nesmie obsahovat premennt, ktord zostane viazana
(SP) (Vz)(A — B) = (A — (Vx)B)  schéma preskoku

premennd z nemd volny vyskyt vo formule A

— Odvodzovacie pravidla:

AA— B
modus ponens: —_
B
ravidlo generalizacie A
v zacie:
P & (V) A

Zapis A.[t] v axiéme Specifikdcie predstavuje formulu, ktord vznikne z formuly A nahradim
kazdého vyskytu premennej x termom ¢ naraz. Podmienka na pouzitie axiémy je tam preto,
lebo bez nej by sme vedeli dokdzat aj tvrdenia, ktoré nie si pravdivé a my chceme aby nés
systém bol korektny. Napriklad by sme vedeli dokdzat:

(Vo) Fy)(z =y +2) = Fy)(y=y+2)

¢o je zjavne blbost minimélne pre standardni interpretdciu znaku + pre celé &isla. Axiémy
by mali byt pravdivé bez ohladu na realizciu jazyka.

Pri dokazovani vo vyrokovej logike sme casto pouzivali vetu o dedukcii. Podobné tvrdenie
plati aj pre predikatovi logiku, ale je trochu komplikovanejsie.

Veta 0.1 (O dedukcii v PL) Nech T je mnozZina formail predikdtovej logiky a A a B si
formuly predikdtovej logiky. Potom plati:

1. AkTHA— B, potomT,A+ B.
2. Ak T,AF B a pri dokaze B z predpokladov T, A sa nepouzilo pravidlo generalizdcie na
premenni, ktord md v T, A volny vijskyt, potom T - A — B.

Cize pri pouzivani vety o dedukcii si musime dat pozor na spravne pouzitie pravidla genera-
lizacie.



Priklad, ze veta o dedukcii bez podmienky na pravidlo generalizacie nefunguje.

1 F e=y—oz=y (T1)
2. z=y F z=y (VD)
3. z=y F (Va)(z=y) (PG)
4. Foz=y— Va)(z=y) (VD)

Posledné tvrdenie zjavne nie je pravdivé.

Uloha: Dokézte, ze ak (Vx)A(x), potom F (Vy)A(y), kde y je novd premenna.

RieSenie:
1. F (Vo)A(z) predpoklad
2. F  (Vo)A(z) = A(y) (ASz:=y)
3. F  Ay) (MP 1,2)
4. F (Vy)A(y) (PG)

Vsimnite si, ze axiému Specifikdcie aj pravidlo generalizacie sme pouzili spravne.

Uloha: Dokéite, e ak - A — B a 2 nemd volny vyskyt v A, potom - A — (Vz)B.

Riesenie:
1. v A—B predpoklad
2. + (Va)(A— B) (PG)
3. F (Vz)(A— B)— (A— (Vz)B) (SP)
4. + A— (Vz)B (MP 2,3)

Vsimnite si, Ze schému preskoku sme mohli pouzit, pretoze sme mali zarucené, Ze  nemd
volny vyskyt v A.

Uloha: Dokézte - (Va)(Vy)A(x,y) — (Vy)(Vz)A(z,y). Maji sa vymenit len kantifikitory.
Formula A sa nemd zmenit vobec.

RiesSenie:
L. o (Vo) (Vy) Az, y) — (Vo) (Vy) Az, y) (T1)
2. (Vo)(Vy)A(z,y) (Vo) (Vy)A(z,y) (VD)
3. Fo (Vo) (Vy) Az, y) — (Vy)A(x,y) (AS z :=2)
4. (Vo)(VyA(z,y) F (Vy)A(z,y) (MP 2,3)
5. (Y A(z,y) = Alz,y) (ASy:=y)
6. (Vz)(Vy)A(z,y) F A(z,y) (MP 4,5)
7. (Vo) (Vy)A(z,y) o (Va)Az,y) (PG)
8. (Vz)(Vy)A(z,y) F  (Vy)(Va)A(z,y) (PG)
9. o (Va)(Yy) Az, y) = (Vy)(Va)A(z, y) (VD)

Rozmyslite si, preco boli vSetky kroky dokazu korektné.

Formélny systém predikdtovej logiky neobsahuje existencny kvantifikdtor, ale v jazyku ho
mame. Aby sme ho mohli pouzivat, budeme retazec (3x) povazovat za skratku pre —(Vz)-.

Uloha: Dokézte F (3z)(3y)A(z,y) — (3y)(3z)A(x, ).

Riesenie: Chceme teda dokdzat podobné tvrdenie ako pre vieobecné kvantifikatory. Aby
sme s tym vedeli pracovat, prepiseme si existenéné kvantifikdtory na vieobecné a budeme sa
snazit dokézat F —(Vz)——(Vy)-A(z,y) — ~(Vy)—=(Vz)-A(z, ).



L. o (YY) (Va)-A(z,y) — (Vy) o= (Va) Az, y) (T1
2. (Vy)=(Vz)-Az,y) b (YY) (Vo)-A(z,y) (VD
3. o (Vy) o~ (Va)-A(z,y) — -~ (Va)-A(z, y) (AS 3y :=
4. (Vy)——(Vz)-A(z,y) F —-—(Vz)-A(z,y) (MP 2,
5. Foo—=(Va)A(z,y) = (Vo)-A(z,y) (T
6. (Vy)—(Va)-A(z,y) F (Va)-A(z,y) (MP 4,
7. o (Va)-A(z,y) = Az, y) (AS z:==z
8. (Vy)»—~(Va)-A(z,y) F -A(z,y) (MP 6,7
9. (Vy)-=(Va)-Az,y) +  (Vy)-A(z,y) (PG
10. Fo (Vy)—A(z,y) — —(Vy)-A(z,y) (T6
11. (Vy)-=(Va)-A(z,y) F -~ (Vy)-A(z,y) (MP 9,10
12.  (Vy)-=(Va)-A(z,y) F (Vo) (Vy)-A(z,y) (PG
13. F o (Vy)——(Va)-A(z,y) — (Vo)—(Vy)-A(x,y) (VD
14. Foo=a(Ve) = (Vy)-Ax, y) — ~(Vy) -~ (Ve)-A(z,y)  (T7 + MP

To isté tvrdenie pre existenéné kvantifikdtory a mali sme s nim ovela viac roboty. Dokézali
sme si preto tvrdenia, ktoré ndm ulahéia pracu s existenénymi kvantifikdtormi.

Uloha: Dokazte:

1. F A.[t] = (3z)A, kde t neobsahuje premenné, ktoré zostanu viazané.
2. Ak - A — B a x nemd volny vyskyt v B, potom F (3z)A — B.

RieSenie: Najdete v skriptach na strane 34. V jednom kroku dokazov v ucebnici je casto
zahrnutych viac krokov naraz. A obcas sa tam pouziva tzv. pravidlo jednoduchého sylogizmu.
Vychadza z dokazaného tvrdenia

(T8) (A—-B)—= ((B—=C)—> (A—=0))

Pravidlo teda vyzerd
A—B,B—C

A—C

Poznamka: Prvé tvrdenie z predchddzajicej ilohy sa tiez nazyva dudlna axiéma Specifikacie.
Z druhej éasti lahko odvodime aj dualnu schému preskoku:

(Vz)(A — B) — ((3z)A — B), ak x nemé volny vyskyt v B.
Uloha: Dokéite, ze ak - A — B, tak

a) (Vo)A — (Va)B
b) F (Fz)A — (3x)B

RieSenie:

)

1. v A—-B (predpoklad)
2. F (Vx)A—- A (AS z :=z)
3. + (Vx)A— B (sylogizmus 1,2)
4. +F  (Vz)((Vx)A — B) (PG 3)
5 F  (Va)((Vz)A — B) — (Vo)A — (Vz)B) (SP)
6. + ((Vz)A— (Vx)B) (MP 4,5)

Vsimnite si, Ze schému preskoku sme nemohli pouzit skor, lebo formula A mohla obsa-
hovat volny vyskyt premennej .

b) Analogicky, treba pouzit dudlnu axiému §pecifikacie a dudlnu schému preskoku



