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e Este raz sme si pripomenuli sémantiku predikatovej logiky.

Rela¢na struktira M obsahuje:

1. univerzum Upy

2. n-anu funkciu faq : U™ — U pre kazdy n-arny funkény symbol f

3. n-dny predikat Pp¢ : U™ — {0, 1} pre kazdy n-drny predikdtovy symbol P
Tejto relacnej struktire hovorime aj realizicia jazyka.

Aby sme vedeli povedat, o formule &i je pravdivé, potrebujeme vediet hodnoty volnych pre-
mennych. Takéto ohodnotenie zvykneme oznacovat e. Ak je formula pravdiva pre lubovolné
ohodnotenie, potom hovorime, Ze je splnend a dana rela¢na Struktira je jej modelom.

e Uloha: Najdite modely pre nasledujice formuly:

A: (3z)P(x)

B: (Vz)P(z)

C: (F2)(vy)(Q(z,2) A —Q(z,y))

D: (Vy)(Bz)(Q(z, ) A =Q(z,y))

E: (32)(Vy)Q(z,y) = (V2)R(z,y, 2)
F: (32)(Vy)(Q(z,y) = (V2)R(z,y, 2))

e Riesenie:

A: Up = N, Ppy =mnozina parnych cisel.

B: Uy = Z, Py = Z. Formula B vlastne hovori, Ze bez ohladu na to, &0 do P dosadim,
musi to byt pravdivé. Preto pre vietky modely tejto formuly plati Uns = Ppy.

C: Této formula nema model. Ak by malamodel,potom existuje nejaké prvok a,pre ktory
plati (a,a) € Qa4 a zéroven pre lubovolny prvok b plati (a,b) ¢ Qu. KedZe b je
Tubovolné, moze sa stat, ze b = a. V tom pripade ale musi platit, ze (a,a) € Qum a
zéroven (a,a) ¢ Qa, €O zjavne nie je mozné.

D: M4 model. Zoberme napr. Uns = N, Py = rovnost prvkov.

E: Trividlny model: Qun¢ = Rap = 0. Netrividlny model: Uy = N, Q(z,y) — x deli y
a Ry = N3. V tomto pripade bola realizdcia R vynitend, lebo premenné z a y si
volné v R(z,y,z) a ked'Ze predpoklad implikdcie moze byt pravdivy a ich premenné sa
neprekryvaji, désledok musi byt pravdivy vidy.

F: Obe struktiry st modelom aj tejto formuly, ale existuji uz aj iné typy modelov,
kde realizacie predikdtovych symbolov @) aj R si pravdivé len pre niektoré dvojice,
resp.trojice prvkov. Napr. majme Upns = {1,2,3}, Qm = {(1,1),(1,2), ( 3)}a Ry =
{(1,1,1),(1,2,1),(1,3,1),(1,1,2),(1,2,2),(1,3,2),(1,1,3),(1,2,3),(1,3 ) (2,1,3)}

e Uloha: O kazdej naledujicej dvojici tedéria T a formula A rozhodnite, ¢ kazdy model T je
aj modelom A (T = A).

1. T =90, ¢ (Va)(z+0=2)
2. T ={(EF)s ( ), Ga)(M(z) A =P(x)), (Ve)(S(x) = M(x))},  A: (32)S(x) A=P(z)
3. T ={(Vo)(Vy)(x =y)},  A:(Bx)P(z) = (Vo) P(z)



4. T'=PO = {(Va)~(z < x), (Vz)(Vy)[(z <y) = =(y <),
(Vo) (Vy)(V2)l(z <y) = ((y <2) = (x <2)]}, A (Va)(z <c) = ~(EF)(c <)
5. T =PO A:=(3z)(c<z) = (Vo) (z <c)

e RieSenie: Riesenie nédjdete v rieSenej pisomke, ktora je zavesend pri tychto poznamkach.

e Podobne ako vo vyrokovej logike plati veta o uplnosti:
THFASTEA

TakZe by sme pre kazdi dvojicu z predchddzajiicej tlohy, v ktorej vyslo T' = A mali vediet
formulu A dokdzat z predpokladov T. V ostatnych pripadoch sa ani nemusime snazit.

Formélny systém tak, ako sme ho minule definovali ale nebol celkom tplny. Ak méme v jazyku
znak =, potom s nim nevieme robit. Dodefinujeme preto este d'alsie tri axiémy rovnosti:

(R1) r=z
(RQ) 1 = _>(x2:y2%~--_>(xn:yn%f(xlvx27"'7xn):f(ylay27"'7yn))~-~)
(R3) 1=y~ (Ta=y2 = ... > (Tn =yn — (P(z1,22,...,Zn) = P(Y1,Y2,.--,Yn))) - ..

Kde x,z1,22,...%n,Y1,Y2,...Yn SU premenné, f je n-arny funkény symbol a P je n-arny
predikatovy symbol.

Uloha: Pre vsetky dvojice z predchadzajucej tlohy, pre ktoré plati T' = A dokazte formulu
A 7z predpokladov T'.

¢ RieSenie: Riesenie opit najdete v starej pisomke, zavesenej hned vedla pozndmok.



