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Prvi éast cvika sme venovali prenexnému normdlnemu tvaru. Formula je v preneznom
normdlnom tvare, ak je tvaru

(Q121)(Q222) ... (Qnwn)p

kde Q; € {V,3} a formula ¢ uz neobsahuje ziaden kvantifikdtor. Formule ¢ tiez hovorime
otvorené jadro.

Ku kazdej formule existuje ekvivalentna, ktora je v prenexnom normaélnom tvare. Na dosia-
hnutie prenexného tvaru formuly pouzivame prenexné opericie:

1 (Qu)~A & ~(@r)A
2. (Qz)(A — B) +» (A — (Q)B), kde z nie je volné v A.
3. (Qz)(A — B) +» ((Qx)A — B), kde x nie je volné v B.
4. (Qz)(A & B) < (A O (Qx)B), kde z nie je volné v A.
5. (Qz)(A & B) +» ((Qw)A & B), kde x nie je volné v B.
6

. Veta o variantoch: Nech A’ je variant A (v A sa premenovali premenné viazané nejakym
kvantifikdtorom), potom - A « A’.

O e {A V) Qe {V,3} aak Q =V, potom Q = 3 a naopak.
Uloha: N4jdite prenexny normélny tvar pre formuly:

a) (Vy)((Vz)P(z,y) = (32)R(y, 2))
b) (3z)(Yy)P(z,y) v ~(3y) (R(y) — (V2)T(2))
c) (Vw)ﬁ((ﬂm)(ﬂy)(v,z) (P(z,2) = R(y, 2)) A (32) P(w, z))

RieSenie: Pri rieseni budem podéiarknutim oznaéovaf kvantifikdtory, ktoré presuniem najblizsie.

Ako prvy krok sa odporti¢a vidy, ked je to nutné najprv premenovat premenné tak, aby
kazdy kvantifikdtor kvantifikoval ind premenni a aby kvantifikované premenné boli iné, ako
volné premenné.

a) V tomto pripade nemusime premenovévat Ziadne premenné.

1. (Vy)((Vx)P(%y) — @R(y,z))
2. (Vy)(3z)((Vz)P(z,y) — R(y,z)) (pravidlo 2)

3. (Vy)(32)(3z)(P(z,y) = R(y,2)) (pravidlo 3)

b) Najprv premenujeme jednu z premennych y.

L (F2)(vy)P(z,y) v ~(3y) (R(y) — (¥2)T(2))

2. (3x)(Vy)P(z,y) V ~(Fw)(R(w) = (V2)T(2)) (variant)
3. (Fx)(Vy)P(z,y) V —(Fw)(Vz) (R(w) — T(2)) (pravidlo 2)
4. (Fz)(Vy)P(z,y) vV (Vw)(3z)=(R(w) — T(z)) (2 x pravidlo 1)
5. (3) (( WP (z,y) V (Vw)(ﬂz)ﬁ(R(w) - T(z))) (pravidlo 5)
6. (a)(¥ )(P 2,y) V (Yw)(32)~(R(w) = T(2)) (pravidlo 5)
7. (3x)(Vy)(Vw) (P( x,y ) \/@—. (R(w) — T(2)) (pravidlo 4)
8. (Fx)(Vy)(Vw)(3z) (P(z, y) V= (R(w) = T(z)) (pravidlo 4)



¢) Najprv premenujeme jednu z premennych z.

L (vw)=((B2)3)(%2) (P(x. 2) = R(y,2)) A (32) P(w, 2))

2. (Yw)-((3z)(3y) (Vu) (P(x,u) — R(y,u)) A (3z)P(w, 2) (variant)
3. (Vw)=(3x)(3y)(Vu) ( (P(z,u) = R(y,u)) A (32)P(w,2)) (3 x pravidlo 5)
4. (Yw)=(3z)(By) (Vu)(32) ( (P(z,u) — R(y,u)) A P(w, z) (pravidlo 4)
5. (Vw)(Vz)(Vy)(Bu)(Vz)=( (P(z,u) — R(y,u)) A P(w,z)) (4 x pravidlo 1)

e Zopakovali sme si vety, ktoré sa opati vediet pri dokazovani, lebo velmi ulahéuju pracu:

— Pravidlo zavedenia V: Ak = A — B a x nie je volné v A, tak - A — (Vz)B.

— Pravidlo zavedenia 3: Ak = A — B a z nie je volné v B, tak - (3x)A — B.

— Distribicia V: Ak - A — B, tak - (Vz)A — (Vz)B

— Distribicia 3: Ak H A — B, tak + (J2)A — (3x)B.

— Dudlna forma aziémy Specifikdcie: = Az[t] — (3x)A, kde t neobsahuje premennu, ktord
zostane viazana.

— Lema o instancidch: Nech A’ je instancia formuly A, t.j. A’ je tvaru Ay, . 2. [t1,- ., ta]-
Potom ak - A, tak - A'.

— Veta o variantoch (vid vyssie)

— Veta o uzdvere: Nech A’ je uzaver A, t.j. vietky volné premenné v A sa najprv kvanti-
fikuji vSeobecnym kvantifikdtorom. Potom F A prave vtedy, ked - A’.

— Veta o ekvivalencii: Nech = A; + Al Ak A’ vznikne z A nahradnim podformil A;
formulami A}, tak - A <> A’

Pri pouzivani prvych styroch tvrdeni si treba daf pozor na pouZivanie vety o dedukcii, lebo
v dokazoch vsetkych §tyroch tvrdeni sa pouzije pravidlo generalizacie na premennu x.

e Na zaver sme si definovali Robinsonovi aritmetiku, t.j. teériu v predikdtovej logike s rov-
nostou a so §pecidlnymi funkénymi symbolmi 0, + a -. Robinsonova aritmetika m4 nasledovné
axiomy:

QL) (Vz)(Vy)(S(z) = S(y) = = =y) (Q4)  (Vz)(z +0=x)
(Q2)  (Va)=(S(x) = 0) (Q5) (Vo) (Vy)(z + S(y) = S(z +y))
(Q3)  (Vz)(~(z = 0) = (Fy)(z = S(y))) (Q6)  (Va)(x-0=0)

Q7)) (Vo) (Vy)(z - S(y) =2y + )

e Definujme k = S.....5(0 ( ). Ak jazyk Robinsonovej aritmetiky interpretujeme tak, ze za univer-

zum zvolime N, 0 interpretujeme ako nulu, standardne interpretujeme plus a krat a funkciu
S ako +1, tak k bude prirodzené ¢islo k£ a budi sa dat dokédzat vsetky konkrétne rovnosti
k+l=k+/lak-0=Fk-{ My skisime dokdzat 1+ 1= 2.

e Uloha: Dokézte formulu S(0) + S(0) = S(S(0)) v Robinsonovej aritmetike.
e Riesenie: Néjdete v prvej tlohe zdverecnej pisomky z roku 2012/2013.
e Uloha: V Robinsonovej aritmetike dokazte - (Va)[(Vy)—(z = S(y)) — (Vy)(y +z = y)]

e RiesSenie:
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(Vy)=(z = S(y))
(Vz)[=(z =0) = (3y)(z = S(v))]
—~(z=0) = (Fy)(z = S(y))
~(Jy)(z = S(y)) = (z=0)
(Vy)=(z = S(y)) = (z =0)

y=y—>(x=0—=(y+x=y+0))
y+xz=y+0

y+0=y

y+r=y

(YY) (y + = =y)

(Vy)=(xr = S(y) = (V) (y+z=1y)
(V2)[(Vy)~(z = S(y)) = (Vy)(y + = = y)]
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(AS z := )
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