Ulohy k cviéeniu &. 2

Dirichletov princip vo svojej zakladnej verzii vyjadruje jednoduché pozorovanie, Ze po priradeni n
objektov do m < n prie¢inkov bude aspon jeden prie¢inok obsahovat aspon dva objekty. Ak teda
napriklad n holubov pouziva m < n holubnikovych dier, tak aspon jednu z dier musia pouZivat najmenej
dva holuby (preto je niekedy re¢ aj o holubnikovom principe, angl. Pigeonhole principle).

Priradenie n objektov do m prie¢inkov moZno sformalizovat ako zobrazenie f : A — B medzi kone¢nymi
mnoZinami A a B takymi, Ze |A| = n a |B| = m. Zakladna verzia Dirichletovho principu potom hovori,
ze ak m < n, tak takéto zobrazenie nemoéze byt injektivne.

Veta 1 (Dirichletov princip). Nech A a B si koneéné mnoziny také, Ze |A| = n, |B| =m an > m.
Potom neexistuje Ziadne injektivne zobrazenie f: A — B.
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Majme 101 (nie nutne roznych) trojcifernych prirodzenych &isel. Dokazte, Ze spomedzi nich
mozno vybrat dve, ktoré sa zhoduji v poslednych dvoch cifrach (dekadického zéapisu).

Predpokladajme, ze Bratislava mé 419678 obyvatelov, z ktorych Ziaden nemé viac ako 1000
rokov. Dokazte, ze asponi dvaja Bratislav¢ania sa narodili v rovnaky den rovnakého roku.

Majme 2017 (nie nutne rdznych) prirodzenych &isel aq,as, ..., as17. DokaZte, Ze spomedzi
nich mozno vybrat dvojicu ¢isel a; a a; tak, ze ¢ # j a a; —a; =0 (mod 2016).

. Majme n+1 (nie nutne roznych) prirodzenych ¢isel a1, as, . . ., ant1, kde n € N\{0}. Dokazte,

ze spomedzi nich mozno vybrat ¢isla a; a a; tak, ze ¢ # j a a;, —a; =0 (mod n).

Majme 52 prirodzenych ¢&isel aq, ..., as2, ktorych zvysky po deleni ¢islom 100 stt po dvoch
rozne. Dokézte, Ze spomedzi nich mozno vybrat ¢isla a; a a; tak, ze i # jaa;+a; =0
(mod 100).

Majme 52 (nie nutne roznych) prirodzenych &isel aq, ..., as2. Dokdzte, Ze spomedzi nich
mozno vybrat ¢isla a; a a; tak, ze ¢ # j a a; + a; = 0 (mod 100) alebo a;, —a; = 0
(mod 100).

Nech (ay,...,a,) je konetna postupnost prirodzenych &isel. DokéaZte, Ze z nej mozno vybrat
neprazdnu stvisli podpostupnost (a;t1,...,a;) (i < j) tak, aby bol stet a;y1 + ...+ a;
¢lenov tejto podpostupnosti delitelny &islom n.

Nech n > 1 je prirodzené ¢islo. Z mnoziny {1,...,2n} vyberme l'ubovolnych n+1 (réznych)
¢isel. Dokazte, Ze medzi vybranymi ¢islami musia existovat dve, ktoré maju rozdiel 1.

Nech n > 1 je prirodzené ¢islo. Z mnoZiny {1,...,2n} vyberme l'ubovolnych n+1 (réznych)
¢isel. Dokazte, Ze medzi vybranymi ¢islami musia existovat dve, z ktorych jedno deli to druhé.

Majme 2" =% +1 n-bitovych binarnych vektorov (teda postupnosti nil a jednotiek). Dokazte,
ze spomedzi nich moZno vybrat dva, ktoré sa liSia v najviac Styroch bitoch.

Vo vnttri rovnostranného trojuholnika o strane dlzky 2 sa nachadza pét bodov. Dokaizte, ze
spomedzi nich moZno vybrat dvojicu bodov, ktoré su od seba vo vzdialenosti nanajvys 1.

Vik zje kazdy den aspon jednu ovcu, no najviac tri ovce. Medved zje kazdy deni aspon Styri
ovce, no najviac sedem oviec. DokéaZte, Ze v kazdom tyzdni existuja dva dni, ked bada utrpi
rovnaki Skodu.

Pocas deviatich kalendarnych tyzdiov zje vlk kazdy den aspon jednu ovcu, no v kazdom
z deviatich kalendarnych tyzdiiov zje najviac 12 oviec. Dokézte, Ze existuje tisek po sebe
iddcich dni, pocas ktorého zje vlk presne 15 oviec.



Predmetom nasledujicich cviceni st urcité kombinatorické konfiguracie, ku ktorym mozno jednoznacéne
priradit ich rad (prirodzené &islo n € N). Konfiguraciou radu n moéze byt napriklad postupnost n hodov
niekol'kymi hracimi kockami alebo umiestnenie n figirok na sachovnicu.

Nasledujuce zadania navyse maju vlastnost, Ze isté situacia v nich nutne nastéva pre vSetky konfigurécie
radu n > no, kym pre konfiguricie radu n < ng tato situdcia v aspon jednom pripade nenastava
(zo zadania je vicsinou Tahko vidiet, ze takato ,prahova hodnota® ng skutoéne existuje). Ulohou je
zakazdym najst najmendsie n také, ze dana situacia nastéva pre vSetky konfiguracie radu n (hodnotu ng),
pripadne najvicsie n také, ze dana situacia eSte pre niektora konfiguraciu radu n nenastava (no — 1).

Dokaz, ze hodnota = € N je skuto¢ne hladanym no (resp. no — 1) pozostava z dvoch &asti:

(i) Treba dokazat, ze x < no (resp. © < nog — 1) a z je tak dolnym odhadom no (resp. no — 1): pre
xz — 1 (resp. pre z) eSte dané situacia v aspon jednej konfigurécii nenastava.

(i¢) Treba tiez dokazat, ze x > ng (resp. © > no — 1) a z je tak hornym odhadom ng (resp. ng — 1):
pre x (resp. pre x + 1) musi dand situacia nutne nastat vo vSetkych konfiguraciach.

Dokaz nerovnosti () je va¢sinou pomerne jednoduchy, kedze sta¢i prist s konkrétnym prikladom kon-
figuracie radu « — 1 (resp. ), pre ktort dana situacia nenastava. Na dokaz nerovnosti (ii) je zvy¢ajne
potrebné vyuZit Dirichletov princip.

V sachovych tlohédch budeme hovorit, Zze dve figurky sa ohrozuji prave vtedy, ked jedna z nich vie
urobit tah na poziciu obsadend druhou z nich. MéZu sa teda ohrozovat aj dve figurky rovnakej farby.

14. Kolko najmenej hodov dvoma hracimi kockami je nutnych na to, aby zaruéene aspon dvakréat
padol rovnaky stucet?

15. Kolko najmenej hodov k hracimi kockami je nutnych na to, aby zarufene aspon dvakrat
padol rovnaky sucet?

16. Kol'ko najviac vezi moZno umiestnit na (Standardni) Sachovnicu tak, aby sa Ziadne dve
neohrozovali?

17. Kol'ko najviac kofiov mozno umiestnit na (Standardnt) Ssachovnicu tak, aby sa ziadni dvaja
neohrozovali?

18. Kolko najviac strelcov mozno umiestnit na (tandardnt) Sachovnicu tak, aby sa Ziadni dvaja
neohrozovali?

19. Kol'ko najviac bielych peSiakov mozno umiestnit na (Standardna) Sachovnicu tak, aby sa
7iadni dvaja neohrozovali (za predpokladu, Ze biely pesiak moze stat aj v 6smom rade)?

20. S’pecializovany’ strelec-expert je Sachova figurka, ktora sa moZe hybat iba po diagonélach
rovnobeznych s diagonélou a1-h8. Pripustné su teda prave vSetky tahy po diagonale v smere
,,doprava hore* alebo ,,dol'ava dole“. Kol'ko najviac Specializovanych strelcov-expertov mozno
umiestnit na ($tandardnu) Sachovnicu tak, aby sa Ziadni dvaja neohrozovali?

21. Prehnane iniciativny strelec je S8achova figurka, ktorej jeden tah pozostava z lubovolného ne-
nulového poctu tahov bezného strelca. Kol'ko najviac prehnane iniciativnych strelcov mozno
umiestnit na (tandardnt) Ssachovnicu tak, aby sa Ziadni dvaja neohrozovali?

Veta 2 (Frekven¢na forma Dirichletovho principu). Nech A a B si koneéné mnoZiny také, Ze |A| = n,
|[Bl=m >1an/m >r—1 pre nejaké r € N. Potom pre lubovolné zobrazenie f: A — B existuje prvok
b € B taky, Ze f(a) = b pre aspoti v réznych prvkov a € A.

22. Dokéazte, Ze pri devéatnastich hodoch hracou kockou musi aspon Styrikrat padnit rovnaké
¢islo.

23. Kol'ko najmenej hodov dvoma hracimi kockami je nutnych na to, aby zarucene aspon Styri-
krat padol rovnaky sucet?
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Kol'ko najmenej hodov k hracimi kockami je nutnych na to, aby zarucene aspon Styrikrét
padol rovnaky sicet?

Dokazte, ze z Tubovolného rozostavenia 33 vezi na (Standardnej) Sachovnici mozno vybrat
pat vezi tak, aby sa Ziadne dve z nich neohrozovali.

Dokazte, ze z Tubovolného rozostavenia k € {0, 1,...,64} vezi na (Standardnej) Sachovnici
mozno vybrat [k/8] vezi tak, aby sa ziadne dve z nich neohrozovali.

Dokazte, ze z Tubovolného rozostavenia deviatich strelcov na (Standardnej) $achovnici mozno
vybrat dvoch strelcov tak, aby sa neohrozovali. Najdite vhodné zovSeobecnenie tohto tvrde-
nia pre k € {0,1,...,64} strelcov.



