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Priklad 1. Dokazte, Ze plati Y- deg(v) = 2|E(V)].

veV
Priklad 2. Dokazte, ze v kazdom grafe je pocet vrcholov neparneho stupna péarny.

Priklad 3. Dokézte, Zze v kazdom netrividlnom jednoduchom grafe existuju aspon dva
vrcholy s rovnakym stupiiom.

Priklad 4. Dokazte, ze Tubovolné dve najdlhSie cesty v suvilom grafe maja spolo¢ny
vrchol. Majua spolo¢nii aj hranu?

Priklad 5. Ur¢te Ramseyovo ¢islo R(3,3).

Priklad 6. Dokazte, Ze kazdy graf G obsahuje cestu dlzky 6(G) a kruznicu dlzky aspoii
(G) + 1 (pre 6(G) > 2).

Priklad 7. Dokazte, alebo vyvratte naledujice tvrdenia:

Kazdy uzavrety sled parnej dlzky obsahuje kruznicu parnej dizky.

Kazdy uzavrety sled neparnej dizky obsahuje kruznicu neparnej dlzky.

Priklad 8. Dokazte, ze v Tubovolnom grafe plati
rad(G) < diam(G) < 2rad(G).

Priklad 9. Dokazte, ze komplementarny graf k nesavislému grafu je savisly.

Priklad 10. Uréite priemerny stupefi, po¢et hran, priemer, polomer, obvod a dizku
najdlhsej kruznice v n-rozmernej kocke. Kolko roznych najkratsich ciest existuje medzi
danymi dvomi vrcholmi v n-rozmernej kocke?

Priklad 11. Dokéazte, ze kazdy suvisly netrividlny graf obsahuje vrchol, ktory nie je
artikulaciou.

Priklad 12. Dokazte, ze

a) pre kazdy jednoduchy graf o n vrcholoch, e hranach a k komponentoch plati n — k <
e<(n—k+1)(n—k)/2a

b) pre vsetky [ také, ze n —k < 1 < (n — k + 1)(n — k)/2 existuje jednochy graf o n
vrcholoch, [ hranach a & komponentoch.

Priklad 13. Dokazte, ze ak G je jednoduchy graf s §(G) > (n — 1)/2, potom je suvisly.

Priklad 14. St nasledujtce tri grafy izomorfné? Ak ano, tak najdite medzi nimi
izomorfizmus.

Priklad 15. Kolko je navzajom neizomoirfnych oc¢islovvani kruznice radu n?

Priklad 16. Dokazte, ze centrum v I'ubovolnom strome obsahuje bud jeden vrchol,
alebo dva susedné vrcholy. Od ¢oho zavisi, ktord z predchiddzajicich moznosti nastala?

Priklad 17. Dokazte, 7ze ak G je samokomlementarny graf radu n, tak n = 0(mod 4)
alebo n = 1(mod 4). Najdite asponi 3 samokomplementarne grafy. Nepovinne: Existuji



pre vietky n také, ze n = O(mod 4) alebo n = 1(mod 4) samokomplementéarne grafy o n
vrcholoch?

Priklad 18. (Nepovinna ¢ast predoslej domacej ulohy.) Existuja pre vsetky n také, ze
n = 0(mod 4) alebo n = 1(mod 4) samokomplementarne grafy o n vrcholoch?
Definicia. Nech je dand kone¢né postupnost celych, nezapornych ¢isel sq, sg, - - - s, taka,
7e s1 > sg > --- > s,. Ak existuje graf G bez sluciek s n vrcholmi vy, vs, - - - v, taky ze
vrchol v; je stupha s;, tak tito postupnost nazyvame grafova.

Priklad 19. Sa postupnosti stupiiov vrcholov 8,6,5,4,4,3,3,3,2,1,0,0,0a 7,6,5,4,4,
3,3,3,2,1,0,0,0 grafové? Ak ano, zostrojte graf s takymito stupnhami vrcholov.

Priklad 20. Dokazte, ze postupnost si,ss,---s, celych nezapornych ¢isel taka, ze
S1 > Sg > -+ > s, je grafova prave vtedy, ked je postupnost so — 1,53 — 1, 85,41 —
1, 85,42, -+, Sp grafova.

Priklad 21. Dokazte, ze ak diam(G) > 3, tak diam(G) < 3. Ako sa zmeni platnost
tohto tvrdenia, ked ostré nerovnoti zamenime za neostré?

Definicia. Dominujtica mnozina D grafu G je takd podmnozina vrcholov, ze plati: (Vv €
V(G)((vg D)= JueD:vue EG))).

Priklad 22. Dokazte, ze v kazdom stvislom grafe existuje dominujica mnozina, ktorej
doplnok je dominujiica mnozina.

Priklad 23. Nech M a N sa disjunktné péarenia grafu G, pricom plati |[M| > |N|.
Ukazte, 7e existuju disjunktné parenia M’ a N’ grafu G s nasledujicimi vlastnostami:
(1) M) = M| -1

(2) IN'] = [N|+1

(3) M"UN'"= M UN.

Priklad 24. Graf G je zjednotenim dvoch hranovo disjunktnych kostier. Je hranovo
2-suvisly? Je 2-stuvisly?

(Graf G ma k hranovo disjunktnych kostier = je hranovo k-stuvisly. Opa¢na implikacia
neplati (koleso))

Priklad 25. Ukaizte, ze v kazdom kubickom grafe plati A(G) = k(G)
Priklad 26. Dokazte, ze ak je G kubicky bipartitny graf, tak potom neméa most.

Priklad 27. Nech A je matica susednosti jednoduchého grafu, A¥ = A-A..... A,
k

Dokazte, ze aﬁj je rovny poctu sledov dizky k, spajajacich vrcholy v; a v;. Plati toto
tvrdenie pre Tubovolny graf (s nasobnymi hranami a slu¢kami)?
Priklad 28. Dokazte, ze kazdy strom ma nanajvys jeden 1-faktor.

Priklad 29. Kolko kostier ma graf na obrazku?



Priklad 30. Ukazte, ze hranova savislost A(G) kompletného grafu je n — 1.

Priklad 31. Dokazte, ze graf G je 2-stuvisly prave vtedy, ked Tubovolné jeho dva vrcholy
lezia na nejakej spolocnej kruznici.

Priklad 32. Dokazte, ze ak G je k-stuvisly, tak potom aj hranovy graf L(G) je k-savisly.
Priklad 33. Dokazte, ze kazdy jednoduchy kubicky graf obsahuje kostru, ktorej doplnok
je acyklicky.

Definicia. Kontrakcia je postpnost elementarnych kontrakci. Pri silnej kontrakcii
odstranujeme slucky a nasobné hrany, pri slabej kontrakcii ich ponechavame.

Priklad 34. Dokazte, ze vzor suvislého grafu je suvisly graf pri silnej i slabej kontrakecii.

Priklad 35. Dokazte, ze slaba kontrakcia zachovava dimenziu cyklového priestoru grafu.

Priklad 36. Nech k£ > 2. Ukazte, ze kazdy k-savisly graf s poc¢tom vrcholov aspon 2k
obsahuje kruznicu dlzky aspoi 2k.

Definicia. Majme grupu (G,o) a mnozinu X taka, ze X C G. Nech pre mnozinu X
plati,

leg X

QreX=>ateX

3)(X) =G

Potom Cayleyho graf C(G, X) generovany grupou G a mnozinou X je taky graf, ze
V(C)=Gaabe E(C) s a'tobe X.

Priklad 37. Dokazte, ze kazdy Cayleyho graf je savisly.

Priklad 38. Dokazte, ze graf sa da rozlozit na cesty dlzky 2 prave vtedy, ked mé parny
pocet hréan.

Priklad 39. Nakreslite Cayleyho graf C'(Cjs, {(123), (132), (12)(3)}.

Definicia. Graf G sa nazyva vrcholovo tranzitivny, ak pre Tubovolna dvojicu u,v €
V(G) plati, Ze existje automorfizmus ¢ grafu G taky, ze ¢(u) = v.

Priklad 40. Dokazte, ze kazdy Cayleyho graf je vrcholovo tranzitivny.
Priklad 41. Je kazdy Cayleyho graf C(G, X) regularny? Ak je, tak ktorého stupna?

Priklad 42.  Je kazdy modifikoany Cayleyho graf C'(G, X) regularny? Ak je, tak
ktorého stupna? (Definicia modifikovaného Cayleyho grafu je rovnaka, ako Cayleyho
grafu, ale na mnozinu X nekladieme poziadavku 2) ).

Definicia. Pocet komponentov grafu G s neparny po¢tom vrcholov oznacujeme ¢(G).

Priklad 43. Dokazte, ze strom T méa 1-faktor prave vtedy, ked (Vv € V(T))(q(T —v) =
1).

Priklad 44. Dokazte, ze graf, ktory ma most nemd 1-faktorizaciu (okrem trividlneho
pripadu, 7ze graf sam je 1-faktorom).

Priklad 45. Urcte chromatické ¢isla grafov K, ,, , a Pg.

Definicia. Graf G je k-kriticky ak
(X(G) = k) a (Vv € V(G))(X(G —v) < k)

Priklad 46. Dokazte, ze pre kazdy k-kriticky graf plati 6(G) > k — 1.

Priklad 47. Dokazte, ze ak x(G) > k tak v grafe G existuje asponi k vrcholov stupiia
>k—1.



Priklad 48. Dokazte, ze v k-kritickom grafe Zziaden vrcholovy rez neindukuje kliku.
Doésledok. Kriticky graf nem4 artikulécie.

Priklad 49. Dokazte, ze ak T a R su kostry wv-vrcholového grafu G, tak existuje
postupnost kostier,
T=1T1,1T,...,T, =R,
kde T; a T;;1 maji v — 2 spolo¢nych hran pre t =0,1,...,n — 1.
Priklad 50. Dokazte alebo vyvratte nasledujice implikacie
1) Graf G je eulerovsky = graf L(G) je eulerovsky.
2) Graf L(G) je eulerovsky = graf G je eulerovsky.
Priklad 51. Ukazte, ze ak u a v su 2 rozne vrcholy kritického grafu tak plati Ng(u) €
Ng(U) a Ng(v) Z Ng(u)
Priklad 52. Odvodte pomocou predchadzajticeho prikladu, Ze k-kriticky graf nemoze
mat préave k + 1 vrcholov.

Definicia. Chromaticka funkcia f(G,t) je rovna poctu regularnych t-zafarbeni grafu

G.
Priklad 53. Uréte f(K,,t) a f(K,,t).

Priklad 54. Nech G = G; UGy U ---U G je disjunktné zjednotenie grafov a hodnoty
f(G;,t) st zname pre i = 1,--- k. Urcte f(G,1).

Priklad 55. Nech G = G; UGy a G1 N G2 = v a hodnoty f(G1,t) a f(Ga,t) st zname.
Urcte f(G,t).

Priklad 56.  Dokéazte nasledujice tvvrdenie: Nech uw a v st dva nesusedné vrcholy
grafu G. Nech G; = G 4+ uv a nech G5 vznikne z G stotoznenim vrcholov u a v. Potom

Doésledok. Chromatickd funkcia kazdého grafu sa rovné siuctu chromatickych funkeii
istého poc¢tu kompletnych grafov, pricom ich rady neprevysuja rad grafu G.

Dosledok. Chromaticka funkcia f(G,t) Tubovolného grafu G je polymom v premennej
t.

Priklad 57. Dokazte, ze plati rovnost x(FOH) = max{x(F), x(H)}.

Tvrdenie. Chromaticky polyném grafu G radu n s m hranami a k suvislymi kompo-
nentmi mé tvar

FGt) =t —mt" L 4, ot" 2 — gt 3 4 - 4 (1) Rayth,
kde a; st celé nezaporné cisla.

Priklad 58. Dokéazte, ze sicet koeficientov chromatického polynému je nulovy pre
G +# K,

Priklad 59. Dokazte, Ze graf G radu n je strom prave vtedy ked f(G,t) = t(t —1)"L.
Priklad 60. Dokézte, ze pre Iubovolny graf G radu n plati: n/a < x(G) <n—a+1.
Priklad 61. Dokazte, ze ak G je r-regularny graf neparnaho radu, tak x'(G) =r + 1.
Priklad 62. Urcte chromaticky index kompletného grafu K,.

Priklad 63. Dokazte, ze pre kubicky graf G' si nasledujice tvrdenia ekvivalentné:

1) X'(G) =3

2) G méa parny 2-faktor

3) pre kazda hranu e grafu G existuje parny 2-faktor grafu G, ktory obsahuje ttto hranu.



Dosledok. Ak G je kubicky a méa most, tak x'(G) = 4.
Priklad 64. Dokazte, ze ak G je jednoduchy kubicky bipartitny graf, tak nemé most.
Priklad 65. Dokézte, 7é bipartitny hamiltonovsky graf ma obe partie rovnakej velkosti.

Priklad 66. Dokézte, ze ak G je hamiltonovsky alebo eulerovsky graf, tak hranovy graf
L(G) je hamiltonovsky.

Definicia. Graf sa nazyva jednoznacne hranovo k-zafarbitelIny, ak pre kazdé dve zafar-
benia plati, ze mozeme dostat jedno z druhého permutéciou farieb.

Priklad 67. Dokazte, ze ak G je jednozna¢ne hranovo 3-zafarbitelny kubicky graf, tak
zjednotenie Tubovolnych dvoch farebnych tried tvori Hamiltonovska kruznicu.

Priklad 68. Dokazte, ze kazdy graf, ktory ma hamiltonovski kruznicu ma (nikde
nulovy) 4-tok.

Priklad 69. Paritnd lema. Nech G je kubicky graf hranovo zafarbeny tromi farbami 1,
2,3 a5 C E(G) je hranovy rez grafu G, |S| = n a n; je pocet hran z S farby i. Potom
ny = ny = ng = n(mod 2).

Priklad 70. Ur¢te tokové ¢islo grafu C), * K; pre lubovolné n.
Priklad 71. Urcte maximalny tok v sieti na obr. ?

Priklad 72. Nech G je 3-suvisly graf a nech zy je jeho hrana. Ukéazte, ze G/xy je
3-suvisly prave vtedy, ked G\ {z,y} je 2-suvisly.

Priklad 73. Dokéazte, Ze graf je k-zafarbitelny prave vtedy, ked je k -zafarbitelny kazdy
jeho blok.

Priklad 74. Dokazte, ze Petersenov graf nie je hranovo 3-zafarbitelny.

Priklad 75. Dokazte, ze ak §(G) > 1/2|V(G)|, tak A(G) = 6(G). Najdite graf G s
Q) < 1/2|V(G)| — 1taky, ze AM(G) < 4(G).

Priklad 76. Nech k£ > 1. Ukazte, ze kazdy k-savisly graf s poc¢tom vrcholov aspon 2k
obsahuje kruznicu dizky aspoi 2k.

Priklad 77. Dokazte, ze Petersenov graf mé aspon 5! automorfizmov.

Priklad 78. Dokazte, ze kazdy regularny bipartitny graf ma nikde nulovy 3-tok.



