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Príklad 1. Dokáºte, ºe platí

∑

v∈V

deg(v) = 2|E(V )|.

Príklad 2. Dokáºte, ºe v kaºdom grafe je po£et vr
holov nepárneho stup¬a párny.

Príklad 3. Dokáºte, ºe v kaºdom netriviálnom jednodu
hom grafe existujú aspo¬ dva

vr
holy s rovnakým stup¬om.

Príklad 4. Dokáºte, ºe ©ubovo©né dve najdlh²ie 
esty v súvilom grafe majú spolo£ný

vr
hol. Majú spolo£nú aj hranu?

Príklad 5. Ur£te Ramseyovo £íslo R(3, 3).

Príklad 6. Dokáºte, ºe kaºdý graf G obsahuje 
estu d¨ºky δ(G) a kruºni
u d¨ºky aspo¬

δ(G) + 1 (pre δ(G) ≥ 2).

Príklad 7. Dokáºte, alebo vyvrá´te naledujú
e tvrdenia:

Kaºdý uzavretý sled párnej d¨ºky obsahuje kruºni
u párnej d¨ºky.

Kaºdý uzavretý sled nepárnej d¨ºky obsahuje kruºni
u nepárnej d¨ºky.

Príklad 8. Dokáºte, ºe v ©ubovo©nom grafe platí

rad(G) ≤ diam(G) ≤ 2rad(G).

Príklad 9. Dokáºte, ºe komplementárny graf k nesúvislému grafu je súvislý.

Príklad 10. Ur£ite priemerný stupe¬, po£et hrán, priemer, polomer, obvod a d¨ºku

najdlh²ej kruºni
e v n-rozmernej ko
ke. Ko©ko r�zny
h najkrat²í
h 
iest existuje medzi

danými dvomi vr
holmi v n-rozmernej ko
ke?

Príklad 11. Dokáºte, ºe kaºdý súvislý netriviálny graf obsahuje vr
hol, ktorý nie je

artikulá
iou.

Príklad 12. Dokáºte, ºe

a) pre kaºdý jednodu
hý graf o n vr
holo
h, e hraná
h a k komponento
h platí n − k ≤
e ≤ (n − k + 1)(n − k)/2 a

b) pre v²etky l také, ºe n − k ≤ l ≤ (n − k + 1)(n − k)/2 existuje jedno
hý graf o n
vr
holo
h, l hraná
h a k komponento
h.

Príklad 13. Dokáºte, ºe ak G je jednodu
hý graf s δ(G) ≥ (n− 1)/2, potom je súvislý.

Príklad 14. Sú nasledujú
e tri grafy izomorfné? Ak áno, tak nájdite medzi nimi

izomor�zmus.

Príklad 15. Ko©ko je navzájom neizomoirfný
h o£íslovvaní kruºni
e rádu n?

Príklad 16. Dokáºte, ºe 
entrum v ©ubovo©nom strome obsahuje bu¤ jeden vr
hol,

alebo dva susedné vr
holy. Od £oho závisí, ktorá z pred
hádzajú
i
h moºností nastala?

Príklad 17. Dokáºte, ºe ak G je samokomlementárny graf rádu n, tak n = 0(mod 4)
alebo n = 1(mod 4). Nájdite aspo¬ 3 samokomplementárne grafy. Nepovinne: Existujú
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pre v²etky n také, ºe n = 0(mod 4) alebo n = 1(mod 4) samokomplementárne grafy o n
vr
holo
h?

Príklad 18. (Nepovinna £as´ predo²lej domá
ej úlohy.) Existujú pre v²etky n také, ºe

n = 0(mod 4) alebo n = 1(mod 4) samokomplementárne grafy o n vr
holo
h?

De�ní
ia. Ne
h je daná kone£ná postupnos´ 
elý
h, nezáporný
h £ísel s1, s2, · · · sn taká,

ºe s1 ≥ s2 ≥ · · · ≥ sn. Ak existuje graf G bez slu£iek s n vr
holmi v1, v2, · · · vn, taký ºe

vr
hol vi je stup¬a si, tak túto postupnos´ nazývame grafová.

Príklad 19. Sú postupnosti stup¬ov vr
holov 8, 6, 5, 4, 4, 3, 3, 3, 2, 1, 0, 0, 0 a 7, 6, 5, 4, 4,
3, 3, 3, 2, 1, 0, 0, 0 grafové? Ak áno, zostrojte graf s takýmito stup¬ami vr
holov.

Príklad 20. Dokáºte, ºe postupnos´ s1, s2, · · · sn 
elý
h nezáporný
h £ísel taká, ºe

s1 ≥ s2 ≥ · · · ≥ sn je grafová práve vtedy, ke¤ je postupnos´ s2 − 1, s3 − 1, · · · , ss1+1 −
1, ss1+2, · · · , sn grafová.

Príklad 21. Dokáºte, ºe ak diam(G) > 3, tak diam(Ḡ) < 3. Ako sa zmení platnos´

tohto tvrdenia, ke¤ ostré nerovnoti zameníme za neostré?

De�ní
ia. Dominujú
a mnoºina D grafu G je taká podmnoºina vr
holov, ºe platí: (∀v ∈
V (G))((v 6∈ D) ⇒ ∃u ∈ D : vu ∈ E(G))).

Príklad 22. Dokáºte, ºe v kaºdom súvislom grafe existuje dominujú
a mnoºina, ktorej

doplnok je dominujú
a mnoºina.

Príklad 23. Ne
h M a N sú disjunktné párenia grafu G, pri£om platí |M | > |N |.
Ukáºte, ºe existujú disjunktné párenia M ′

a N ′
grafu G s nasledujú
imi vlastnos´ami:

(1) |M ′| = |M | − 1
(2) |N ′| = |N | + 1
(3) M ′ ∪ N ′ = M ∪ N .

Príklad 24. Graf G je zjednotením dvo
h hranovo disjunktný
h kostier. Je hranovo

2-súvislý? Je 2-súvislý?

(Graf G má k hranovo disjunktný
h kostier ⇒ je hranovo k-súvislý. Opa£ná impliká
ia

neplatí (koleso))

Príklad 25. Ukáºte, ºe v kaºdom kubi
kom grafe platí λ(G) = κ(G)

Príklad 26. Dokáºte, ºe ak je G kubi
ký bipartitný graf, tak potom nemá most.

Príklad 27. Ne
h A je mati
a susednosti jednodu
hého grafu, Ak = A · A · · · · · A
︸ ︷︷ ︸

k

.

Dokáºte, ºe ak
i,j je rovný po£tu sledov d¨ºky k, spájajú
i
h vr
holy vi a vj . Platí toto

tvrdenie pre ©ubovo©ný graf (s násobnými hranami a slu£kami)?

Príklad 28. Dokáºte, ºe kaºdý strom má nanajvý² jeden 1-faktor.

Príklad 29. Ko©ko kostier má graf na obrázku?
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Príklad 30. Ukáºte, ºe hranová súvislos´ λ(G) kompletného grafu je n − 1.

Príklad 31. Dokáºte, ºe graf G je 2-súvislý práve vtedy, ke¤ ©ubovolné jeho dva vr
holy

leºia na nejakej spolo
nej kruºni
i.

Príklad 32. Dokáºte, ºe ak G je k-súvislý, tak potom aj hranový graf L(G) je k-súvislý.

Príklad 33. Dokáºte, ºe kaºdý jednodu
hý kubi
ký graf obsahuje kostru, ktorej doplnok

je a
ykli
ký.

De�ní
ia. Kontrak
ia je postpnos´ elementárny
h kontrak
í. Pri silnej kontrak
ii

odstra¬ujeme slu£ky a násobné hrany, pri slabej kontrak
ii i
h pone
hávame.

Príklad 34. Dokáºte, ºe vzor súvislého grafu je súvislý graf pri silnej i slabej kontrak
ii.

Príklad 35. Dokáºte, ºe slabá kontrak
ia za
hováva dimenziu 
yklového priestoru grafu.

Príklad 36. Ne
h k ≥ 2. Ukáºte, ºe kaºdý k-súvislý graf s po£tom vr
holov aspon 2k
obsahuje kruºni
u d¨ºky aspo¬ 2k.

De�ní
ia. Majme grupu (G, ◦) a mnoºinu X takú, ºe X ⊆ G. Ne
h pre mnoºinu X
platí,

1) e 6∈ X
2) x ∈ X ⇒ x−1 ∈ X
3) 〈X〉 = G
Potom Cayleyho graf C(G, X) generovaný grupou G a mnoºinou X je taký graf, ºe

V (C) = G a ab ∈ E(C) ⇔ a−1 ◦ b ∈ X.

Príklad 37. Dokáºte, ºe kaºdý Cayleyho graf je súvislý.

Príklad 38. Dokáºte, ºe graf sa dá rozloºi´ na 
esty d¨ºky 2 práve vtedy, ke¤ má párny

po£et hrán.

Príklad 39. Nakreslite Cayleyho graf C(C3, {(123), (132), (12)(3)}.

De�ní
ia. Graf G sa nazýva vr
holovo tranzitívny, ak pre ©ubovo©nú dvoji
u u, v ∈
V (G) platí, ºe existje automor�zmus ϕ grafu G taký, ºe ϕ(u) = v.

Príklad 40. Dokáºte, ºe kaºdý Cayleyho graf je vr
holovo tranzitívny.

Príklad 41. Je kaºdý Cayleyho graf C(G, X) regulárny? Ak je, tak ktorého stup¬a?

Príklad 42. Je kaºdý modi�koaný Cayleyho graf C ′(G, X) regulárny? Ak je, tak

ktorého stup¬a? (De�ní
ia modi�kovaného Cayleyho grafu je rovnaká, ako Cayleyho

grafu, ale na mnoºinu X nekladieme poºiadavku 2) ).

De�ní
ia. Po£et komponentov grafu G s nepárny po£tom vr
holov ozna£ujeme q(G).

Príklad 43. Dokáºte, ºe strom T má 1-faktor práve vtedy, ke¤ (∀v ∈ V (T ))(q(T −v) =
1).

Príklad 44. Dokáºte, ºe graf, ktorý má most nemá 1-faktorizá
iu (okrem triviálneho

prípadu, ºe graf sám je 1-faktorom).

Príklad 45. Ur£te 
hromati
ké £ísla grafov Kn,n,n a Pg.

De�ní
ia. Graf G je k-kriti
ký ak

(χ(G) = k) a (∀v ∈ V (G))(χ(G − v) < k)

Príklad 46. Dokáºte, ºe pre kaºdý k-kriti
ký graf platí δ(G) ≥ k − 1.

Príklad 47. Dokáºte, ºe ak χ(G) ≥ k tak v grafe G existuje aspo¬ k vr
holov stup¬a

≥ k − 1.
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Príklad 48. Dokáºte, ºe v k-kriti
kom grafe ºiaden vr
holový rez neindukuje kliku.

D�sledok. Kriti
ký graf nemá artikulá
ie.

Príklad 49. Dokáºte, ºe ak T a R sú kostry v-vr
holového grafu G, tak existuje

postupnos´ kostier,

T = T0, T1, . . . , Tn = R,

kde Ti a Ti+1 majú v − 2 spolo£ný
h hrán pre i = 0, 1, . . . , n − 1.

Príklad 50. Dokáºte alebo vyvrá´te nasledujú
e impliká
ie

1) Graf G je eulerovský ⇒ graf L(G) je eulerovský.
2) Graf L(G) je eulerovský ⇒ graf G je eulerovský.

Príklad 51. Ukáºte, ºe ak u a v sú 2 r�zne vr
holy kriti
kého grafu tak platí NG(u) 6⊆
NG(v) a NG(v) 6⊆ NG(u).

Príklad 52. Odvo¤te pomo
ou pred
hádzajú
eho príkladu, ºe k-kriti
ký graf nem�ºe

ma´ práve k + 1 vr
holov.

De�ní
ia. Chromati
ká funk
ia f(G, t) je rovná po£tu regulárny
h t-zafarbení grafu
G.

Príklad 53. Ur£te f(K̄n, t) a f(Kn, t).

Príklad 54. Ne
h G = G1 ∪ G2 ∪ · · · ∪ Gk je disjunktné zjednotenie grafov a hodnoty

f(Gi, t) sú známe pre i = 1, · · · , k. Ur£te f(G, t).

Príklad 55. Ne
h G = G1 ∪G2 a G1 ∩G2 = v a hodnoty f(G1, t) a f(G2, t) sú známe.

Ur£te f(G, t).

Príklad 56. Dokáºte nasledujú
e tvvrdenie: Ne
h u a v sú dva nesusedné vr
holy

grafu G. Ne
h G1 = G + uv a ne
h G2 vznikne z G stotoºnením vr
holov u a v. Potom

f(G, t) = f(G1, t) + f(G2, t).

D�sledok. Chromati
ká funk
ia kaºdého grafu sa rovná sú£tu 
hromati
ký
h funk
ií

istého po£tu kompletný
h grafov, pri£om i
h rády neprevy²ujú rád grafu G.

D�sledok. Chromati
ká funk
ia f(G, t) ©ubovo©ného grafu G je polymóm v premennej

t.

Príklad 57. Dokáºte, ºe platí rovnos´ χ(F✷H) = max{χ(F), χ(H)}.

Tvrdenie. Chromati
ký polynóm grafu G rádu n s m hranami a k súvislými kompo-

nentmi má tvar

f(G, t) = tn − mtn−1 + an−2t
n−2 − an−3t

n−3 + · · · + (−1)n−kakt
k
,

kde ai sú 
elé nezáporné £ísla.

Príklad 58. Dokáºte, ºe sú£et koe�
ientov 
hromati
kého polynómu je nulový pre

G 6= Kn

Príklad 59. Dokáºte, ºe graf G rádu n je strom práve vtedy ke¤ f(G, t) = t(t− 1)n−1
.

Príklad 60. Dokáºte, ºe pre ©ubovo©ný graf G rádu n platí: n/α ≤ χ(G) ≤ n − α + 1.

Príklad 61. Dokáºte, ºe ak G je r-regulárny graf nepárnaho rádu, tak χ′(G) = r + 1.

Príklad 62. Ur£te 
hromati
ký index kompletného grafu Kn.

Príklad 63. Dokáºte, ºe pre kubi
ký graf G sú nasledujú
e tvrdenia ekvivalentné:

1) χ′(G) = 3
2) G má párny 2-faktor

3) pre kaºdú hranu e grafu G existuje párny 2-faktor grafu G, ktorý obsahuje túto hranu.
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D�sledok. Ak G je kubi
ký a má most, tak χ′(G) = 4.

Príklad 64. Dokáºte, ºe ak G je jednodu
hý kubi
ký bipartitný graf, tak nemá most.

Príklad 65. Dokáºte, ºé bipartitný hamiltonovský graf má obe partie rovnakej ve©kosti.

Príklad 66. Dokáºte, ºe ak G je hamiltonovský alebo eulerovský graf, tak hranový graf

L(G) je hamiltonovský.

De�ní
ia. Graf sa nazýva jednozna£ne hranovo k-zafarbite©ný, ak pre káºdé dve zafar-

benia platí, ºe m�ºeme dosta´ jedno z druhého permutá
iou farieb.

Príklad 67. Dokáºte, ºe ak G je jednozna£ne hranovo 3-zafarbite©ný kubi
ký graf, tak

zjednotenie ©ubovo©ný
h dvo
h farebný
h tried tvorí Hamiltonovskú kruºni
u.

Príklad 68. Dokáºte, ºe kaºdý graf, ktorý má hamiltonovskú kruºni
u má (nikde

nulový) 4-tok.

Príklad 69. Paritná lema. Ne
h G je kubi
ký graf hranovo zafarbený tromi farbami 1,

2, 3 a S ⊆ E(G) je hranový rez grafu G, |S| = n a ni je po£et hrán z S farby i. Potom

n1 ≡ n2 ≡ n3 ≡ n(mod 2).

Príklad 70. Ur£te tokové £íslo grafu Cn ∗ K1 pre ©ubovo©né n.

Príklad 71. Ur£te maximálny tok v sieti na obr. ?

Príklad 72. Ne
h G je 3-súvislý graf a ne
h xy je jeho hrana. Ukáºte, ºe G/xy je

3-súvislý práve vtedy, ke¤ G \ {x, y} je 2-súvislý.

Príklad 73. Dokáºte, ºe graf je k-zafarbite©ný práve vtedy, ke¤ je k -zafarbite©ný kaºdý

jeho blok.

Príklad 74. Dokáºte, ºe Petersenov graf nie je hranovo 3-zafarbite©ný.

Príklad 75. Dokáºte, ºe ak δ(G) ≥ 1/2|V (G)|, tak λ(G) = δ(G). Nájdite graf G s

δ(G) ≤ 1/2|V (G)| − 1,taký, ºe λ(G) < δ(G).

Príklad 76. Ne
h k ≥ 1. Ukáºte, ºe kaºdý k-súvislý graf s po£tom vr
holov aspo¬ 2k
obsahuje kruºni
u d¨ºky aspo¬ 2k.

Príklad 77. Dokáºte, ºe Petersenov graf má aspo¬ 5! automor�zmov.

Príklad 78. Dokáºte, ºe kaºdý regulárny bipartitný graf má nikde nulový 3-tok.
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