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Uloha 1. Kon4 sa medzinarodna konferencia na ktora prislo 7 Franctzov, 6 Nemcov, 9 Talianov,
8 Ciiianov a 5 Slovakov. Kolkymi sposobmi ich méZeme posadit za okruly stol, ak chceme, aby
T'udia rovnakej narodnosti sedeli pri sebe? To znamen4 Ze chceme, aby kazda narodnost mala svoju
“suvisla” Gast stola. Zalezi iba na poradi usadenych, nie na otoceni.

Riesenie. Potrebujeme najprv urcit, v akom poradi usadime celé narodnosti. KedZze nezéalezi na
otodeni, mozeme zafixovat jednu narodnost (napr. Slovakov). To sposobi, Ze ku zvysku kruhu sa
moZeme spravat rovnako ako k obyc¢ajnej postupnosti 4 prvkov, pricom kaZzdy je tam prave raz.
Preto pocet moznosti, ako usadit 5 narodnosti do kruhu bude bude rovnaky ako podet permutécii
4 prvkov, teda 4!.

V kazdom rozmiestneni narodnosti mozeme hosti z jednej narodnosti rozmiestnit 'ubovolne a
nezavisle od ostatnych. Ak méa narodnost n ¢lenov, potom mame n! moZznosti ako ich na uréenu cast
usadit. Narodnosti maji postupne 7, 6, 9, 8 a 5 ¢lenov, preto pre kazdé rozmiestnenie narodnosti
mame 7!6!9!8!5! moZnosti ako usadit konkrétnych I'udi

Celkovo teda mame 4! x 7!6!9!8!5! moznosti, ako usadit vietkych hosti tak, aby usadenie spliialo
podmienky. O

Uloha 2. V jednom nemenovanom $tate sa konaju volby. Voli¢i maja na vyber medzi tromi
kandidatmi - Supermanom, Herkulesom a Xenou. V tomto State maji nasledovny systém volieb.
Ob¢an pri vstupe do volebnej miestnosti obdrzi n balikov hlasovacich listkov po 10 kusov, pri¢om
n je nenulové prirodzené ¢islo. Listky st ocislované od 1 do 10n. Vyplnené listky voli¢ odovzda
volebnej komisii, ktora pozostava z troch ¢lenov. Kazdy ¢len komisie si odovzdané listky pozrie a
vyhodi, ak prehlasi hlasy za neplatné. Clenovia komisie maju nasledovné kritéria:

e Prvy ¢len komisie povazuje listky za platné, iba ak voli¢ zahlasoval asponi polovicou hlasov
za Supermana.

e Druhy ¢len komisie povazuje listky za platné, ak ndjde aspon jeden hlas za iného kandidata
ako Supermana.

e Treti ¢len komisie kontroluje len listky s ¢islom delitelnym pétkou a vyZzaduje, aby kazdy z
tychto hlasov patril Supermanovi.

Kolkymi roznymi sposobmi moéZe obéan volit, ak chce aby mu jeho hlasy nevyhodili? Vysledok
moZete uviest v tvare sumy.

Riesenie. Ak chce voli¢ zahlasovat tak, aby mu listky komisia nevyhodila, musi splnit v8etky tri
podmienky komisie. Z podmienok vieme, %e na kazdom piatom listku musi byt oznaceny Superman.
To znamena, Ze 2n listkov mame uréenych a nemusime sa nimi zaoberat. Zostava 8n listkov, ktoré
treba oznadit. Aby bola splnena podmienka, Ze aspon polovica listkov patri Supermanovi, musi
voli¢ oznacit eSte aspont 3n listkov, v ktorych bude hlasovat za Supermana. Najviac v8ak 8n — 1,
aby existoval listok, v ktorom za Supermana nehlasuje.

MoZnosti rozdelime podla po¢tu hlasov za Supermana. Podet moZnosti hlasovania, ak z 8n
listkov patri k& Supermanovi, je (8,:’)28”’]“, lebo méame (8,;’) moZnosti ako vybrat podmnoZinu
velkosti k z 8n listkov, ktoré pojdu Supermanovi a kazdy zo zvySnych 8n — k listkov moézeme
nezavisle pridelit Herkulovi alebo Xene (2 moZznosti).

Spolu dostéavame takyto pocet moznosti:
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Uloha 3. Dokazte algebraicky alebo kombinatoricky identitu:
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Riesenie. Asi najjednoduchsi sposob je upravit Tava stranu rovnosti tak, Ze dostaneme pravi
stranu.
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Vysvetlivky: V kroku (1) sme Tavt stranu rosirili o Z—ﬁ a rozpisali sme kombina¢né &islo. V kroku

(2) sme n+ 1 z Citatela a k + 1 z menovatela pripojili ku faktoridlom. To nam umoznilo vratit sa
v kroku (3) ku kombina¢nému ¢islu. V kroku (4) sme nahradili £+ 1 = . V kroku (5) sme k sume
pripoéitali Specialne zapisant nulu tak, aby sme mohli priamo pouzit binomickt vetu. Jednoducho
sme k sume pridali ¢leny, ktoré chybali a nasledne sme ich odpoéitali. V kroku (6) sme pouzili

binomicka vetu: (1 + z)" = Y7, (7)a". Ak dosadime za © = —1 a za n zvolime n + 1, tak
dostaneme
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Prava strana je suma, ktori méame vyssie a Tava strana sa zjavne rovna 0. V kroku (6) sme navyse
upravili dve kombina¢né &isla. Krok (7) je uz len jednoduché tprava.

Dalsim sposobom, ktory by sme mohli pouzif je aprava binomickej vety do pozadovaného tvaru
a nasledné vhodné dosadenie za z. Ak zintegruje obe strany binomickej vety a konStantny ¢len
vysledku uréime rovny nule dostaneme rovnost:
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Ak teda za x dosadime —1 a od oboch stran odpoéitame prvy ¢len sumy (aby sa za¢inala od k = 1)
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Naslednou tpravou dostavame
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