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Uloha 1. Na futbalovom ihrisku trénuje 10 futbalistov priamy kop na branku. Kazdy futbalista ma
tolko pokusov, kolko chce. Na konci tréningu tréner vyrobi vysledkovku tak, Ze ku menu kazdého
hraca napise pocet golov, ktoré dany hrac dal za cely tréning. Kol'ko existuje roznych vysledkoviek,
ak vieme, Ze prave 6 hracov dalo aspoii 6 golov, prave 2 hraci dali najviac 3 gély a celkovo padlo
60 golov?

Riesenie. Oznacme si futbalistov A, B,C, D, E,F,G,H,I,J a pocet golov, ktoré dali postupne
a,b,c,d,e, f,g,h,i,j. Predstavime si, ze prvych 6 hracov dalo asponi 6 golov a posledni dvaja daja
najviac 3 goly. Pocet réznych vysledkoviek pre tento pripad je rovnaky ako pocet rieseni rovnice

a+bt+ct+d+e+f+g+h+it+j=060
Za podmienok

6§ a,b,c,d,e,f
4 < g,h <5

0< 2¥] <3
Kedze 6 -6 + 4 - 2 = 44 golov je uz uréenych modzeme tlohu preformulovat tak, Ze nahradime
a=d +6,b=b+6,....,f =f +6,9g=49 +4,h=h"+4 a dostaneme rovnicu:
a +b+cd+d+e+f +g +h+i+j=60—-44=16

Za podmienok

0< a’,b’,c’,d’,e’,f’

0< g, h <1

0< i,] <3

Ak by sme si nev8imali horné ohranicenia, pre posledné Styri premenné, potom by rovnica mala

(16+1160_1) reSeni (kombinécie s opakovanim 16-tej triedy z 10 prvkov).

Teraz od toho odpoéitame rieSenia, ktoré nesplhaju aspon jednu podmienku. Oznac¢me My
mnozinu rieSeni, ktoré nespliaja vietky podmienky pre premenné v mnozine X. Napr. My 4y st
vietky rieSenia rovnice v ktorych plati, Ze ¢’ > 2 a i > 4 Vysledok spoc¢itame pouZitim principu
zapojenia a vypojenia:

Ozna¢me M pocet vSetkch zlych rieSeni rovnice. Potom:

—Migwy = Mig iy = Mg 5y = My iy = My 5y = Mgy
TMygwr iy + Mign gy + Migrijy + Min i jy
~Mg h iy

Pomerne l'ahko vidno, Ze:

o Mygy = Mwy, My = My,

o Mgy = Mg jp =My =My 5y

o Mig iy = Mg n gy, Migrijy = M.

Vsetky cleny sa pocitaji rovnakym sposobom. UkaZeme len rieSenie pre ¢len My /41

Chceme vypocitat pocet rieSeni rovnice:

d 40+ +d v+ f +g +h+it =16



Za podmienok

OS al7b/7cl7d/7e/7fl

2 < g, n
4 < 7
0< J

To sa da opéat preformulovat tak, Ze nahradime ¢’ = ¢” + 2,1/ = h" + 2,7 = ¢"" + 4. Dostavame
ekvivalentny problém:

a/+b,+C/+d/+€,+fl+g//+h//+i,/+j:16_8:8
Za podmienok
O S a/’b/’ C/’d/7 el?f/’g//’hll7ill7j

Pocet rieSeni tejto rovnice je rovnaky ako pocet kombinacii s opakovanim 6smej triedy (8 golov) z
10 prvkov (futbalisti) a to je
84+10-1
g .

Rovnakym sposobom by sme vypocitali vietky ostatné ¢leny a dostali by sme:
o Mgy =My = (07" (2 goly zo 16 mal priradené futbalista G resp. H)
o My = Mgj = (12+112071) (4 goly zo 16 mal priradené futbalista I resp. J)

o Mgy = (12+112071) (4 goly zo 16 mali priradené spolu futbalisti G a H)

10+10-1

10 ) (vopred bolo priradenych 6 golov zo 16)

o Migiy = Mgy = Miw iy = Moy 5y = (
o My = (8+180_1) (8 golov zo 16 mali priradené spolu futbalisti I a J)

o My iy =My =T (vopred bolo priradenych 8 golov zo 16)

o Mygiin =My, = (GHE?*l) (vopred bolo priradenych 10 gblov zo 16)

o Mg nijy = (4+180_1) (vopred bolo priradenych 12 gélov zo 16)

Spolu dostavame:
144+10-1 12+10-1 124+10-1 10+10-1 8+10-1
O T e G R G R G R G
42 8+10—-1 4o 6+10—-1\ (44101
8 8 8

Cely tento vypocet sme robili pri konkrétnom vybere futbalistov do jednotivych skupin. Roz-
delenie do skupin v8ak moéZe byt l'ubovolné. Najprv mame (160) moZnosti, ako vybrat futbalistov,
ktori daju asponn 6 golov. Po ich vybrati mame (3) mozZnosti, ako vybrat dvoch futbalistov, ktori

daja najviac 3 goly. Pre kazdé rozdelenie do skupin je pocet vysledkoviek rovnaky, preto pocet

v8etkych vysledkoviek je:
10\ /4 16+10—-1
(5 -)



Uloha 2. Kolko existuje vietkych permutacii mnoziny {1,...,n}, ktoré (chapané ako postupnosti)
neobsahuji stvisli podpostupnost (i,7 + 1) pre ¢ € {1,...,(n — 1)}? Vysledok moze obsahovat
najviac jednu sumu.

Rieenie. Vysledok spocitame tak, Ze od po¢tu v8etkych permutécii (n!) odpocitame podet vetkch
permutécii, ktoré obsahuji aspon jednu dvojicu (i,4+ 1) pre i € {1,2,...,n — 1}. Ozna¢me si M;
mnoZinu permutécii, ktoré obsahuji podpostupnot (i,i + 1), pre i € {1,...,(n — 1)}. Na vypocet
poctu zlych permutécii pouzijeme princip zapojenia a vypojenia:

Ozna¢me M mnozinu zlych permutécii. Potom

n—1 k
M =30 >0 () My
k=1 01,0yt EN j=1

1<y <...<ip<n—1

Ako spoéitame |M;|? Vieme, Ze sa tam niekde nachadza dvojica (i,7+ 1) a na poradi ostatnych
prvkov ani polohe dvojice (7,7 4+ 1) nezalezi. Preto (4,7 + 1) moZeme brat ako jeden prvok, ktory
sa da l'ubovolne permutovat s ostatnymi. Z toho dostéavame, Ze pre kazdé i € {1,...,n — 1} plati:

|M;] = (n—1)!
Skusme sa pozriet na |M; N M;|. Tu st dve moznosti.

e Dvojice (i,i+1) a (4,7 + 1) sa prekravaja: Mame znak zloZeny z troch &islic za sebou a n — 3
jednoduchych znakov (samostatnych &islic) = |M; N M,| = (n — 2)!

e Dvojice (i,i4+ 1) a (4,7 + 1) sa neprekravajiu: Mame dva znaky zloZené z dvoch ¢isel a n — 4
jednoduchych znakov. = |M; N M;| = (n — 2)!

Zda sa, 7ze na pocte prekryvajucich sa dvojic nezalezi. Staci si uvedomit, Ze kazdé ¢&islo, ktoré
je v prieniku dvoch dvojic (i,i+ 1) a (j,j + 1) zmensi pocet zloZzenych znakov o 1 a zarovein zvysi
pocet jednoduchych znakov o 1.

Pod'me to overit formalne. Nech je v permuticii k£ dvojic (¢;,i;+1) pre j € {1,...,k} a p prvkov
sa v nich opakuje. Pocet jednoduchych znakov J, vieme vypocitat ako

J=mn-—(2k—p).

Staéi si uvedomit, ze 2k — p je pocet ¢islic, ktoré si pokryté nejakou dvojicou. Cislo p sme museli
odpoditat, aby sme zapocitali opakujtce sa Cisla iba raz.
Pomocou tych istych ¢isel (k a p) vieme vypocitat aj pocet zloZzenych znakov Z:

Z:k_pu

lebo kazdy prienik zmensi pocet zlozenych znakov o 1.
Spolu teda méze permutovat J +2Z =n — 2k +p+k —p = n — k znakov. Z toho vidime, Ze

‘ﬂ;?:l M;,| = (n — k)! a nezalezi na pocte prekryvov. Dosadime do sumy:

n—1
M| =" (D! > (n—k)!
k=1 01,0000 EN

1<y <...<ip<n—1

Vo vntitornej sume vidime, Ze neobsahuje Ziadnu z premennych i;. Pocet séitancov tejto sumy je
presne rovny poc¢tu kombinécii bez opakovania k prvkov z n — 1. Preto s¢itame (";1)—1(1"&‘5 (n—k)\.
Dostavame vysledok:

M= 3 (” B 1) (n—k)!

k=1
Celkovy pocet permutécii n prvkov, ktoré neosahuju ziadnu dvojicu typu (4,7 + 1) je

nl — an (—1)F+! (“ N 1) (n— k)l

k=1



