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Uloha 1. Dokazte, ze
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RieSenie. Potrebujeme ukdzat, Ze logn = O(3}_; +) a >p_; + = O(logn). Sumu odhadneme
zhora aj zdola funkciou, ktoraje radovo logn a upravime tento odhad tak, aby sme ukézali to, ¢o
chceme priamo z decinicie. Na oba odhady pouZzijeme uréity integral.

Najprv spravme dolny odhad. Nakreslime si funkciu 1/2 a do obrazku dokreslime oblzniky,
ktorych plocha sa rovna sume ZZ=1 %
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Ked7ze funcia je klesajtica, vidime, Ze plocha obdlznikov je vii¢sia ako plocha pod funciou 1/x na
intervale (1,n + 1).
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Vieme, Ze logaritmus je rastiuca funcia, preto In(n) < In(n + 1). Zéaroveil vieme Inn =
Dostévame:

"1
logn <loge Z%
k=1

Podla definicie sme nagli konstantu ¢ = loge pre ktora plati, Ze pre vSetky n > 0 plati logn >
c.>h_; - Tym sme dokazali, ze logn = O(>p_; 1)

Aby sme dokéazali druhti rovnost, urobime pre zmenu odhad z hora. Nakreslime si ten isty
obrazok, ale obdlZniky posunieme dolava.
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Z Obrazku vidno, Ze suma je mensia ako 1 plus plocha pod funkciou 1/z na intervale (1,n).
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Ak n > e potom plati odhad 1+ Inn < 2Inn. Navyse zase mozeme pouzit rovnost Inn = 1987

loge "
Podl'a definicie sme nagli konstantu ¢ = é pre ktoru plati, ze pre vSetky n > e plati
re1 1 < clogn. Tym sme dokézali, ze Y, + = O(logn) O

Uloha 2. Dokaite, ze vrcholova suvislost a hranova savislost jednoduchého kubického grafu sa
rovnaju.

Riesenie. Ozname si hranovi savislost grafu G ako A(G) a vrcholova suvislost ako k(G).

Ak graf nie je suvisly, potom mé hranova aj vrcholova suvislost rovnu 0. Stac¢i sa teda zamerat
len na suvislé grafy.

Najprv sa pozrime na najmensi jednoduchy kubicky graf, a to je kompletny graf na Styroch
vrcholoch. O tomto grafe z definicie vieme, ze A(K4) = k(K4) = 3. Z toho vyplyva, Ze pre tento
graf tvrdenie plati. Ziaden dalsf jednoduchy kubicky graf na Styroch vrcholoch neexistuje, preto
sta¢i tvrdenie dokazat pre grafy, ktoré maja aspon 6 vrcholov.

Pre kazdy graf G, ktory méa aspoii 6 vrcholov, dokdzeme A(G) > k(G). Teda vrcholova stvislost
nemoze presiahnut hranovi.

Ked odstranime z grafu G hrany nejakého rezu, graf sa rozpadne na (nie nutne savislé) casti
A a B. Zjavne minimalny rez musi mat A\(G) hran. Zoberme si teraz miniméalny rez taky, Ze pocet
vrcholov v ¢asti A je viac ako A(G). Ak z povodného grafu odstranime koncové vrcholy hréan
vybratého miniméalneho rezu, ktoré su zaroven v Casti A, odstrame tym vSetky hrany pévodného
rezu a zaroven v Casti A eSte zostanem nejaky vrchol. Preto takto upraveny graf bude mat viac
komponentov. Z toho vieme, Ze po odstraneni najviac A(G) vrcholov sa graf rozpadne a teda
MG) > k(G).

Zostéava iba preverit, ¢i taky minimélny rez existuje. Z dirichletovho principu vieme, Ze aspoi
jedno z A alebo B musi mat aspoii 3 vrcholy (celkovo ich je aspoii 6). To pokryje mozZnosti A(G) = 1
a A(G) = 2. Ak \(G) = 3, tak staéi zobrat l'ubovolny trividlny rez a ako B dosadit vrchol, ktorému
tento trividlny rez prislacha. VSetko ostatné bude v ¢asti A. Kubické grafy nemozu mat vacsiu
hranovu savislost ako 3.

Aby sme dokoncili dékaz, musime preverit aj opa¢ni nerovnost. Z toho, ¢o sme uz dokéazali
vieme, ze ak £(G) = 3, tak aj A(G) = 3. Zostave preverit moznosti k(G) = 1 alebo k(G) = 2

e x(G) = 1: Nech odstranenim jedného vrcholu v sa graf rozpadne na viac Casti. Moze sa
rozpadnit na dve alebo tri ¢asti. V kazdom pripade existuje komponent, do ktorého ide
z v prave jedna hrana (u,v). Preto hrana (u,v) je mostom v grafe G. Z toho vyplyva, Ze
AMG) <1 =k(G).

e x(G) = 2: Nech odstranenim vrcholov vy, vs sa graf rozpadne aspon na dve ¢asti a neexistuje
ziadna artikulécia. Na obrazkoch nizsie mozete vidiet vSetky moZné sitacie, ktoré mozu nastat.

Bodkované ovaly znézoriiuju CGasti, na ktoré sa graf G rozpadne. Tieto ¢asti nemusia byt
nutne savislé. V kazdom obrazku vieme najst 2-rez (Gervené hrany), ktory oddeluje jednu
¢ast od druhej. Z toho vyplyva, ze A(G) < 2 = k(G).

Tym sme dokézali tvrdenie zo zadania. O



