Ulohy k cviéeniu ¢&. 1
Princip matematickej indukcie: nech X C N je mnozina prirodzenych &isel taka, ze:
(1) 0 X.
(i) Pre vsetky n € N plati: akn € X, takn+1 € X.
Potom X = N.

V pripade, ze mame dant postupnost vyrokov (V(n)),en, mdzeme za X zvolit mnozinu tych n € N,
pre ktoré je vyrok V(n) pravdivy. Ako priamy dosledok principu matematickej indukeie tak dostavame
nasledujucu vetu:

Veta 1. Nech (V(n))nen je postupnost vgrokov takd, Ze

(1) Vyrok V(0) je pravdivy.
(i3) Pre vsetky n € N plati: ak je pravdivy vyrok V(n), tak je pravdivy aj virok V(n + 1).

Potom je vyrok V(n) pravdivy pre vsetky n € N.
Tvrdenie (¢) predchadzajtcej vety sa nazyva bdza indukcie a tvrdenie (i7) sa nazyva indukcny krok.

Princip matematickej indukcie nemozno dokazat — ide o jednu z tzv. Peanovich axiom, ktora je ale
ekvivalentnd inému pomerne ocividnému tvrdeniu, tzv. vlastnosti dobrého usporiadania mnoZiny N
(vid niz8ie). Je teda mozné chapat princip matematickej indukcie ako axiému a vlastnost dobrého
usporiadania mnoziny N ako doésledok tejto axiémy, alebo naopak.

1. Dokéazte:
a) Pre vsetky n € N plati

b) Pre vsetky n € N plati

124224 . 4n?= )

2. Dokazte, ze pre vSetky n € N plati

(1424 +n)?=134+28+... +n>

3. Dokéazte, Ze pre vietky n € N plati

- (—1)k+1k2 _ (_1>n+1n(n + 1).
k=1 2
4. Dokazte:
a) Pre vsetky n € N plati
n
PP EE|
k=0
b) Pre vietky n € N a g € R\ {1} plati
n+1 _ 1

n
k_ 4

¢) Najdite ¢o mozno najjednoduchsi spdsob, ako sa v tvrdeni z predchadzajucej podulohy
zbavit predpokladu ¢ # 1.



5. Dokazte:
a) Pre vietky n € N plati

Zn: 1 _n
kzlk(k+1) n+1
b) Pre vsetky n € N plati
zn:(% —1) =n”
k=1

c¢) Pre vSetky n € N plati

n

> @2k —1)* =n?(2n® - 1).

k=1

6. Pre vietky n € N\ {0} definujeme n-té harmonické éislo ako

| =

1
Hy=14-+..+—=
ot ;

Dokazte, ze pre vietky n € N plati
n
Hon > 1+ 3

(N. B.: Dosledkom je, Ze postupnost harmonickych ¢isel diverguje.)

7. Pre nenulové prirodzené ¢isla a, b budeme pisat a | b, ak a deli b. Dokazte:

a) Pre vsetky n € N plati
133 | 1172 4 1227+,

b) Pre vSetky n, k € N plati
K24k 41 k"2 4 (k4 1)>

V nasledujucej tlohe moZno pouzit napriklad indukciu vzhladom na n, pricom béaza tejto indukcie sa
dokaze d'alsou indukciou, tentokrat vzhladom na k. Alternativne moZno tvrdenie dokazovat indukciou
vzhladom na k a bazu dokazat indukciou vzhladom na n.

8. Uvazujme zobrazenie f: N?> — N dané nasledovne:

f(0,0) =2,
fin+1,k)=f(n,k)+2(n+k+2), VYnkeN,
fn,k+1)= f(n, k) +2(n+k+1), vn,k € N.

Dokazte, ze pre vietky n, k € N plati
fn,k)=n+k+2)?—n—3k—2.

Casto sa stava, ze tvrdenie plati (alebo dava zmysel) iba pre prirodzené &isla n vadsie alebo rovné ako
nejaké ng € N. Pomocou principu matematickej indukcie ale mozno l'ahko dokéazat platnost nasleduju-
ceho variantu vety 1:

Veta 2. Nech ng € N a (V(n))n>n, je postupnost vyrokov takd, Ze

(1) Vyrok V(no) je pravdivy.

(i¢) Pre vietky n € N také, Ze n > no plati: ak je pravdivy vyrok V(n), tak je pravdivy aj vyrok
V(n+1).

Potom je vyrok V(n) pravdivy pre vietky n € N také, Ze n > ng.



9. Dokazte vetu 2 (s pouZitim principu matematickej indukcie).
10. Dokazte, Ze pre vietky prirodzené &isla n > 2 plati n? > 2n.

11. Nech A, B C N si lubovolné konetné mnoziny prirodzenych ¢isel také, ze |A| = m > 1
a |B| =n > 1. PoloZzme
A+B={a+blac A be B}

Dokazte, ze potom
|A+B|>m+n—1

a ukéZte, Ze tento dolny odhad je tesny! pre vietky m,n > 1.

Pri dokaze indukéného kroku sa pri ,,beznej“ matematickej indukcii (podla vety 1 resp. vety 2) odvo-
dzuje platnost vyroku V(n + 1) len na zaklade predpokladu platnosti vyroku V' (n) — tento predpoklad
nazyvame indukcnym predpokladom. Formalne sa teda nemozno odvolavat na platnost vyrokov V(j)
pre j < n; indukénym predpokladom je iba platnost vyroku V(n).

Lahko mo#no nahliadnut, %e ide o umelé a ¢isto formélne obmedzenie. Ak totiZ v baze indukcie dokaZeme
platnost vyroku V(ng) a nasledne dokazeme indukény krok pre n = no,...,k — 1, Tahko vidiet, ze sa
pravdivé vsetky vyroky V(no),V(no + 1),...,V (k). Pri dokaze indukéného kroku pre n = k sa teda
moZzeme odvolavat aj na platnost vyrokov V(j) pre no < j < k: Tahko moZno dokéazat, ze zaver vety 2
— ¢ize pravdivost vyroku V(n) pre vSetky prirodzené ¢isla n > ng — bude aj v tomto pripade zarudeny.
Tuato myslienku mozno sformalizovat nasledovne:

Veta 3. Nech ng € N a (V(n))n>n, je postupnost vjrokov takd, Ze

(1) Vygrok V(no) je pravdivy.

(i) Pre vietky n € N také, Ze n > no plati: ak su pravdivé viroky V(no),V(ng +1),...,V(n), tak je
pravdivy aj virok V(n +1).

Potom je vyrok V(n) pravdivy pre vietky n € N také, Ze n > ng.

Veta 3 sa niekedy nazyva principom tplnej matematickej indukcie, pripadne principom silnej matema-
tickej indukcie.

V tejto suvislosti treba upozornit na skutoc¢nost, ze predovetkym vo filozofickej logike sa niekedy
pouZiva pojem tuplnej indukcie vo vztahu k tzv. netuplnej indukcii; t4 v matematike neméa miesto,
no Casto sa pouziva v empirickych vedach (z 1000 neuspesnych pokusov o prerazenie hlavy mirom
napriklad moze empirickd veda trochu neuvazene usudit, Ze to nie je mozné; o matematicky dokaz ale
nejde). Podla tejto terminologie je matematicka indukcia vZdy aplna, hoci nejde o uplnt matematicka
indukciu v zmysle zavedenom vyssie.

12. Dokazte vetu 3 (s pouzitim vety 2).
Ndpoveda: nech V'(n) := V(ng) AV(ng+1) A... AV(n), potom. ..

13. Dokazte, ze kazdé prirodzené &islo n > 2 moZzno rozloZit na saéin prvoéinitelov.

14. Pod dichotémiou obdlznikovej tabul'ky ¢okolady rozumieme jej rozdelenie (pozdiz hran medzi
Stvoréekmi) na dve obdlznikové tabulky, ktoré dohromady obsahujt rovnaky pocet stvorce-
kov ako povodna tabulka. Dokazte, ze kazdu obdlznikovi tabulku ¢okolady o n € N\ {0}
Stvorcekoch mozno rozdelit na jednotlivé §tvoréeky pomocou n — 1 dichotémii.

Pri pouziti uplnej matematickej indukcie je ¢asto nutné dokazat ,,viacero baz indukcie®. Ide najma o tie
situacie, kde sa v dokaze indukéného kroku odvolavame na platnost aspoii jedného vyroku V(n — j)
pre j > 1. Takyto dokaz indukéného kroku je vo vSeobecnosti nepripustny pre n také, ze n — j < no
(kde no ma vyznam z vety 3), pretoze o V(n — j) v takom pripade vo vSeobecnosti nevieme vobec ni¢
(dokonca ani to, ¢i takyto vyrok dava zmysel). Preto treba ,malé hodnoty“ ¢isla n oSetrit osobitne.
Citatel by iste dokézal upravit vetu 3 tak, aby brala na zretel aj tento pripad.

LK Tubovolnej dvojici prirodzenych &sel m,n > 1 teda existujt kone¢né mnoziny A, B C N také, ze |A| = m,
|[Bl=nal|A+B|l=n+m-—1.



15. Dokazte, ze pre vSetky n € N, n > 8 existuju a,b € N tak, ze plati n = 3a + 5b.

16. Dokazte, ze pre vsetky n € N, n > 12 existuja a,b € N tak, ze plati n = 4a + 5b.

17. Dokazte tvrdenia z predchédzajtucich dvoch tloh bez pouzitia tuplnej matematickej indukcie.
Fibonacciho ¢isla st definované nasledujiacim rekurentnym predpisom:

Fy =0,
=1,
Foyo=Fny1+ Fn pre vietky n € N.

V nasledujicom budeme pouZivat oznacenia

1++5 1-+5
Y = B .

®
<
Il

Cislo o sa zvykne nazyvat zlaty rez.

18. Dokazte, ze pre vSetky n € N plati

19. Dokazte, ze pre vSetky n € N\ 0 plati
" =pF, + F,_1.

20. Dokéazte, Ze pre vietky n € N plati

> Fp=Fua—1
k=0

21. Dokazte:
a) Pre vgetky n € N plati
ZF2k+1 = Fopqa.
k=0
b) Pre vsetky n € N plati
n
ZF% =Fopyp1 — 1.
k=0
22. Dokazte, ze pre vSetky n € N plati

> F?=F,F.
k=0

23. Dokéazte, Ze pre vietky n € N plati

11N _( Fon Py
1 0 o Fn Fn—l .
,»Veta®“ 4. Pre vietky a,b € N plati a = b.

,Dokaz“. Matematickou indukciou vzhladom na M := max{a, b}.

1° Pre M = 0 nutne a = b = 0 a tvrdenie plati.
2° Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre M = k. UkaZeme, Ze plati aj pre M =k + 1.

Nech a,b € N su ¢isla také, ze max{a,b} = k + 1. Potom max{a — 1,b — 1} = k. Z induk¢ného
predpokladu teda vyplyva, ze platia — 1 =0 —1, a teda aj a = b. O



24. Najdite chybu v ,,dokaze“ | vety“ 4.

Hovorime, Ze linearne usporiadana mnozina (X, <) je dobre usporiadand, ak kazda neprazdna mnozina
A C X ma v usporiadani < najmensi prvok. MnoZzina N je dobre usporiadana — ide o jednu z jej klt-
Govych vlastnosti, ktora je ekvivalentna principu matematickej indukcie (a teda moze byt povazovana
za jednu z axiém Peanovej aritmetiky préave namiesto principu matematickej indukcie).

V pripade, Ze sa pomocou matematickej indukcie d4 dokazat pravdivost nejakého vyroku V(n) pre
v8etky prirodzené &isla n > no, je mozné rovnaké tvrdenie dokazat aj s pouzitim principu dobrého
usporiadania. Sta¢i za t¢elom sporu predpokladat, Ze mnozina A = {n € N | n > no A =V (n)} je
neprazdna. V takom pripade méa tato mnoZzina najmensi prvok m. Zostava dokazat, Ze:

(1) Nemoze platit m = ng — to je zrejme ekvivalentné dokazu pravdivosti vyroku V(ng), a teda baze
matematickej indukcie.

(i) Ak m > ng, tak nutne m — 1 € A, ¢o je spor s minimalitou m. Tu sa v skuto¢nosti dokazuje
iba implikacia ,ak =V (m), tak =V (m — 1)*, ¢o je obmena implikacie ,ak V(m — 1), tak V(m)“.
Kedze m > ng, mozeme zaviest premennd n := m — 1, &im kone¢ne dostavame implikaciu ,,ak

V(n), tak V(n + 1)“ z indukéného kroku.

Na dokaz s vyuzitim vlastnosti dobrého usporiadania mnoZiny N sa teda moZno divat ako na
,matematickt indukciu sporom®.

25. 7 principu matematickej indukcie odvod'te vlastnost dobrého usporiadania mnoziny N.
26. 7 vlastnosti dobrého usporiadania mnoziny N odvod'te princip matematickej indukcie.

27. Dokazte tvrdenia z tloh 1, 10 a 15 pomocou vlastnosti dobrého usporiadania mnoziny N.



