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Definicia 1. Graf je trojica G = (V,E,I), kde V je neprazdna konefna mnozina, F je kone¢na

mnoZina, VN E =0 a
|4 14
1B <2) v (1>

je zobrazenie. Prvky mnoziny V nazyvame vrcholmi, prvky mnoziny E nazyvame hranami a zobrazenie
I nazyvame incidencnou funkciou.

Ak v grafe G = (V, E, I) pre nejaké (nie nutne rozne) vrcholy u,v € V a hranu e € E plati I(e) = {u, v},
hovorime, Ze hrana e je incidentnd s vrcholmi u a v. Hrana e € E, pre ktoru existuje vrchol v € V taky,
ze I(e) = {v}, sa nazyva slucka vo vrchole v. Ak pre dvojicu roznych hran e, f € E existuje dvojica
vrcholov u,v € V tak, ze I(e) = I(f) = {u, v}, hovorime, Z%e e a f st paralelné hrany. Pod rddom grafu
rozumieme pocet prvkov mnoziny V.

Definicia 2. Jednoduchy graf je graf G = (V, E,I), ktory neobsahuje Ziadne slucky ani paralelné

hrany — jeho inciden¢né funkcia I je teda injektivnym zobrazenim E do (g)

Pozndmka 1. Jednoduché grafy moZno alternativne definovat aj ako dvojice G = (V, E), kde V je
neprazdna koneéné mnozina a E C (‘2/)

Uvedena terminologia nie je uplne ustilend a moze sa od zdroja k zdroju lisit. Pod pojmom ,graf* sa
napriklad ¢asto rozumie iba jednoduchy graf; objekty z definicie 1 sa potom nazyvajui ,,multigrafy*.
Iné zdroje zas v definicii jednoduchého grafu povoluja sluc¢ky a o objektoch z definicie 2 hovoria ako
0 ,jednoduchych grafoch bez sluciek*. V suvislosti s orientovanymi grafmi sa grafy v zmysle definicie 1
nazyvaju aj neorientované grafy.

Definicia 3. Nech G = (V,E,I) a G' = (V', E’, I') st grafy. Hovorime, Ze grafy G a G’ st izomorfné,
ak existuji bijektivne zobrazenia ¢: V — V' a ¢: E — E’ také, %e pre vietky hrany e € E plati: ak
I(e) = {u,v}, tak I'(¢(e)) = {p(u), p(v)}. Dvojicu zobrazeni (¢, 1) nazyvame izomorfizmom a pre
izomorfné grafy G a G’ piseme G ~ G'.

Poznamka 2. Reléacia ~ je ocividne relaciou ekvivalencie.

Poznamka 3. Obvykle sa pre zobrazenia ¢ a ¥ z definicie 3 pouziva rovnaky symbol, napriklad .
Izomorfizmus potom moZno chapat ako zobrazenie ¢: VUE — V' UE’.

Definicia 4. Nech G = (V,E,I) a G' = (V,E’,I') st grafy. Hovorime, #e graf G’ vznikne preme-
novanim hrdn grafu G, ak existuje bijektivne zobrazenie x: E — E’ také, %e pre vietky e € E plati
I'(x(e)) = I(e). Takéto grafy G a G’ zvycajne stotoziiujeme a piseme G = G'.

Nech ¢ je lubovolna trieda grafov. Pod poétom neoznacengjch grafov radu n z triedy ¢ budeme rozumiet
pocet tried ekvivalencie relacie ~ zuZenej na grafy radu n z triedy ¢ — izomorfné grafy teda budeme
pokladat za totozné. Pod poctom oznacengjch grafov z triedy ¢4 na pevne danej mnoZine vrcholov
V s |V| = n budeme rozumiet pocet grafov G = (V,E,I) z triedy ¥, po stotozneni z definicie 4.
Ak v nasledujacich ulohach budeme hovorit o ,pocte grafov, vidy budeme mat na mysli ,pocet
oznacCenych grafov‘.

1. Nech n > 1 je prirodzené ¢islo. Najdite pocet vSetkych jednoduchych grafov na mnozine
vrcholov V = {1,...,n}.

2. Nech n,k > 1 st prirodzené ¢&isla. Najdite pocet vSetkych jednoduchych grafov na mnozine
vrcholov V = {1,...,n}, ktoré maja prave k hréan.

3. Nech n > 1 je prirodzené &islo. Najdite pocet vSetkych grafov na V' = {1,...,n}, ktoré
neobsahuji ziadne paralelné hrany.

4. Nech n,s > 1 st prirodzené ¢isla. Najdite pocet vSetkych grafov na V = {1,...,n} takych,
7e medzi Tubovolnymi dvoma vrcholmi moze viest najviac s paralelnych hran.

Definicia 5. Nech G = (V,E,I) a H = (V' E’,I') st grafy. Hovorime, 7e graf H je podgrafom grafu
G,ak V' CV, E' C E aincidenéné funkcia I’ je ztizenim I na E’. V takom pripade piseme H C G.



Definicia 6. Nech G = (V,E,I) a H = (V',E', I') st grafy. Hovorime, %e graf H je indukovangm
podgrafom grafu G, ak H je podgrafom G a pre vietky e € E také, ze I(e) C V' plati e € E’. V takom
pripade piSeme H = G[V].

Definicia 7. Nech G = (V,E,I) a H = (V', E’,I') st grafy. Hovorime, %e graf H je faktorom grafu
G, ak H je podgrafom G a V' = V.

Definicia 8. Nech n > 1. Kompletny graf o n vrcholoch je jednoduchy graf K, = (Vy, En, I.), kde
Vi.={1,....,n}, E, = (‘2/) a pre vSetky hrany e € F,, plati I,(e) = e.

5. Nech n > 1. Najdite pocet vSetkych podgrafov kompletného grafu K,.

6. Nech n > 1. Najdite pocet v8etkych indukovanych podgrafov kompletného grafu K,.

7. Nech n > 1. Najdite pocet vSetkych faktorov kompletného grafu K,. Vysledok moZe obsa-
hovat sumu.

Definicia 9. Nech G = (V, E,I) je graf a v € V je jeho vrchol. Stuperi vrchola v je &islo
degg(v) ={ee E[vel(e)} +{ec E | I(e) = {v}}.

Stupen vrchola v teda udéva pocet hran incidentnych s vrcholom v, priGom slu¢ky sa zapocitavaju
dvakrat (raz spolu s ostatnymi hranami a raz osobitne). To zodpoveda predstave o stupni vrchola ako
o suc¢tu poctov ,,vychddzajucich® a ,,vchadzajucich®“ hran; slu¢ka pritom z vrchola v ,,vychadza“, aj do
neho ,,vchadza®.

Definicia 10. Nech G = (V, E,I) je graf a k € N. Graf G je k-reguldrny, ak pre vietky v € V plati
deg(v) = k. Graf G je regularny, ak je k-regularny pre nejaké k.
8. Dokazte, ze v kazdom jednoduchom grafe, ktory ma aspon dva vrcholy, existuji aspon dva
vrcholy s rovnakym stupiiom.
9. Najdite vietky dvojice (n, k) € N? také, e existuje aspoii jeden k-regularny graf radu n.
10. Najdite vetky dvojice (n, k) € N2 takeé, 7e existuje aspoii jeden k-regularny jednoduchy graf
radu n.
11. Najdite vSetky 3-regularne grafy radu 6.
12. Pre kazdé z nasledujucich tvrdeni dokaZte alebo vyvratte jeho platnost pre vSetky n > 1:
a) Kompletny graf K, je regularny.
b) Kazdy podgraf grafu K, je regularny.
¢) Kazdy indukovany podgraf grafu K, je regularny.
d) Kazdy faktor grafu K, je regularny.
13. Dokazte alebo vyvratte: kazdy indukovany podgraf regularneho grafu je regularny.
Definicia 11. Nech G = (V,E,I) je graf a u,v € V sa jeho vrcholy. Pod u-v-sledom v grafe G

rozumieme kone¢na postupnost W = (uo, €1, u1, €2, U2, ..., Un—1, €n, Un) taka, Ze:
(i) Prei=0,...,n plati u; € V.
(i) Prei=1,...,nplati e; € E.
(#i7) Plati uo = u a up = v.
(21}) Pre 1,....,n plati [(ei) = {’Uifl,Ui}‘

Pod sledom rozumieme u-v-sled pre Tubovolné u,v € V. Pod uzavretym sledom rozumieme u-u-sled
pre Tubovolné u € V. Pod tfahom rozumieme sled, ktorého hrany st po dvoch rozne. Pod cestou
rozumieme sled, ktorého vrcholy st po dvoch rozne. Pod kruZnicou rozumieme uzavrety sled W =
(uo, €1,u1,€2,U2,...,Un—1,€n,Uo) taky, Zze n > 1 a vrcholy wo,...,up—1 aj hrany ei,...,e, st po
dvoch rézne. Pod diFkou u-v-sledu W = (uo, e1,u1,€2,U2,...,Un—1,€n, Un) rozumieme &islo n.



Definicia 12. Nech G = (V, E, I) je graf. Hovorime, Ze graf G je suvisly, ak pre kazdé u,v € V existuje
v G aspoil jeden u-v-sled.

14.

15.

16.

17.

18.
19.
20.

21.

22.

23.

Dokazte, ze lubovolné dve najdlhgie cesty v stavislom grafe maji spoloény vrchol. Maju aj
spolo¢ni hranu?

Nech G = (V, E, I) je lubovolny graf. DokaZzte alebo vyvratte:

a) Ak pre dvojicu vrcholov u,v € V existuje u-v-sled, tak existuje aj cesta zacinajica v u
a konciaca vo v.

b) Ak pre vrchol u € V existuje uzavrety sled nenulovej dizky prechadzajici cez u, tak
existuje aj kruznica prechadzajica cez u.

Dokazte, ze ak graf G = (V, E,I) obsahuje aspoii jeden uzavrety sled neparnej dizky, tak
obsahuje aj kruznicu neparnej dizky.

Nech G = (V, E,I) je graf taky, Zze pre vSetky v € V plati deg,(v) > 2. Dokazte, Ze graf G
musi nutne obsahovat kruZnicu.

Dokazte, ze v Tubovolnom 2-regularnom grafe lezi kazdy vrchol na préve jednej kruZnici.
Popiste vietky grafy, ktoré neobsahuju ziadnu cestu dizky 3.

Dokazte, ze kazdy graf G obsahuje cestu dlzky 6(G) a kruznicu dlzky aspon 6(G) + 1 (pre
0(G) > 2), kde 6(G) je najmensi stupen grafu.

Nech n > 1. N4jdite najmensie k(n) € N také, Ze vSetky jednoduché grafy radu n s k(n)
hranami sa savislé.

Nech G = (V, E,I) je jednoduchy graf radu n taky, Ze pre vSetky v € V plati degq(v) >
(n —1)/2. Dokazte, ze graf G musi byt nutne savisly.

Dokazte, ze komplementarny graf k nesuvislému grafu je stuvisly.

Definicia 13. Nech G = (V| E, I) je suvisly graf a u,v € V st jeho vrcholy. Pod vzdialenostou vrcholov
w a v v grafe G rozumieme dlzku najkratsieho u-v-sledu. Vzdialenost vrcholov u a v oznalujeme
symbolom dista(u, v).

Definicia 14. Nech G = (V, E, I) je suvisly graf. Priemer grafu G je ¢islo

diam(G) = max{distg(u,v) | u,v € V}.

Definicia 15. Nech G = (V, E, I) je stvisly graf a v € V je jeho vrchol. Ezcentricita vrcholu v je &islo

exg(v) = max{distg(u,v) | u € V}.

Definicia 16. Nech G = (V, E, I) je suvisly graf. Polomer grafu G je &islo

rad(G) = min{exg(v) | v e V}.

Definicia 17. Nech G = (V, E, I) je suvisly graf. Centrum grafu G je mnozina vrcholov

24.

cent(G) = {v € V | exg(v) =rad(G)}.

Nech G = (V, E,I) je lubovolny suvisly graf. Dokézte, Ze rad(G) < diam(G) < 2rad(G).



