Ulohy k cviceniu ¢. 12
Definicia 1. Nech G = (V, E,I) je graf s V = {v1,...,v,} pre nejaké n > 1. Matica susednosti grafu
G je matica A(G) = (ai,j)nxn taka, ze pre vietky 4,7 € {1,...,n} plati
aij = {e € E [ I(e) = {vi,v;}}|.

1. Nech G = (V,E,I) je graf s V = {vy,...,v,} pre nejaké n > 1. Dokazte, Ze matica A(G) je
nutne symetricka.

2. Nech G = (V,E,I) je graf s V = {vy1,...,v,} pre nejaké n > 1, nech k € N. Dokazte, ze
pre maticu (A(G))* plati (A(G))* = (aﬁ-?)nxn, kde pre vietky i,5 € {1,...,n} je al(-? rovné
poétu vietkych v;-v;-sledov dlzky k v grafe G.

Definicia 2. Graf G = (V, E,I) je acyklicky, ak neobsahuje ziadnu kruznicu. Strom je Tubovolny
suvisly acyklicky graf.

Veta 1. Nech G = (V, E,I) je jednoduchy graf. Nasledujice tvrdenia si ekvivalentné:
(71) G je strom.
(#3) Lubovolné dva vrcholy grafu G su spojené prdve jednou cestou.
(i13) Graf G je suvisly a po odobrani lubovolnej hrany vznikne z grafu G nesivisly graf.
(i) Graf G je acyklicky a po pridani lubovolnej hrany vznikne kruZnica.

(v) G je suvisly graf radu n € N s n — 1 hranami.

Definicia 3. Nech T'= (V, E, I) je strom. List je lubovolny vrchol v € V' taky, ze deg(v) = 1.

3. Dokazte vetu 1.
4. Najdite vsetky stromy T' = (V, E, I) obsahujtce vrchol v € V taky, ze deg,(v) = 0.

5. Nech T'= (V, E, I) je strom radu n > 3. Nech v je list stromu 7" a u je susedny vrchol listu
v. Dokazte, Ze exr(u) = exyp(v) — 1.

6. Nech T = (V, E,I) je strom rddu n > 3 a nech v € cent(T). Dokazte, Ze deg,(v) > 2.
7. Najdite vSetky regularne stromy.

Definicia 4. Nech G = (V,E,I) je suvisly graf. Kostra grafu G je Tubovolny strom T, ktory je
faktorom grafu G.

8. Nech G = (V, E,I) je suvisly graf a T je jeho kostra. Dokéazte, ze diam(T") > diam(G).

9. Dokazte alebo vyvratte: kazdy suvisly graf G = (V, E, I) mé aspon jednu kostru T' taku, Ze
diam(7T') = diam(G).

Definicia 5. Graf G = (V, E, I) je bipartitny, ak existuji neprazdne mnoziny Vi a Vs tak, ze ViNVa = 0,
ViUVa =V apre vietky e € E plati I(e)N Vi £ 0 a I(e)NVa #0.

10. Dokazte, ze kazdy strom je bipartitny graf.

11. Nech n,m > 1 su prirodzené ¢isla. Najdite pocet v8etkych jednoduchych bipartitnych gra-
fov na mnozine vrcholov V' = {uy,...,un,v1,...,0n}, ktorych partie si dané mnozinami
vrcholov Vi = {u1,...,u,} a Vo = {v1,...,0m}.

12. Dokazte, ze kazdy regularny bipartitny graf musi mat parny pocet vrcholov. Najdite vhodné
zosilnenie tohto tvrdenia.



Definicia 6. Suvisly graf G = (V, E, I) je eulerovsky, ak v hom existuje uzavrety tah obsahujici vietky
hrany (eulerovsky tah).

Veta 2. Nech G = (V,E,I) je suvisly graf. Graf G je eulerovsky prdve vtedy, ked si stupne vSetkijch
jeho vrcholov pdrne.

Veta 3. Nech G = (V,E,I) je suuvisly graf. V grafe G existuje otvoreny tah obsahujici vsetky hrany
prdve vtedy, ked v grafe G existuju prdve dva vrcholy nepdrneho stupfia.

Definicia 7. Suvisly graf je hamiltonosky, ak v iom existuje kruznica prechadzajuca cez vsetky vrcholy.

Definicia 8. Hranovy graf L(G) grafu G je graf, ktorého vrcholmi sa hrany grafu G a dva vrcholy su
spojené hranou prave vtedy, ked hrany, ktoré si reprezentované vrcholmi L(G), maju spoloény vrchol.

13. Zistite, ¢i st nasledujuce grafy eulerovské:

KX N

14. Zistite, ¢i v grafoch z predchadzajucej ulohy existuje otvoreny tah obsahujuci vSetky hrany.
15. Néajdite v8etky n > 1 také, Zze kompletny graf K,, je eulerovsky.

16. Dokazte, alebo vyvratte masledujtice implikacie:
(a) Graf G je eulerovsky = hranovy graf L(G) je eulerovsky.
(b) Hranovy graf L(G) je eulerovsky = graf G je eulerovsky.

17. Dokazte, Ze bipartitiny hamiltonovsky graf ma obe particie rovnakej velkosti.
18. Dokazte, ze ak G je hamiltonovsky alebo eulerovsky, tak hranovy graf L(G) je hamiltonovsky.
Definicia 9. Suvisly graf G = (V, E, I) je plandrny, ak sa da nakreslit do roviny bez kriZenia hran.

Definicia 10. Nech suvisly graf G = (V, E, I) je nakresleny do roviny (rovinng graf). Oblast rovinného
grafu G je plocha ohrani¢ena hranami grafu G. Velkost oblasti je dizka najkratsieho uzavretého sledu
obsahujticeho hrany ohrani¢ujiice oblast.

Veta 4. Nech G = (V, E,I) je suvisly rovinng graf a nech F je mnoZina jeho oblasti. Potom plati
VI —|El+|F| =2.
19. Najdite planarny graf, ktory ma dve rozne nakreslenia. To znamené, Ze sa da nakreslit dvomi

roznymi spodsomi tak, Ze velkosti oblasti jedného nakreslenia st iné ako velkosti oblasti
druhého nakreslenia.

20. Dokazte, ze K33 (kompletny bipartitny graf, ktorého obe patricie su velkosti tri) a Kj
(kompletny graf na piatich vrcholoch) nie su planarne.

21. Najdite vsetky platonske telesa. Su to rovinné grafy, pre ktoré plati, Ze vSetky ich oblasti
maji rovnaki velkost a vSetky vrcholy maju rovnaky stupen.



