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Uloha 1.
Uvazujme zobrazenie f: N> — N dané predpisom:
f(0,0) = 2,
fin+1,k) = f(n,k)+2(n+k+2), VnkeN,
fin,k+1) = f(n,k)+2(n+k+1), VYnkeN.

Dokazte, Ze pre vetky n, k € N plati
fnk)=n+k+2)*—n—3k—2.
Riesenie. Oznaéme g(n, k) = (n+ k + 2)? — n — 3k — 2. Matematickou indukciou vzhladom na n
dokazeme, ze f(n,k) = g(n, k).
e Baza indukcie pozostava z dokazania, ze f(0,k) = g(0, k). Bazu dokdZeme indukciou vzhla-
dom na k.
— Nech k = 0. Potom podl'a predpisu fukcie g(0,0) = (0+0+2)2—0-3-0—2 = 2 = £(0,0).
Teda tvrdenie plati,
— Predpokladajme, ze plati f(0, ko) = g(0, ko), pre ko < k. Potom
FOE+1) = fOk)+20k+1)=
= (k+2?-3k—2+2(k+1)= (indukény predpoklad)
= K +4k+4-3k—2+2k+2=
k*4+6k+9—3k—3—-2=
(k432 —=3(k+1)—2=g(0,k+1)

e Indukény krok. Predpokladajme, Ze f(ng, k) = g(no, k) pre vietky ng <n a k € N. Potom
fn+1,k) = fn,k)+2n+k+2)=

(n+k+22?-n—-3k—2+2n+k+2)= (indukény predpoklad)

= n*+2nk+k+4dn+4k+4-n—-3k—2+2n+2k+4=

n®+2nk +k*+6n+6k+9—n—1-3k—2=

= m+k+3)?*—(n+1)—-3k—-2=g(n+1,k)

O

Uloha 2. Dokaite, 7e pre vietky n € N existuje prirodzené &slo, ktoré je nasobkom &isla n a jeho
dekadicky zapis obsahuje len cifry 0 a 1.

Riesenie.
Zvolme mnozinu X = {a1,as,...an41} tak, ze a; = 11...1. Oznatme Y = {0,1,...,(n — 1)}

i-krat
mnozinu zvySkovych tried po deleni ¢islom n. Nech f: X — Y je funkcia dané nasledovne:

fla;)) =y, aka;=k-n+y, kdekeNyecY

Ked7ze |Y| < | X]|, z Dirichletovho principu vyplyva, Ze f nemdZze byt injektivna, preto existuju
a; a a; také, ze i > j a f(a;) = f(a;). Zjavne a; — a; je hlfadany nasobok, lebo

a;,—aj=k-n+y—l-n+y)=(k—-~¢-n=11...100...0.
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