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Uloha 1. Zahradny architekt navrhol stromova alej tvorent dvomi radmi stromov. V kazdom
rade ma byt presne 2n stromov. Zahradnici maju k dispozicii nasledovné druhy: lipa, javor, smrek
a jedla. Z kazdého druhu maju nekonecne vela kusov. Zahradny architekt nechal zdhradnikom
nasledovné instrukcie:

e Oproti sebe musia byt zasadené dva listnaté alebo dva ihli¢naté stromy.
e V jednom rade vedl'a seba nesmu byt posadené dva ihli¢naté stromy.
e Presne polovica zo vSetkych listnatych stromov musia byt lipy.

Kolkymi roznymi spdsobmi mozu zahradnici vysadit alej, ak chct dodrzat vSetky instrukcie od
zéhradného architekta? Vysledok mozete uviest v tvare sumy.

Riesenie. Rozdelime si rieSenie na pripady podla poctu ihlicnatych stromov. V jednom rade moze
byt od nula po n ihli¢natych stromov. Ak by sme do jedného radu chceli umiestnit n+ 1 ihli¢natych
stromov, tak by podla Dirichletovho principu museli byt dva vedla seba a to nechceme. V druhom
rade musia byt umiestnené ihli¢naté stromy na rovnakych miestach ako v prvom, aby bola splnené
podmienka, Ze oproti sebe st dva ihli¢naté alebo dva listnaté stromy.

Rozoberme teraz pripad, ked v jednom rade je k ihli¢natych stromov. To znamena, Ze ostatnych
(2n — k) stromov v tomto rade, je listnatych. Predpokladajme, Ze mame nejako posadené listnaté
stromy a chceme medzi ne posadit ihliénaté. KedZe v kaZdej medzere medzi dvoma listnatymi
stromami moze byt najviac jeden ihli¢naty, tak méame presne (2n — k + 1) miest, kam moZeme
posadit ihlicnaté stromy (pocitame, Ze ihlicnaty strom moze byt prvy a aj posledny v rade).
Ak vyberieme podmnozinu velkosti k spomedzi tychto (2n — k + 1) miest, tak dostaneme jedno
konkrétne pripustné rozmiestnenie stromov v rade. Naopak kazdé pripustné rozmiestnenie vieme
ziskat takymto sposobom. Preto pocet moZnosti v akom poradi moze byt posadenych & ihli¢natych
a 2n — k listnatych stromov je (2”7;“).

Predpokladajme, Ze mame presne urcéené, kde maja byt posadené listnaté a ihli¢naté stromy.
Listnatych stromov je celkovo 2 x (2n — k) = 4n — 2k. Vieme, Ze presne polovica st lipy. Pocet
sposobov ako vybrat z (4n — 2k) presne polovicu, t.j. (2n — k), miest pre lipy je (‘g;izkk).

Nezavisle od listnatych stromov, na kazdé miesto urcené pre ihli¢naty strom moézeme zasa-
dit bud smrek alebo jedlu. Pre kazdé miesto teda mame dve moznosti. Celkovo mame teda 2%
moZnosti, ako posadit ihli¢naté stromy.

Ked to spojime, pre k ihli¢natych stromov v jednom rade mame nasledovny pocet moznosti

ako vysadit alej:
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KedZe k moze byt hoci¢o medzi nulou a n, celkovy vysledok je
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Uloha 2. Vypocitajte pre n € N, n > 3:



Riesenie. Asi najjednoduchsi sposob je upravit algeobraicky tuto sumu na nieco, ¢o sa bude po-
dobat binomickej vete a nasledne ju pouzit.
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Vysvetlivky: V kroku (1) sme prepisali kombina¢né ¢isla pomocou faktoridlov. V kroku (2) sme
pokratili v8etko, ¢o sa dalo. V kroku (3) sme si sumu upravili tak, aby faktorialy znovu tvorili kom-
bina¢né ¢islo. V kroku (4) sme nahradili & —2 = £. V kroku (5) sme sé¢itance sumy znovu prepisali
ako kombinacéné é&fsla. V poslednom ktoru sme pouzili binomicka vetu: (14 z)™ = 3" (ZL) zk,
kdez=1am=n—3.

Dalsi sposob rieSenia by mohol byt kombinatorickou interpretaciou. MoZzeme si viimnut, ze
suma vyjadruje pocet konfiguracii (A,B,C,D), kde A, B, C, D st mnoziny, ktoré spliaji nasledovné
podmienky:

o |[Al=n

e BCA CCA DCA
e CCB, DCA-B

e |C|=2, |D|=1.

Jednotlivé s¢itance sumy vyjadruju pocet takychto konfiguracii vzhladom na |B| = k. Najprv sa
vyberie podmnozina B velkosti k, potom sa z tejto podmnoziny vyberie podmnozina C' velkosti 2
a zo zvySku A — B, pricom |A — B| = n — k, sa vyberie jeden prvok, ktory tvori podmnozinu D.

Takéto konfiguracie vieme pocitat aj inym spésobom. Najskor vyberieme podmnoZinu C' ((g) moz-
nosti), potom zo zvysku vyberieme prvok, ktory tvori mnozinu D ((n — 2) moZnost{) a nasledne
o kazdom zvy$nom prvku mézeme rozhodniit, ¢ bude patrit do podmnoziny B alebo nie (273
moZnosti). Spolu dostavame vysledok:
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