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Uloha 1. Developer stavia novi ulicu, na ktorej je 2n domov (vietky st v jednom rade). Domy
chce nafarbit n farbami tak, aby kazdou z n farieb boli natreté prave dva domy. Kolkymi sposobmi
to moze urobit, ak domy rovnakej farby nesmu byt vedla seba? Vysledok mozete uviest v tvare
jednej sumy.

Riesenie. Farby mame dané a preto zostava ur¢it, ako ich rozmiestnime. VSetkych moznych roz-
miestneni je tol'ko, kolko je permutéacii s opakovanim n prvkov, ak sa kazdy prvok v permutécii
nachadza dvakrat. Tych je (227,,3)!. Od tohto po¢tu musime odpodcitat tie permutécie, kde sa nejaké
farba vyskytuje za sebou. Ozna¢me M; mnozinu permutéacii farieb, v ktorych sa farba i vysky-
tuje za sebou. V8etky permutécie v mnoZine M; nechceme zapocitat, takZe ich odpocitame. Pri
po&itani |M;| moézeme domy farby i povazovat za jeden prvok a ostatné mozeme preusporiadat
Tubovol'ne. Preto %72?)_1)' Vgetkych takychto mnozin je n, preto musimeodpocitat n(gﬁjz!.
Lenze teraz sme dvakrat odpocitali permutéciu, v ktorej dve farby porusovali pravidlo, Ze dva
domy nimi natreté nesmu stat vedla seba. Tieto zas musime pripoc¢itat. Pomaly sa dostavame k
tomu, Ze vysledny pocet roznych pripustnych ofarbeni domov sa bude pocitat principom zapoje-
nia a vypojenia. Na to budeme potrebovat vypocitat pre Tubovolnu podmnozinu farieb X, kolko
je takych farbeni, Ze dva domy Tubovolnej farby z mnoziny X s vedla seba. Domy farieb z X
moZeme brat ako |X| blokov. V kazdom bloku st dva domy rovnakej farby. Ostatné farby mozeme
rozmiestnit l'ubovolne. Mame teda (2n — | X|) prvkov, ktoré musime rozmiestnit z toho (n — | X|)-
krat sa tam dva rovnaké. Pocet takych rozmiestneni je %
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Uloha 2. Nech f, g, h: N — N\{0}. Formalne dokazte alebo vyvratte: ak f(n) = w(g(n)) a zarovei
g9(n) = ©(h(n)), tak h(n) = O(f(n))

RieSenie. DokaZzeme, Ze to plati. Z definicie w vieme, Ze g(n) = o(f(n)), t.j. lim,_ % = 0.
Z definicie limity preto plati, Zze existuje ng také, ze |%| < 1, pre vietky n > ng. Vieme, ze
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pre vSetky n > ng. Z definicie O potom vyplyva, Ze plati g(n) = O(f(n)).

Zarovei vieme z definicie ©, ze h(n) = O(g(n)) a teda existuje ¢ a mg také, ze pre lubovalné
n > mg plati |h(n)| < c|g(n)|. Vezmime ko = max{ng, mo}. Potom vieme,Ze pre l'ubovolné n > kg
plati

[f(n)], a
clg(n)].

Spojenim tychto nerovnosti dostaveme, Ze existuje konstanta c, Ze pre l'ubovolné n > kg plati
[h(n)| < | f(n)].
Funkcie h a f teda spliiaji definiciu O a plati h(n) = O(f(n)). O
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