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2.1 Prirodzené £ísla a matematická indukcia

Kombinatorika je matematická disciplína, ktorá sa zaoberá úlohami o ²truktúrach de�nova-
ných na kone£ných mnoºinách. Naj£astej²ie ide o podmnoºiny, usporiadané n-tice, relácie,
zobrazenia, rozklady a mnoºstvo iných objektov, ktoré jednotne nazývame kombinatoric-
kými kon�guráciami. Aj ke¤ korene kombinatoriky siahajú hlboko pred ná² letopo£et,
rozvoj kombinatoriky ako modernej disciplíny je úzko spojený s nástupom informatiky.
Kombinatrika tvorí jeden zo základných pilierov tohto vedného odboru. Dne²nú kombina-
toriku charakterizuje nieko©ko v²eobecných typov úloh. Spomedzi nich sú najdôleºitej²ie:

(1) zostroji´ kon�gurácie poºadovaných vlastností;

(2) nekon²truktívnymi metódami dokáza´ existenciu alebo neexistenciu kon�gurácie istých
vlastností;

(3) ur£i´ po£et v²etkých kon�gurácií daného typu;

(4) charakterizova´ také kon�gurácie pomocou iných pojmov, vlastností a parametrov;

(5) nájs´ algoritmus, ktorý umoº¬uje v²etky poºadované kon�gurácie zostroji´;

(6) spomedzi v²etkých kon�gurácií vybra´ optimálnu (alebo extremálnu � maximálnu, £i
minimálnu) pod©a daných kriterií.
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6 KAPITOLA 2. KOMBINATORIKA

Spomedzi nich sa v tejto kapitole budeme stretáva´ s úlohami typu (4) , (3) a (1).
Ako sme povedali, kombinatorika sa zaoberá prevaºne kone£nými ²truktúrami. Je tu

v²ak jedna nekone£ná mnoºina, ktorá má pre kombinatoriku podstatný význam: mnoºina
N = f0; 1; 2; : : :g v²etkých prirodzených £ísel. O tejto mnoºine uº vieme, ºe je lineárne
usporiadaná beºnou reláciou � pod©a ve©kosti. Toto usporiadanie má jednu ve©mi dôleºitú
vlastnos´ (vlastnos´ dobrého usporiadania): Kaºdá neprázdna podmnoºina mnoºiny N má
najmen²í prvok. (To, ºe prirodzené £ísla majú túto vlastnos´ sa nahliadne ©ahko sporom:
keby existovala v N neprázdna podmnoºina M bez najmen²ieho prvku, tak by sme ©ahko
skon²truovali ostro klesajúcu nekone£nú postupnos´ n0 > n1 > n2 > : : : prvkov mnoºiny
M . Lenºe taká postupnos´ v N o£ividne neexistuje.)

�al²ia dôleºitá vlastnos´ mnoºiny N je základom metódy matematickej indukcie, ktorá
je v kombinatorike prakticky v²adeprítomná. Znie takto:

Nech M � N je podmnoºina sp¨¬ajúca dve podmienky :

(I1) 0 2M ;

(I2) ak x 2M , tak potom aj (x+ 1) 2M .

Potom M = N.
Princíp matematickej indukcie môºeme teraz sformulova´ takto.

Teoréma 2.1. Nech (V (n))n2N je postupnos´ výrokov. Predpokladajme, ºe

(i) platí výrok V (0);

(ii) pre kaºdé prirodzené £íslo n, ak platí V (n) , tak potom platí V (n+ 1),

Potom výrok V (n) platí pre kaºdé prirodzené £íslo.

Poznámka. Bod (i) sa nazýva báza indukcie a bod (ii) sa nazýva induk£ný krok .

Dôkaz. De�nujme mnoºinu A = fn 2 N; platí výrok V (n)g . Podmienka (i) na²ej teorémy
znamená, ºe 0 2 A . Podmienka (ii) hovorí, ºe platí implikácia �ak n 2 A, tak aj (n+1) 2
A.� To znamená, ºe sú splnené vy²²ie spomenuté podmienky (I1) a (I2), a preto A = N.

Beºne sa vyuºíva nieko©ko modi�kácií teorémy 2.1. Stáva sa, ºe vlastnos´ V (n) platí iba
pre prirodzené £ísla n � n0 pre nejaké £íslo n0. V tom prípade najprv overíme pravdivos´
výroku V (n0) a potom dokáºeme pravdivos´ implikácie � pre kaºdé n � n0, ak platí V (n),
tak platí aj V (n + 1). Tým je potom dokázaná pravdivos´ výroku V (n) pre kaºdé n �
n0. Niekedy je výhodné pouºi´ ¤al²í variant matematickej indukcie � úplnú matematickú
indukciu.

Teoréma 2.2. Predpokladajme, ºe z platnosti výroku V (k) pre kaºdé k < n vyplýva aj
platnos´ výroku V (n). Ak platí výrok V (0), tak výrok V (n) platí pre kaºdé prirodzené £íslo
n.

Poznamenajme, ºe overenie platnosti V (0) nemoºno vynecha´.
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2.2 Dirichletov princíp

V tejto £asti sa budeme zaobera´ jednoduchým no ve©mi dôleºitým princípom, ktorý má
²iroké pouºitie pri rie²ení rozli£ných problémov a £asto vedie k pre- kvapujúcim záverom.
Je známy v rôznych formách. Najjednoduch²ia je azda táto:
Ak n + 1 predmetov ukladáme do n prie£inkov, tak aspo¬ jeden prie£inok bude obsahova´
dva alebo viac predmety.

Exaktnej²ie môºeme tento princíp sformulova´ takto:
Neexistuje injektívne zobrazenie (n+ 1)-prvkovej mnoºiny do n-prvkovej mnoºiny.

Dokáºeme v²eobecnej²ie tvrdenie

Teoréma 2.3. Nech A a B sú kone£né mnoºiny, pri£om jAj = n, jBj = m a n > m
Potom neexistuje ºiadne injektívne zobrazenie f : A! B.

Dôkaz. Nech S je mnoºina v²etkých prirodzených £ísel s takých, ºe existuje s-prvková
mnoºina, ktorá sa dá injektívne zobrazi´ na t - prvkovú, kde t < s. Na²ím cie©om je
ukáza´, ºe S = ;. Predpokladajme, sporom, ºe S 6= ;. Potom (na základe princípu dobrého
usporiadania) S má najmen²í prvok � nech n je naj- men²í prvok mnoºiny S a nech
f : fa1; a2; : : : ; ang = A! B = fb1; b2; : : : ; bmg je injekcia, kdem < n. Zrejmem � 2, lebo
inak by boli v²etky zobrazenia A! B kon²tantné, a teda nie injektívne. Predpokladajme,
ºe f(an) = br pre nejaké r 2 f1; 2; : : : ;mg. Keby kaºdý z prvkov f(a1); f(a2); : : : ; f(an�1)
bol rôzny od bm, tak zúºenie zobrazenia f na mnoºinu a1; a2; : : : ; an�1 by bolo injektívnym
zobrazením A�fang ! B�fbmg. To by v²ak bol spor s vo©bou £ísla n. Preto musí existova´
j 2 f1; 2; : : : ; n� 1g, ºe f(aj) = bm. Kedºe f je injekcia, f(an) 6= bm, takºe r � m� 1. No
potom zobrazenie g : A� fang ! B � fbmg de�nované predpisom

g(aj) = br;

g(ai) = f(ai) pre i 6= j; i 2 f1; 2; : : : ; n� 1g

je opät injektívne. Znova sme dostali spor s de�níciou £ísla n, a teda mnoºina S je prázdna.

Prvýkrát upozornil na tento jednoduchý princíp nemecký matematik 19. storo£ia P.
Dirichlet. Dnes je známy aj ako �holubníkový princíp� pod©a toho, ºe ak viac ako n ho-
lubov pouºíva n holubníkových dier, tak aspo¬ dva holuby vychádzajú tou istou dierou.
Poznamenajme, ºe tento princíp nedáva nijaký návod ako nájs´ dieru pouºívanú viac ako
jedným holubom. Preto je tento princíp £asto existen£ný.

Medzi dôsledky Dirichletovho princípu patrí aj skuto£nos´, ºe ak kone£ná mnoºina má
m prvkov aj n prvkov, tak m = n.

Príklad 2.1. V Bratislave sa v kaºdom okamihu vyskytujú aspo¬ dvaja ©udia, ktorí
majú rovnaký po£et vlasov na hlave. Nech A je mnoºina obyvate©ov Bratislavy a B =
f0; 1; : : : ; 200000g. Zobrazenie f : A ! B prira¤uje bratislav£anovi x jeho po£et vlasov
f(x) 2 B (po£et vlasov £loveka neprevy²uje 200 000). Ke¤ºe jAj > 200001, zobrazenie
nemôºe by´ injektívne. Poznamenajme, ºe toto zobrazenie sa kaºdú chví©u mení � sta£í sa
u£esa´.
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Príklad 2.2. V postupnosti (a1; a2; : : : ; an) ©ubovo©ných n prirodzených £ísel
existuje súvislá podpostupnos´ (ak+1; ak+2; : : : ; al) taká, ºe sú£et ak+1 + ak+2+ + � � �+ al
je delite©ný £íslom n.

Aby sme sa o tom presved£ili, uvaºujme n sú£tov a1; a1+ a2; : : : ; a1+ a2++ � � �+ an.
Ak je medzi nimi niektorý delite©ný £íslom n, sme hotoví. Nech preto kaºdý z nich dáva
po delení £íslom n nenulový zvy²ok. Ke¤ºe sú£tov je n, no moºných hodnôt pre zvy²ky je
len n � 1, dva z týchto sú£tov povedzme a1 + a2 + � � � + ar a a1 + a2 + � � � + as (pri£om
r < s) dávajú po delení £íslom n ten istý zvy²ok z. Máme teda

a1 + a2 + � � �+ ar = bn+ z

a1 + a2 + � � �+ as = cn+ z

pre vhodné b; c 2 Z. Od£ítaním prvého sú£tu od druhého dostávame

ar+1 + ar+2 + � � �+ as = (c� b)n;

£o znamená, ºe posledný sú£et je delite©ný £íslom n.

Uvedieme e²te silnej²iu formu Dirichletovho princípu:

Teoréma 2.4. Ak f : A! B je zobrazenie kone£ných mnoºín také, ºe jAj = n, jBj = m
a n=m > r � 1 pre nejaké prirodzené £íslo r, tak existuje prvok mnoºiny B, na ktorý sa
zobrazí aspo¬ r prvkov mnoºiny A.

Dôkaz. Nech B = f1; 2; : : : ;mg a nech ni je po£et prvkov mnoºiny A, ktoré sa zobrazia
na prvok i 2 B. Keby pre kaºdé z £ísel ni platilo ni � r � 1, tak by sme dostali

r <
n

m
=

n1 + n2 + : : :+ nm
m

�
mr

m
= r:

Tento spor dokazuje teorému.

2.3 Základné enumera£né pravidlá

Úloha ur£i´ po£et kombinatorických kon�gurácií daného typu je jednou z najtypickej²ích
kombinatorických úloh. Existuje obrovské mnoºstvo rôznych druhov kombinatorických
kon�gurácií, ke¤ºe existuje nepreberné mnoºstvo praktických úloh kombinatorického cha-
rakteru. Ve©ká vä£²ina úloh sa v²ak dá zaradi´ do jednej z nasledujúcich tried s dvoma
podtriedami:

1. Ur£i´ po£et neusporiadaných kon�gurácií, pri£om opakovanie objektov v kon�gurá-
ciách je alebo nie je povolené.

2. Ur£i´ po£et usporiadaných kon�gurácií, pri£om opakovanie objektov v kon�guráciách
je alebo nie je povolené.

�itate© iste pozná pojem kombinácií, ktorý spadá pod bod A, a pojem variácií, spa-
dajúci pod bod B. Tieto dva pojmy v²ak na rie²enie kombinatorických úloh nesta£ia,
pretoºe kon�gurácie môºu kombinova´ usporiadané aj neusporiadané £rty. Ove©a dôleºi-
tej²ie je preto ovláda´ základné enumera£né pravidlá a ovládnu´ umenie �matematizácie�
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kombinatorických úloh � £o znamená vedie´ vyabstrahova´ kon�gurácie v podobe podmno-
ºín, usporiadaných k-tic, zobrazení, relácií rozkladov a podobne, a potom na ich zrátanie
enume- ra£né pravidlá pouºi´.

Prvé z nich je ve©mi jednoduché:

Teoréma 2.5 (Pravidlo sú£tu). Nech X1; X2; : : : ; Xn; n � 2 sú navzájom disjunktné
podmnoºiny kone£nej mnoºiny X, pri£om X = X1 [X2 [ : : : [Xn: Potom

jXj = jX1j+ jX2j+ � � �+ jXnj:

Dôkaz. Nech najprv n = 2. nech X1 = fa1; a2; : : : ; arg and X2 = fb1; b2; : : : ; bsg. Ke¤ºe
X1\X2 = ;, platíX1[X2 = fc1; c2; : : : ; cr; cr+1; : : : ; cr+sg, kde ci = ai pre i 2 f1; 2; : : : ; rg
a cj = bj�r pre j 2 fr + 1; : : : ; r + sg. Z tohto uº ©ahko vidno, ºe jXj = jX1 [ X2j =
jX1j+ jX2j. Pre n � 3 sa dôkaz ©ahko dokon£í matematickou indukciou.

Opakovaným pouºitím tohto pravidla získavame ¤al²ie pravidlo. Je zloºitej- ²ie, no má
£astej²ie pouºitie.

Teoréma 2.6 (Pravidlo sú£inu). Nech X1; X2; : : : ; Xn; n � 2, sú ©ubovo©né kone£né
mnoºiny. Potom jX1 �X2 � � � � �Xnj = jX1j � jX2j � � � � � jXnj:

Dôkaz. Budeme postupova´ indukciou vzh©adom na n, pri£om v induk£nom kroku pouºi-
jeme pravidlo sú£tu. Tvrdenie teorémy platí aj pre n = 1 (ale ni£ nehovorí) a to vyuºijeme
ako bázu indukcie. Nech teraz tvrdenie teorémy platí aj pre nejaké n � 1. Ukáºeme, ºe
platí aj pre n + 1. Chcem ur£i´ po£et prvkov mnoºiny X1 � X2 � � � � � Xn � Xn+1. Ak
Xn+1 = ;, tak jX1 � X2 � � � � � Xn� �Xn+1j = 0 = jX1j � jX2j � � � � � jXn+1j. V tomto
prípade teda tvrdenie platí. Nech preto jXn+1j = s � 1, pri£om Xn+1 = fa1; a2; : : : ; asg.
Poloºme pre kaºdé i 2 f1; 2; : : : ; sg

Yi = X1 �X2 � � � � �Xn � faig:

Je zrejmé, ºe jYij = jX1 �X2 � � � � �Xnj a pod©a induk£ného predpokladu teda platí

jYij = jX1j � jX2j � � � � � jXnj:

Pretoºe

X1 �X2 � : : :�Xn �Xn+1 =

s[
k=1

Yi

a mnoºiny Y1; Y2; : : : ; Ys sú navzájom disjunktné, z pravidla sú£tu dostávame

jX1 �X2 � � � � �Xn+1j =
sX

k=1

jYkj = jX1j � jX2j � � � � � jXnj � jXn+1j:

Príklad 2.3. Ko©ko ²tvorciferných £ísel delite©ných piatimi môºeme vytvori´ z ci�er 0, 1,
3, 5, 7? Nech M = f0; 1; 3; 5; 7g . Potom kaºdé h©adané £íslo je charakterizované usporia-
danou ²tvoricou, ktorá patrí do mnoºiny

U = (M � f0g)�M �M � f0; 5g:
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Pod©a pravidla sú£inu dostávame

jU j = 4 � 5 � 5 � 2 = 200:

Príklad 2.4. Ko©kokrát za de¬ cifry na digitálnych hodinách ukazujú rastúcu postupnos´?
�as na ukazateli digitálnych mnoºín môºeme zakódova´ usporiadanou ²esticou prirodze-
ných £ísel x = (x1; x2;x3; x4;x5; x6). Predpokladajme, ºe x1 < x2 < � � � < x6. Hoci vo
v²eobecnosti £as musí sp¨¬a´ x1 � 2, vidíme, ºe x1 = 2 by nevyhnutne viedlo k x5 � 6, £o
nie je moºné. Preto x1 2 f0; 1g a x5 � 5. Ak x1 = 1, tak x5 = 5 a ak x1 = 0, tak x5 = 4
alebo 5. Mnoºinu X h©adaných postupností rozdelíme takto

X1 = fx 2 X; x1 = 1g;

X04 = fx 2 X; x1 = 0; x5 = 4g;

X05 = fx 2 X; x1 = 0; x5 = 5g:

V prvej mnoºine sú postupnosti tvaru (1; 2; 3; 4; 5; x6), z £oho vyplýva jX1j =
= 4. V druhej sú postupnosti tvaru (0; 1; 2; 3; 4; x6), takºe jX04j = 5. Po£et prvkov mnoºiny
jX05j spo£ítame takto: pre (x2; x3; x4) sú len tieto moºnosti: (1; 2; 3); (1; 2; 4); (1; 3; 4); (2; 3; 4):
Pre x6 sú moºnosti 6; 7; 8; 9. Kaºdá postupnos´ v X05 je charakterizovaná usporiadanou
dvojicou ((x2; x3; x4); x6), ktorých je pod©a pravidla sú£inu 4 � 4 = 16. Napokon pod©a
pravidla sú£tu dostávame jXj = jX1j+ jX04j+ jX05j = 4 + 5 + 16 = 25:

2.4 Variácie

Variácie spolu s kombináciami patria medzi najjednoduch²ie a najbeºnej²ie kombinatorické
kon�gurácie.Zatia© £o variácie sú usporiadané ²truktúry, kombinácie sú neusporiadané.
Ukazuje sa, ºe jednoduch²ie je za£at ²tudium usporiadaných kon�gurácií a na neusporia-
dané sa díva´ ako na triedy ekvivalencie usporiadaných ²truktúr.

Ako prvý odvodíme výsledok o po£te zobrazení medzi kone£nými mnoºinami. Pripo-
me¬me ozna£enie z predchádzajúcej kapitoly: pre lubovolné mnoºiny A a B ozna£ujeme
symbolom BA mnoºinu v²etkých zobrazení A! B.

Teoréma 2.7. Ak A a B sú kone£né mnoºiny, pri£om jAj = n a jBj = m, tak

��BA
�� = jBjjAj = mn:

Dôkaz. Teorému dokáºeme indukciou vzh©adom na n. Pre n = 0 (a kaºdé prirodzené císlo
m = jBj) teoréma platí, lebo B; = f;g. Predpokladajme teraz, ºe teoréma platí pre nejaké
n � 0 a v²etky prirodzené £ísla m. Nech jAj = n + 1, pri£om A = fa1; : : : ; an; an+1g. Ak
B = ;, tak ;A = ; a tvrdenie platí. Ak m � 1 a B = fb1; b2; : : : ; bmg, pre k 2 f1; 2; : : : ;mg
poloºíme

Yk = ff 2 BA; f(an+1) = bkg:
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Mnoºiny Yk sú navzájom disjunktné a BA = [mk=1Yk. Okrem toho zúºenia zobrazení f 2 Yk
na mnoºinu A�fan+1g sú po dvoch rôzne a dávajú v²etky zobrazenia fa1; a2; : : : ; ang ! B,
z induk£ného predpokladu dostávame jYkj = mn. Napokon

��BA
�� =

mX
k=1

jYkj = m �mn = mn+1 = jBjjAj :

Pre A = f1; 2; : : : ; ng a jBj = m sa prvky mnoºiny BA nazývajú variácie s opakovaním
n-tej triedy z m prvkov (mnoºiny B). V súhlase s ozna£ením zavedením v £lanku ??

namiesto ²ípkového ozna£enia pre tieto zobrazenia pouºívame ozna£enie sekvenciálne f :
f1; 2; : : : ; ng ! B ozna£ujeme

(f(1); f(2); : : : ; f(n)) = (f1; f2; : : : ; fn). Z tohto vyjadrenia je zrejmé, ºe existuje
bijekcia Bf1;2;:::;ng ! B �B � � � � �B (n-krát) a teda Teoréma 2.7 vyplýva aj priamo z
pravidla sú£inu.

Napríklad ak B = fa; bg, tak v²etky variácie tretej triedy z mnoºiny B sú (usporiadané
lexikogra�cky):

(a; a; a); (a; a; b); (a; b; a); (a; b; b); (b; a; a); (b; a; b); (b; b; a); (b; b; b):

Poznámka. Teorémy (2.5 � 2.7) sú základom de�nície sú£tu, sú£inu a mocnenia ©ubo-
volných kardinálnych £ísel, ako sme ich zaviedli v £lánku ??. Tieto de�nície teda zov²e-
obec¬ujú na²u praktickú skúsenos´ z kone£ných mnoºín na nekone£né mnoºiny ©ubovolnej
kardinality.

Teoréma 2.7,5 Nech A je kone£ná mnoºina, jAj = n. Potom po£et v²etkých podmnoºín
mnoºiny A je jP(A)j = 2n.

Teraz ur£íme po£et v²etkých injektívnych zobrazení medzi dvoma mnoºinami.

Teoréma 2.8. Nech A a B sú kone£né mnoºiny, pri£om jAj = n a jBj = m. Potom po£et
v²etkých injektívnych zobrazení z A do B je

m � (m� 1) : : : (m� n+ 1) =

n�1Y
i=0

(m� i) :

Dôkaz. Nech IAB ozna£uje po£et injekcií A! B. Budeme postupova´ indukciou vzh©adom

na n. Ak A = ; , tak existuje jediná injekcia A ! B. V sú£ine
�1Y
i=0

(m � i) máme nulový

po£et £inite©ov, a taký sú£in sa de�nitoricky kladie za 1. Teda v tomto prípade výsledok
platí. Predpokladajme, ºe tvrdenie na²ej teorémy je správne pre nejaké n � 0 a pre v²etky
prirodzené £ísla m. Nech jAj = n + 1 a nech A = fa1; a2; : : : ; an; an+1g. Ak B = ;, tak
BA = ; a tvrdenie platí. Nech teda m � 1 a B = fb1; b2; : : : ; bmg. De�nujme teraz pre
k 2 f1; 2; : : : ;mg mnoºinu

Yk = ff 2 BA; f je injektívne a f(an+1) = bkg:
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Mnoºiny Y1; Y2; : : : ; Ym sú navzájom disjunktné a kaºdá injekcia A ! B patrí do
nejakej z nich. Preto jY1j+ jY2j+ � � �+ jYmj = IAB .
Ur£íme jYkj pre ©ubovolné k. Kedºe zúºením injekcie je opät injekcia, zúºenia zobrazení
f 2 Yk na mnoºinu A�fan+1g sú injekcie A�fan+1g ! B�fbkg. Naviac medzi zúºeniami
sa kaºdá taká injekcia vyskytuje práve raz. Preto

jYkj = I
A�fan+1g
B�fbkg

:

Pod©a induk£ného predpokladu

jYkj =
n�1Y
i=0

(m� 1� i) =

nY
i=1

(m� i):

Odtia© vyplýva, ºe

IAB = m

nY
i=1

(m� i) =

nY
i=0

(m� i)

V²imnime si, ºe ak jAj > jBj, tak Teoréma 2.8 hovorí, ºe neexistuje ºiadna injekcia
A! B, £o je obsah teorémy 2.3. Dirichletov princíp je teda dôsledkom teorémy 2.8.

Injekcie z mnoºiny A = f1; 2; : : : ; ng do mnoºiny B, kde jBj = m, sa nazývajú variácie
(bez opakovania) n-tej triedy z m prvkov (mnoºiny B).

Na ozna£enie po£tu variácií bez opakovania n-tej triedy z m prvkov pouºívame symbol
mn = m(m� 1) : : : (m� n+ 1), pri£om v súhlase s teorémou 2.8 platia vz´ahy m0 = 1 a
m1 = m £íslo mn sa nazýva n-tý klesajúci faktoriál z m. �íslo mm = m(m� 1) � � � � � 2 � 1
sa ozna£uje m! a nazýva sa m-faktoriál.

Príklad 2.5. Máme zostavi´ vlajku z troch rovnakých vodorovných farebných prvkov,
alebo troch rovnakých zvislých prvkov, pri£om máme k dispozícií látky n rôznych farieb
(v neobmedzenom mnoºstve). Nech H je mnoºina vlajok prvého a V mnoºina vlajok
druhého druhu. Zrejme H \V = ; a jHj = jV j. Kaºdú vlajku z mnoºiny H charakterizuje
usporiadaná trojica rôznych farieb, £iºe injekcia f1; 2; 3g ! F , kde F je mnoºina farieb.
Z teorémy 2.8 vyplýva, ºe jHj = n(n � 1)(n � 2) = n3, a teda po£et rôznych vlajok je
2n3.

Napríklad variácie bez opakovania druhej triedy z prvkov mnoºiny B = f1; 2; 3g sú (v
lexikogra�ckom usporiadaní) (1; 2); (1; 3); (2; 1); (2; 3); (3; 1); (3; 2). Ak A = f1; 2; : : : ; ng a
jBj = n, tak variácie n-tej triedy z n prvkov mnoºiny B nie sú ni£ iné ako bijekcie A! B
a ich po£et je pod©a teorémy 2.8 n � (n � 1) � � � � � 2 � 1 = n!. Tieto variácie sa nazývajú
permutáciami mnoºiny B. (Niekedy je o permutáciach výhodné predpoklada´, ºe A = B.)

Zo zápisu permutácie ako postupnosti, v ktorej sa vyskytujú bez opakovania v²etky
prvky mnoºiny B je zrejmé, ºe kaºdá permutácia mnoºiny B ur£uje nejaké lineárne usporia-
danie mnoºiny B. Obrátene, kaºdé lineárne usporiadanie mnoºiny B de�nuje permutáciu
f mnoºiny B � ak b 2 B je i-ty najmen²í prvok mnoºiny B (t.j. i-ty z ©ava), sta£í poloºi´
f(i) = b.
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Teoréma 2.9. Existuje vzájomne jednozna£ná kore²pondencia medzi permutáciami ©ubo-
volnej mnoºiny B a lineárnymi usporiadaniami mnoºiny B. Preto po£et lineárnych uspo-
riadaní n-prvkovej mnoºiny je n!

Na záver vyslovíme e²te zov²eobecnené pravidlo sú£inu, ktoré je zosilnením teorémy 2.8.
Dôkaz indukciou prenechávame £itate©ovi.

Teoréma 2.10. Nech X je kone£ná mnoºina. Nech A � Xk, k � 2, je pod- mnoºina
karteziánskeho sú£inu Xk, ktorej prvky ozna£íme (x1; x2; : : : ; xk) a ktorá spl¬a podmienky:

(1) prvok x1 je moºné z mnoºiny X vybra´ n1 spôsobmi;

(2) pre kaºdé i 2 f1; : : : ; k � 1g, po akomko©vek výbere usporiadanej i-tice (x1; x2; : : : ; xi)
je moºné prvok xi+1 vybra´ vºdy ni+1 spôsobmi.

Potom jAj = n1 � n2 � � � � � nk.

2.5 Kombinácie bez opakovania

Kombinácie bez opakovania sú neusporiadané súbory neopakujúcich sa prvkov � inými
slovami podmnoºiny nejakej základnej mnoºiny. Presnej²ie, kombinácie (bez opakovania)
k-tej triedy z n prvkov mnoºiny A sú k-prvkové podmnoºiny mnoºiny A s mohutnos´ou
jAj = n.

Mnoºina v²etkých k-prvkových podmnoºín mnoºiny A sa ozna£uje Pk(A) alebo
�
A
k

�
a

ich po£et
�
n
k

�
. Symbol

�
n
k

�
sa nazýva kombina£ným £íslom alebo binomickým koe�cientom

(dôvody pochopíme neskôr).
Bezprostredne z de�nície symbolu

�
n
k

�
vyplývajú tieto jeho vlastnosti:

� Pre kaºdé n � 0 platí
�
n
0

�
= 1, lebo kaºdá mnoºina má práve jednu prázdnu mnoºinu.

� Pre kaºdé n � 0 platí
�
n
n

�
= 1, lebo kaºdá n-prvková mnoºina má práve jednu

n-prvkovú podmnoºinu, totiº samú seba.

� Pre kaºdé n � 0 platí
�
n
1

�
= n, lebo kaºdá n-prvková mnoºina má práve n rôznych

1-prvkových podmnoºín.

� Pre kaºdé k � n platí
�
n
k

�
=
�

n
n�k

�
. Po£et k-prvkových podmnoºín ©ubovo©nej n

prvkovej mnoºiny A je ten istý ako po£et (n� k)-prvkových podmnoºín mnoºiny A,
lebo zobrazenie

�
A
k

�
!
�

A
n�k

�
, x 7! A� x je bijekcia.

� Pre kaºdé k > n platí
�
n
k

�
= 0, lebo n-prvková mnoºina nemá podmnoºiny s viac ako

n prvkami.

Ur£íme teraz hodnotu symbolu
�
n
k

�
.

Teoréma 2.11. Nech A je kone£ná mnoºina, pri£om jAj = n. Potom po£et k-kombinácií
z mnoºiny A je

jPk(A)j =

�
n

k

�
=

n(n� 1) : : : (n� k + 1)

k(k � 1) : : : 1
=

nk

k!
:
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Dôkaz. Nech K = f0; 1; : : : ; k � 1g. Budeme skúma´ injekcie K ! A, £iºe na mnoºine
IKA . Na IKA zavedieme binárnu reláciu R takto:

f R g práve vtedy, ke¤ f (f0; 1; : : : ; k � 1g) = g (f0; 1; : : : ; k � 1g)

Potom R je relácia ekvivalencie. Kaºdá trieda ekvivalencie C na mnoºine IKA je jednozna£ne
ur£ená jednou k-prvkovou podmnoºinou M , na ktorú zobrazenia z mnoºiny C zobrazia
mnoºinu f0; 1; : : : ; k�1g. Ak v týchto zobrazeniach zameníme koobor A za M , dostaneme
práve v²etky permutácie mnoºiny M . Preto jCj = k!. Kaºdá trieda ekvivalencie na IKA má
k! prvkov. Preto k!

�
n
k

�
== nk = IKA . Po£et k-prvkových podmnoºín mnoºiny A je teda,

pod©a teorémy 2.8,
�
n
k

�
= jIKA j=k! = nk=k!.

Kombina£né £ísla majú ve©ké mnoºstvo zaujímavých vlastností. Uvedieme aspo¬ nie-
ktoré z nich.

Teoréma 2.12. Pre ©ubovo©né prirodzené £ísla n a k platí:�
n

k

�
+

�
n

k + 1

�
=

�
n+ 1

k + 1

�
:

Dôkaz. Tvrdenie je moºné ©ahko dokáza´ pomocou vyjadrenia
�
n
k

�
= nk=k! tak, ºe úpravou

vz´ahu na ©avej strane dostaneme kombina£né £íslo na pravej strane. My v²ak dokáºeme
túto rovnos´ pomocou mnoºinovej interpretácie. Nech A je mnoºina, ktorá má jAj = n+1
a nech b 2 A je pevný prvok. Mnoºinu

�
A
k+1

�
rozloºíme na dve £asti B0 a B1: B0 bude

zdruºova´ (k+1)-podmnoºiny, ktoré neobsahujú prvok b, naproti tomu B1 bude zdruºova´
v²etky tie, ktoré prvok b obsahujú. Ke¤ºe kaºdá mnoºina v B0 je podmnoºinou mnoºiny
A�fbg, dostávame jB0j =

�
n

k+1

�
. Kaºdá mnoºina v B1 zas ur£uje k-prvkovú podmnoºinu

mnoºiny A� fbg. Preto jB1j =
�
n
k

�
. Odtia©

�
n+ 1

k + 1

�
=

�
A

k + 1

�
= jB0j+ jB1j =

�
n

k + 1

�
+

�
n

k

�
:

Tento rekurentný vz´ah je základom umiestnenia kombina£ných £ísel v rovine do tvaru
trojuholníka, v ktorom je moºné postupne vy£ís©ova´ kombina£né £ísla s pouºitím jediného
faktu, ºe

�
n
0

�
=
�
n
n

�
= 1 pre kaºdé n.

�
0

0

�
�
1

0

� �
1

1

�
�
2

0

� �
n
1

� �
2

2

�
�
3

0

� �
3

1

� �
3

2

� �
3

3

�

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1
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Príklad 2.6. Majme domino (variant známej spolo£enskej hry), ktorého kaºdý kame¬ je
rozdelený na dve £asti a na kaºdej polovici je vyzna£ená jedna z hodnôt 0; 1; : : : ; n; ºiadna
z dvoch £astí sa nedá odlí²i´ ako prvá alebo druhá. Aká je pravdepodobnos´ toho, ºe dva
náhodne vybrané kamene sa dajú k sebe priloºi´, £iºe obsahujú rovnakú hodnotu aspo¬
na jednej strane? (Poznamenajme, ºe beºné domino má n = 6.) Kame¬, na ktorom sú
napísané hodnoty i; j 22 f0; 1; : : : ; ng, môºeme jednozna£ne zakódova´ mnoºinou fi; jg.
Ke¤ºe sa môºe sta´, ºe i = j (takým kame¬om sa hovorí dublety), máme 1 � jfi; jgj � 2.
Celkový po£et kame¬ov je teda

�
n+1
1

�
+
�
n+1
2

�
=
�
n+2
2

�
, pod©a teorémy 2.12. �peciálne pre

n = 6 dostávame
�
8

2

�
= 28. Po£et v²etkých moºných výberov dvoch kame¬ov je potom

��n+2
2

�
2

�
=

1

2

�
n+ 2

2

���
n+ 2

2

�
� 1

�
:

Ur£íme teraz po£et dvojíc kame¬ov, ktoré sa daju priloºi´ k sebe. Toto £íslo je zhodné s
po£tom neusporiadaných dvojíc mnoºín fi; jg; fk; lg 2 P1 (f0; 1; : : : ; ng)[P2 (f0; 1; : : : ; ng)
takých, ºe fi; jg \ fk; lg 6= ;. Pre kaºdé i 2 f0; 1; : : : ; ng zistíme, aký je po£et dvojíc
kame¬ov, ktoré majú spolo£nú hodnotu i. V²imnime si, ºe okrem hodnoty i sa na týchto
kame¬och objavujú e²te dve ¤al²ie hodnoty j a k, pri£om j 6= k; môºe sa v²ak sta´,
ºe jedna z týchto hodnôt je totoºná s i. Z tohto je jasné, ºe kaºdú dvojicu kame¬ov so
spolo£nou hodnotou i môºeme jednozna£ne reprezentova´ dvojprvkovou mnoºinou fj; kg.
Takto dostávame

�
n+1
2

�
dvojíc kame¬ov so spolo£nou hodnotou i. Vzh©adom na po£et

výberov hodnoty i, dostávame (n+1)
�
n+1
2

�
dvojíc kame¬ov domina, ktoré sa dajú priloºi´

k sebe. Z toho vyplýva, ºe pravdepodobnos´ javu, ºe pri náhodnom výbere dvojice kame¬ov
je moºné tieto kamene priloºi´ k sebe, je

(n+ 1)
�
n+1
2

�
�(n+22 )

2

� =
2(n+ 1)

�
n+1
2

�
�
n+2
2

� ��
n+2
2

�
� 1
� :

Pre beºné domino (n = 6) dostávame pravdepodobnos´ 7=18 < 0;4.

Dôleºitým výsledkom o kombina£ných £íslach je nasledujúca teoréma, ktorá vysvet©uje,
pre£o kombina£né £ísla nazývajú aj binomické koe�cienty.

Teoréma 2.13 (Binomická veta). Pre kaºdé reálne £íslo x a prirodzené £íslo n platí

(1 + x)n =

nX
k=0

�
n

k

�
xk:

Dôkaz. Tvrdenie zrejme platí pre n = 0. �alej budeme postupova´ indukciou vzh©adom
na n. Ak predpokladáme platnos´ tvrdenia pre nejaké n � 0, tak pouºitím tvrdenia 2.12
dostávame:
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(1 + x)n+1 = (1 + x)n(1 + x)

=

� nX
k=0

�
n

k

�
xk
�
(1 + x)

= 1 +

��
n

0

�
+

�
n

1

��
x+

��
n

1

�
+

�
n

2

��
x2 + : : :

+

��
n

n� 1

�
+

�
n

n

��
xn + xn+1

=

n+1X
k=0

�
n+ 1

k

�
xk

£o bolo treba dokáza´.

Poznámka. De�níciu binomického koe�cientu
�
n

k

�
môºeme roz²íri´ z prirodzeného £ísla

n na ©ubovo©né reálne £íslo z, ak na základ jeho roz²írenia zoberieme teorému 2.11.
Poloºme �

z

k

�
:=

zk

k!
=

z(z � 1) : : : (z � k + 1)

k!
:

Pre takéto binomické koe�cienty je moºné dokáza´ analóg binomickej teorémy, ktorý v
tomto prípade vyzerá takto:

Pre ©ubovo©né z 2 R a pre kaºdé reálne £íslo z také, ºe jxj < 1 platí

(1 + x)z =

1X
k=0

�
z

k

�
xk:

Ak z 2 N, tak v²etky binomické koe�cienty pre k > z sú nulové a dostávame opä´
tvrdenie teorémy 2.13 (pre jxj < 1, £o nie je aº také podstatné). Takáto roz²írená bino-
mická teoréma je uºito£ná pri dokazovaní rozli£ných vlastností kombina£ných £ísel. Dôkaz
zov²eobecnenej binomickej teorémy presahuje rámec tohto textu.

Dôsledok 2.14. Platia tieto identity (n � 1)

(a)
nX

k=0

�
n

k

�
= 2n;

(b)
nX

k=0

(�1)k
�
n

k

�
= 0;

(c)
X

0�k�n;
k párne

�
n

k

�
=

X
0�k�n;
k nepárne

�
n

k

�
= 2n�1:
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Dôkaz. Tvrdenie (a) dostaneme priamo z binomickej teorémy, ak poloºíme x = 1 a (b)
dostaneme, ak poloºíme x = �1.

Jednu z rovností v (c) dostaneme, ak s£ítame identity (a) a (b) a vydelíme dvoma,
druhú rovnos´ získame podobne od£ítaním.

Identitu (a) môºeme ©ahko dokáza´ aj kombinatorickou úvahou: na pravej strane máme
2n, £o je jP(A)j, kde jAj = n. To isté £íslo môºeme vyjadri´ aj v tvare sú£tu

jP(A)j =
nX

k=0

jPk(A)j:

Teoréma 2.15 (Cauchyho s£ítací vzorec). Pre v²etky prirodzené £ísla m a n platí

kX
i=0

�
m

i

��
n

k � i

�
=

�
m+ n

k

�
:

Dôkaz. Nech A1 a A2 sú disjunktné mnoºiny, pri£om jA1j = m a jA2j = n. Poloºme
A = A1 [ A2. Nech X � A. Potom X \ A = X \ (A1 [ A2) == (X \ A1) [ (X \ A2).
Ozna£me Xi = X \ Ai; i = 1; 2; : : :. Potom X1 a X2 sú disjunktné podmnoºiny A1 resp.
A2 a X = X1 [X2.

Skúmajme zobrazenie

f : Pk(A) ! [ki=0(Pi(A1)� Pk�i(A2));

x 7! (x1; x2):

Ke¤ºe kaºdú podmnoºinu X moºeme vyjadri´ ako zjednotenie mnoºiny X1 == X\A1

s mnoºinou X2 = X \A2, vidíme, ºe zobrazenie f je bijektívne. Z teorémy 2.11 a pravidla

sú£inu vieme, ºe jPi(A1)� Pk�i(A2)j =

�
m

i

��
n

k � i

�
.

Poºitím pravidla sú£tu napokon dostávame

�
m+ n

k

�
= jPk(A)j = j [ki=0 Pi(A1)� Pk�1(A2)j =

kX
i=0

�
m

i

��
n

k � i

�
:

Tým je dôkaz skon£ený.

Poznámka. Tvrdenie 2.15 môºeme dokáza´ aj pomocou binomickej teorémy takto. Zrejme
platí (1 + x)m+n = (1 + x)m(1 + x)n. Ak rozpí²eme pravú aj ©avú stranu tejto rovnosti
pod©a teorémy 2.13, dostáneme

m+nX
k=0

�
m+ n

k

�
xk =

 
mX
i=0

�
m

i

�
xi

! 
nX

j=0

�
n

j

�
xj

!
:

Sú£ty na pravej strane roznásobíme pod©a distributívneho zákona a roztriedime pod©a
mocnín premennej x. Zistíme, ºe pri xk sa vyskytuje koe�cient

kX
i=0

�
m

i

��
n

k � i

�
:
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Na ©avej strane sa pri xk vyskytuje koe�cient
�
m+ n

k

�
. Ke¤ºe dva mnoho£leny sa

rovnajú práve vtedy, ke¤ pri rovnakých mocninách premennej sa vyskytujú rovnaké ko-
e�cienty, musí plati´

kX
i=0

�
m

i

��
n

k � i

�
=

�
m+ n

k

�
:

Rovnakou metódou je moºné dokáza´ celý rad ¤al²ích identít-vz´ahov medzi kombina£-
nými £íslami. �itate© si môºe sám vyskú²a´, aká identita vyplýva zo vz´ahu (1 + x)n+1 =

(1+x)n(1+x). Na záver tohto £lánku sa pozrieme na £íslo
�
n

k

�
ako na funkciu premennej

k pri pevnom n.

Teoréma 2.16. Pre kaºdé prirodzené £íslo n platí:

(a) ak n je párne, tak

�
n

0

�
<

�
n

1

�
< � � � <

�
n

n=2� 1

�
<

�
n

n=2

�
>

�
n

n=2 + 1

�
> � � � >

�
n

n

�
;

(b) ak n je nepárne, tak

�
n

0

�
<

�
n

1

�
< � � � <

�
n

(n� 1)=2

�
=

�
n

(n+ 1)=2

�
> � � � >

�
n

n� 1

�
>

�
n

n

�
:

Dôkaz. Skúmajme pomer

�
n
k

��
n

k�1

� =
nk

k!

(k � 1)!

nk�1
=

n� k + 1

k
:

�ahko zistíme, ºe pre k � n=2 je tento pomer vä£²í ako 1, a teda
�
n

k

�
>

�
n

k � 1

�
. Ak n

je nepárne, z rovnosti
�
n

k

�
=

�
n

n� k

�
dostávame rovnos´

�
n

(n� 1)=2

�
=

=

�
n

(n+ 1)=2

�
. Odtia© uº vyplýva tvrdenie.

Z tohto tvrdenia vyplýva, ºe funkcia
�
n

k

�
nadobúda svoju najvä£²iu hodnotu v strede

celo£íselneho intervalu h0; ni, pri£om ak n je párne, táto hodnota sa nadobúda raz, ak n

je nepárne � dvakrát. Po túto hodnotu funkcia
�
n

k

�
rastie, od nej potom klesá.
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2.6 Kombinácie s opakovaním, permutácie

s opakovaním, polynomická veta

Najprv sa budeme venova´ kombináciám s opakovaním. Z názvu týchto kon�gurácií vy-
plýva, ºe ide o kon�gurácie, v ktorých sa nerozli²uje poradie, no prvky sa môºu opako-
va´. Pri ich presnej de�nícii budeme vychádza´ z variácií s opakovaním, teda zobrazení
f1; 2; : : : ; kg ! A. V²imnime si najprv, ºe na mnoºine Af1;2;:::;kg v²etkých variácií s opa-
kovaním k-tej triedy v mnoºine B môºeme zavies´ reláciu ekvivalencie R takto: Nech
f; g 2 Af1;2;:::;kg. Poloºme fRg práve vtedy, ke¤ jf�1(fxg)j = jg�1(fxg)j pre kaºdý prvok
x 2 A.

Inými slovami, dve variácie s opakovaním budú ekvivalentné práve vtedy, ke¤ v oboch
sa rovnaké prvky opakujú rovnaký po£et krát.

Kombinácie s opakovaním k-tej triedy z m prvkov mnoºiny A (kde jAj = m) de�nujeme
ako triedy ekvivalencie R na mnoºine Af1;2;:::;kg.

Ako príklad uvedieme vy²²ie de�novanú ekvivalenciu R na mnoºine
fa; bgf1;2;3;4g. Triedy tejto ekvivalencie budú kombinácie s opakovaním ²tvrtej triedy v
mnoºine fa; bg. Variácie patriace do tej istej triedy rozkladu sú uvedené v tom istom
st¨pci. Vnútri kaºdej triedy sú variácie zobrazené lexikogra�cky. Variácie sú napísané ako
slová-bez zátvoriek a £iarok.

aaaa aaab aabb abbb bbbb
aaba abab babb
abaa abba bbab
baaa baab bbba

baba
bbaa

Po£et kombinácií s opakovaním ²tvrtej triedy z dvoch prvkov je teda 5.

Teoréma 2.17. Nech A je n-prvková mnoºina a k prirodzené £íslo. Potom po£et v²etkých
kombinácií s opakovaním k-tej triedy v mnoºine A je�

n+ k � 1

k

�
:

Dôkaz. Kombinácie s opakovaním k-tej triedy v mnoºine A sú prvky rozkladu mnoºiny
A
f1;2;:::;kg indukovaného reláciou ekvivalencie R popísanej vy²²ie. Bez ujmy na v²eobec-

nosti môºeme predpoklada´, ºeA = f1; 2; : : : ; ng. Z kaºdej triedy ekvivalencie R, £iºe kom-
binácie s opakovaním, vyberieme slovo, ktoré je lexikogra�cky najmen²ie (to znamená, ºe
v ¬om sú prvky mnoºiny A zoradené pod©a ve¨kosti). S trochou nepresnosti budeme toto
slovo stotoº¬ova´ so samotnou kombináciou s opakovaním. Nech c1c2 � � � ck je teda kombi-
nácia s opakovaním k-tej triedy v mnoºine A = f1; 2; : : : ; ng, pri£om c1 � c2 � : : : � ck.
Prira¤me teraz tejto postupnosti novú postupnos´ d1d2 � � � dk tak, ºe poloºíme

f(ci) = di = ci + i� 1; i = 1; 2; : : : ; k:

V²imnime si, ºe di 2 f1; 2; : : : ; n + k � 1g a ºe d1 < d2 < : : : < dk, teda postupnos´
d1d2 : : : dk reprezentuje kombináciu bez opakovania k-tej triedy z mnoºiny f1; 2; : : : ; n +
k � 1g:
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Napríklad ak c1c2 : : : ck = 22233, tak d1d2 : : : dk = 23467:
�ahko vidie´, ºe zobrazenie c1c2 : : : ck 7�! d1d2 : : : dk je injektívne. Z druhej strany, ak

fe1; e2; : : : ekg � f1; 2; : : : ; n + k � 1g je kombinácia bez opakovania k-tej triedy, mô-
ºeme predpoklada´, ºe e1 < e2 < : : : < ek. Postupnosti e1e2 : : : ek priradíme postupnos´
h1h2 : : : hk takto:

hi = ei � i+ 1; i = 1; 2; : : : ; k:

�ahko vidno, ºe h1 � h2 � : : : � hk a ºe hi 2 f1; 2; : : : ; ng. Teda h1h2 : : : hk je
kombinácia s opakovaním k-tej triedy z mnoºiny A. Okrem toho, f(hi) = ei. Z uvedeného
vyplýva, ºe zobrazenie

c1c2 : : : ck 7�! d1d2 : : : dk

de�nuje bijekciu medzi kombináciami k-tej triedy s opakovaním v mnoºine f1; 2; : : : ; ng a
kombináciami bez opakovania k-tej triedy v mnoºine
f1; 2; : : : ; n+ k � 1g. H©adaný po£et kombinácií s opakovaním je preto�

n+ k � 1

k

�
:

Príklad 1. Uvaºujme polynómy s viacerými premennými x1; x2; : : : ; xn. Polynómy vy-
tvárame z £lenov tvaru x�i1x

�
i2
: : : x
il , kde � > 0; � > 0; : : : ; 
 > 0, ktoré sa nazývajú

monómy. Stupe¬ monómu je £íslo �+ � + : : :+ 
 (v zápise automaticky predpokladáme,
ºe i1; i2; : : : ; il sú rôzne prvky mnoºiny f1; 2; : : : ; ng). Polynóm je tvaru

nX
l=0

X
i1<i2<:::<il

ai1i2:::ilx
%
i1
x�i2 : : : x

�
il

pri£om koe�cienty ai1i2:::il sú nejaké £ísla (môºu by´ aj nuly) a % ; �; : : : ; � sú kladné
exponenty (v rôznych monómoch môºu by´ rôzne). Poznamenávame, ºe vo vnútornej sume
s£ítame cez v²etky kombinácie l-tej triedy z mnoºiny f1; 2; : : : ; ng.

Ko©ko je rozli£ných monómov stup¬a k? Ak premenné x1; x2; : : : ; xn medzi sebou ko-
mutujú, tak na poradí nezáleºí a exponent nad premennou vyjadruje po£et opakovaní
premennej v monóme � ide teda o kombinácie s opakovaním. Preto sa po£et rôznych mo-
nómov stup¬a k rovná £íslu �

n+ k � 1

k

�
:

Ak premenné medzi sebou nekomutujú, na poradí záleºí, a potom máme do£inenia s va-
riáciami s opakovaním. V tomto prípade je po£et monómov nk.

Príklad 2. Turista chce z dovolenky posla´ k priate©om poh©adnice. Má na výber n dru-
hov pohladníc. Ko©kými spôsobmi môºe nakúpi´ k pohladníc? Ko©kými spôsobmi môºe
nakúpené poh©adnice posla´?

Je o£ividné, ºe nakúpené poh©adnice tvoria neusporiadaný súbor a ºe môºeme z jedného
druhu kúpi´ viacero kusov poh©adníc (ak k > n, zrejme ani inú moºnos´ nemá). Súbory
poh©adníc preto tvoria kombinácie s opakovaním. To znamená, ºe na nákup má�

n+ k � 1

k

�
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moºností.
Ko©kými spôsobmi môºe poh©adnice posla´? Keby boli v²etky poh©adnice navzájom

rôzne, tak poh©adnice sa dajú rozosla´ k! spôsobmi, lebo rozoslanie predstavuje bijekciu
medzi rôznymi druhmi poh©adníc a ich adresátmi. Ak je v²ak z nejakého druhu viac po-
h©adníc, tieto sú medzi sebou zamenite©né. Predpokladajme, ºe v nakúpenom súbore je ki
poh©adníc i-teho druhu, i = 1; 2; : : :
: : : ; n (ki � 0). Dve bijekcie z mnoºiny nakúpených poh©adníc do mnoºiny priate©ov bu-
deme povaºova´ za ekvivalentné, ak v obidvoch ten istý adresát dostane ten istý druh
poh©adnice. Ak uvaºujeme ©ubovo©nú pevnú bijekciu, zámenou poh©adníc v i-tom druhu
dostaneme z nej ki! ekvivaletných bijekcií. Tieto zámeny môºeme vykona´ nezávisle v kaº-
dom druhu. Pod©a pravidla sú£inu dostávame, ºe kaºdá trieda ekvivalencie má k1!k2! : : : kn!
prvkov. Po£et spôsobov rozoslania poh©adníc je teda

k!

k1!k2! : : : kn!
:

V predchádzajúcom príklade sme skúmali vlastne takúto v²eobecnú situáciu. Máme
dve mnoºiny A (poh©adnice) a B (priatelia), pri£om jAj = k = jBj. Mnoºina A je roz-
loºená na mnoºiny A1; A2; : : : ; An s mohutnos´ami jAij = ki. V tomto mieste môºeme
trocha poru²i´ de�níciu rozkladu v tom, ºe pripustíme medzi mnoºinami A1; A2; : : : ; An

aj prázdne mnoºiny. Skúmame teraz bijekcie A ! B, pri£om dve bijekcie f a g budeme
povaºova´ za ekvivalentné, ak pre kaºdý prvok y 2 B existuje index i 2 f1; 2; : : : ; ng taký,
ºe obidva prvky f�1 aj g�1 patria do tej istej mnoºiny Ai. (V re£i predchádzajúceho prí-
kladu: kaºdý adresát y dostal pri rozosielke f aj pri rozosielke g poh©adnicu toho istého
druhu � hoci moºno nie tú istú). Táto vlastnos´ sa dá vyjadri´ aj iná£. Nech
p : A! fA1; A2; : : : ; Ang je projekcia mnoºiny na svoj rozklad; to znamená, ºe pre ©ubo-
vo©ný prvok a 2 A platí p(a) = Ai práve vtedy, ke¤ a 2 Ai. Potom f aj g sú ekvivalentné
vtedy a len vtedy, ke¤ pf�1 = pg�1. Triedy ekvivalencie týchto bijekcií sa nazývajú per-
mutáciami s opakovaním z k1 prvkov prvého druhu, k2 prvkov druhého druhu, : : :, kn
prvkov n-tého druhu. Úvahou v predchádzajúcom príklade sme ukázali, ºe po£et takýchto
permutácií s opakovaním je

k!

k1!k2! : : : kn!
:

Tá istá hodnota sa objavuje aj ako po£et iných kon�gurácií.

Tvrdenie 2.18. Nech A a B sú kone£né mnoºiny, kde jAj = n a jBj = k. Nech B =
fb1; b2; : : : ; bkg. Potom po£et zobrazení f : A ! B takých, ºe pre kaºdý prvok bi platí
jf�1(fbig)j = ni, kde ni sú zadané nezáporné celé £ísla so sú£tom n1 + n2 + : : :+ nk = n,
sa rovná

n!

n1!n2! : : : nk!
:

Dôkaz. Nech (ai1 ; ai2 ; : : : ; ain) je ©ubovo©ná permutácia mnoºiny A zakódovaná ako uspo-
riadanie. De�nujme zobrazenie A! B tak, ºe prvých n1 prvkov mnoºiny A po²leme na b1,
druhých n2 prvkov na b2 at¤. Prvých n1 prvkov môºeme v²ak ©ubovo©ne spermutova´ a
zobrazenie sa nezmení. Nezávisle môºeme permutova´ aj ¤al²ie skupiny. Z toho dostaneme,
ºe k1!k2! : : : kn! permutácií dáva to isté zobrazenie. Je tieº zrejmé, ºe kaºdé zobrazenie také,
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ºe jf�1(fbig)j == mi pre kaºdý prvok bi 2 B, vznikne hore uvedeným spôsobom. Preto

po£et týchto zobrazení je
n!

n1!n2! : : : nk!
:

�ísla
n!

n1!n2! : : : nk!
sa zvyknú ozna£ova´

�
n

n1; n2; : : : ; nk

�
a nazýva´ polynomické ko-

e�cienty. Ak k = 2, tak �
n

n1; n2

�
=

�
n

n1

�
=

�
n

n� n1

�
=

�
n

n2

�
;

£iºe polynomické koe�cienty sú prirodzeným zov²eobecnením binomických koe�cientov.
Vysvetlenie názvu týchto £ísel poskytuje nasledujúci výsledok.

Teoréma 2.19 (Polynomická veta). Nech n a k sú kladné prirodzené £ísla. Potom

(x1 + x2 + : : :+ xk)
n =

X
n1;n2;:::;nk

�
n

n1; n2; : : : ; nk

�
xn11 xn22 : : : xnkk ; ni � 0

pri£om s£ítame cez v²etky usporiadané n-tice prirodzených £ísel (n1; n2; : : : ; nk), pre ktoré
n1 + n2 + : : :+ nk = n.

Dôkaz. Vynásobme n £inite©ov (x1+x2+ : : :+xk) a zdruºme rovnaké monómy. Koe�cient
pri xn11 xn22 : : : xnkk je pritom po£et spôsobov, ktorými sa tento monóm pri vynásobení získa.
ZrejmeM = xn11 xn22 : : : xnkk vznikne vºdy, ke¤ x1 vyberieme z n1£inite©ov, x2 z n2 £inite©ov
at¤. Inými slovami, výraz M zodpovedá zobrazeniu z mnoºiny n £inite©ov do mnoºiny
x1; x2; : : : ; xk pri£om n1 £inite©ov je zobrazených na x1, n2 £inite©ov na x2 at¤. Po£et
takýchto zobrazení je pod©a tvrdenia 2.18

n!

n1!n2! : : : nk!
=

�
n

n1; n2; : : : ; nk

�
:

Poznámka. �ahko sa nahliadne,ºe�
n

n1; n2; : : : ; nk

�
=

�
n

n1

��
n� n1
n2

�
: : :

�
n� n1 � n2 � : : :� nk�1

nk

�
:

Táto rovnos´ zodpovedá skuto£nosti, ºe po£et spôsobov, ktorými vznikne monóm xn11 xn22 : : : xnkk ;
sa dá popísa´ aj takto: najprv vyberieme x1 z n1 £lenov (x1 + x2 + : : :+ xn) , £o môºeme
urobi´

�
n
n1

�
spôsobmi. Potom vyberieme x2 z n2 spomedzi zvy²ných n � n1 £lenov, £o

môºeme urobi´
�
n�n1
n2

�
spôsobmi, at¤. kým nevyberieme aj xk z nk spomedzi ostávajúcich

n � n1 � n2 : : : � nk�1 £lenov, £o môºeme urobi´
�
n� n1 � n2 � : : :� nk�1

nk

�
spôsobmi.

Toto vyjadrenie nie je jednozna£né, ke¤ºe poradie £ísel n1; n2 : : : nk môºeme ©ubovo©ne
meni´.
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2.7 Princíp zapojenia a vypojenia

Za£neme jednoduchou otázkou. Ak sú dané dve kone£né mnoºiny A a B, ako vypo£ítame
po£et prvkov ich zjednotenia? Odpove¤ je o£ividná: od sú£tu mohutností mnoºín A a B
musíme odráta´ mohutnos´ ich prieniku. Inými slovami,

jA [Bj = jAj+ jBj � jA \Bj:

Pre tri mnoºiny je odpove¤ podobná:

jA [B [ Cj = jAj+ jBj+ jCj � jA \Bj � jA \ Cj � jB \ Cj+ jA \B \ Cj:

To znamená, ºe najprv �zapojíme� prvky jednotlivých mnoºín, potom �vypojíme� prvky
prienikov dvojíc mnoºín a napokon opä´ �zapojíme� prvky prieniku v²etkých troch mno-
ºín. (�itate©ovi odporú£ame presved£i´ sa o platnosti tohto vz´ahu s pomocou Vennovho
diagramu pre tri prenikajúce sa mnoºiny.)

Princíp zapojenia a vypojenia (alebo inklúzie a exklúzie) je ¤alekosiahlym zav²eobec-
nením vy²²ie uvedených vz´ahov pre dve a tri mnoºiny.

Nech M1;M2; : : : ;Mn sú kone£né mnoºiny. Pre ©ubovo©né prirodzené £íslo k také, ºe
0 � k � n poloºme

Sk =
X

i1<i2<:::<ik

jMi1 \Mi2 \ : : : \Mik j;

pri£om sú£et prebieha cez v²etky kombinácie fi1; i2; : : : ; ikg z indexov f1; 2; : : : ; ng. Pre
k = 0 dostávame prienik mnoºín Mi z prázdnej mnoºiny indexov, £o pod©a dohody z prvej
kapitoly je univerzum � základná mnoºina X, v ktorej vedieme v²etky úvahy o mnoºinách
M1;M2; : : : ;Mn. Preto

S0 = jXj:

Teoréma 2.20 (Princíp zapojenia a vypojenia). Nech M1;M2; : : : ;Mn sú kone£né mno-
ºiny. Potom

jM1 [M2 [ : : : [Mnj =

nX
k=1

(�1)k+1
X

i1<i2<:::<ik

jMi1 \Mi2 \ : : : \Mik j =

=

nX
k=1

(�1)k+1Sk

Dôkaz. Nech x je ©ubovo©ný prvok z mnoºiny M1 [M2 [ : : : [Mn. Zave¤me ozna£enie

Jx = fi; x 2Mig:

Aby sme ukázali, ºe pravá a ©avá strana rovnosti predstavujú to isté £íslo, v²imnime si,
ºe prvok x je na ©avej strane zarátaný iba raz. Ak totiº preberáme prvky mnoºiny M1 [
M2 [ : : : [Mn, na x na¤abíme len raz. Ko©kokrát je zapo£ítaný na pravej strane?

Predpokladajme, ºe prvok x patrí do pmnoºínMi; to znamená, ºe Jx == fj1; j2; : : : ; jpg �
f1; 2; : : : ; ng. Z toho vyplýva, ºe v S1 je prvok x zarátaný p =

�
p
1

�
-krát, totiº raz v kaºdom

s£ítanci jMj1 j; jMj2 j; : : : ; jMjp j. V S2 je x zarátaný
�
p
2

�
-krát, raz za kaºdý s£ítanec tvaru
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jMji \Mj2 j. V²eobecne � prvok x je zarátaný v Si
�
p
i

�
-krát. Celkove je teda prvok x na

pravej strane zapo£ítaný to©kokrát:

nX
k=1

(�1)k+1
�
p

k

�
= �

nX
k=1

(�1)k
�
p

k

�
=

�
p

0

�
�

�
p

0

�
�

nX
k=1

(�1)k
�
p

k

�
=

=

�
p

0

�
�

nX
k=0

(�1)k
�
p

k

�
=

�
n

0

�
�

pX
k=0

(�1)k
�
p

k

�
:

Pod©a dôsledku 2.14(b) dostávame

�
p

0

�
�

pX
k=0

(�1)k
�
p

k

�
= 1� 0 = 1;

£iºe prvok x je aj na pravej strane zarátaný práve raz. To dokazuje na²u teorému.

Poznámka. Teorému 2.20 môºeme ©ahko dokáza´ aj matematickou indukciou. Najprv
sa presved£íme o platnosti vz´ahu pre dve mnoºiny M1 a M2. Nech je vz´ah platný pre
n � 2 mnoºín. Zoberme teraz n + 1 mnoºín M1;M2; : : : ;Mn;Mn+1. Na h©adaný po£et
jM1 [M2 [ : : : [Mn [Mn+1j pouºime vz´ah pre dve mnoºiny:

jM1 [M2 [ : : : [Mn [Mn+1j = j(M1 [M2 [ : : : [Mn) [Mn+1j =

=

����
n[

k=1

Mk

����+ jMn+1j �

����
� n[

k=1

Mk

�
\Mn+1

����:
Na tretí s£ítanec aplikujeme distributívny zákon, £ím dostaneme����

� n[
k=1

Mk

�
\Mn+1

���� =
����
n[

k=1

(Mk \Mn+1)

����:
Potom pouºijeme induk£ný predpoklad na prvý a tretí s£ítanec, ke¤ºe v obidvoch výrazoch
vystupuje uº zjednotenie n mnoºín. Po úprave dostaneme poºadovaný vz´ah pre n + 1.
Podrobnosti prenechávame na £itate©a.

Predpokladajme teraz, ºe mnoºinyM1;M2; : : : ;Mn sú podmnoºinami nejakej kone£-
nej mnoºiny X. Aký po£et má komplement mnoºiny M1 [M2 [ [ : : : [Mn v univerze
X?

Po£ítajme

jX � (M1 [M2 [ : : : [Mn)j = jXj � jM1 [M2 [ : : : [Mnj

= jXj �
nX

k=1

(�1)k+1 Sk = jXj+
nX

k=1

(�1)k Sk

=

nX
k=0

(�1)k Sk:

Tým sa dostali k nasledujúcemu výsledku:
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Dôsledok 2.21. NechM1;M2; : : : ;Mn sú podmnoºiny kone£nej mnoºiny X a nechM 0
i

je komplement mnoºiny M i v univerze X, i = 1; 2; : : : ; n. Potom

jM 0
1 \M

0
2 \ : : : \M 0

nj =
nX

k=0

(�1)k Sk

Dôkaz. Výsledok vyplýva z predchádzajúceho výpo£tu a z jedného z de Morganových
zákonov.

Predchádzajúci výsledok je základom najpouºívanej²ej formy princípu zapojenia a vy-
pojenia, ktorú teraz opí²eme.

Majme nejakú základnú mnoºinu X, pri£om jXj = N a nech �1; �2; : : : ; �n sú nejaké
vlastnosti, ktoré prvky mnoºiny môºu, no nemusia ma´. Nech
N�i1�i2 : : : �ik je po£et prvkov mnoºinyX, ktoré majú kaºdú z vlastností �i1 ; �i2 ; : : : ; �ik
(a prípadne aj iné vlastnosti, no tie nás nezaujímajú). Nech N(0) = N�01�

0
2 : : : �

0
n ozna£uje

po£et prvkov mnoºiny X, ktoré nemajú ºiadnu z vlastností �1; �2; : : : ; �n. Na²ím cie©om
je vypo£íta´ N(0).

Poloºme
M i = fx 2X; x má vlastnos´ �ig:

Potom
jM i1 \M i2 \ : : : \M ik j = N�i1�i2 : : : �ik ;

pri£om prienik mnoºínM i z prázdnej mnoºiny indexov dáva����[
i2;

M i

���� = jXj = N

a
jM 0

1 \M
0
2 \ : : : \M 0

nj = N�01�
0
2 : : : �

0
n = N(0):

Z predchádzajúceho dôsledku dostávame

Dôsledok 2.22. V N -prvkovej mnoºine nech kaºdý prvok má alebo nemá niektoré z vlast-
ností �1; �2; : : : ; �n. Nech N�i1�i2 : : : �ik ozna£uje po£et prvkov, ktoré majú kaºdú z vlast-
ností �i1 ; �i2 ; : : : ; �ik prípadne aj nejaké iné. Nech N(0) = N�01�

0
2 : : : �

0
n ozna£uje po£et

prvkov uvaºovanej mnoºiny, ktoré nemajú ºiadnu z vlastností �1; �2; : : : ; �n. Potom

N(0) =

nX
k=0

(�1)kSk =

nX
k=0

(�1)k
X

i1<i2<:::<ik

N�i1�i2 : : : �ik : �

Poznámka. Existuje praktický spôsob ako si môºeme ©ahko zapamäta´ predchádzajúci
vzorec ako aj mnoºstvo podobných vz´ahov. Predpokladajme, ºe chceme ur£i´ po£et prv-
kov, ktoré majú vlastnosti �i1 ; �i2 ; : : : ; �ir a nemajú vlastnosti �j1 ; �j2 ; : : : ; �js . Priro-
dzene predpokladáme, ºe fi1; i2; : : : ; ir; j1; j2; : : : ; jsg � f1; 2; : : : ; ng a ºe v²etky uvaºované
vlastnosti sú navzájom rôzne. Potom h©adaný po£et získame formálnym rozvojom výrazu

N�i1�i2 : : : �ir (1� �j1)(1� �j2) : : : (1� �js)
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pod©a distributívneho zákona, pri£om kladieme N:1 = N , N:�i = N�i a podobne. Naprí-
klad po£et prvkov, ktoré majú vlastnos´ �1 a nemajú ani vlastnos´ �2 ani �3 je

N�1(1� �2)(1� �3) = N�1(1� �2 � �3 + �2�3) =

= N�1 �N�1�2 �N�1�3 +N�1�2�3:

²peciálne
N(0) = N�01�

0
2 : : : �

0
n = N(1� �1)(1� �2) : : : (1� �n)

Rozvinutím posledného výrazu dostávame napokon vz´ah z dôsledku 2.22,

N(1� �1)(1� �2) : : : (1� �n) =

nX
k=0

(�1)k
X

i1<i2<:::<ik

N�i1�i2 : : : �ik ;

o £om sa ©ahko presved£íme matematickou indukciou.

V predchádzajúcom dôsledku sme ur£ili po£etN(0) v²etkých spomedziN prvkov, ktoré
nemajú ºiadnu z uvaºovaných vlastností. Tento výsledok je moºné zov²eobecni´ � dá sa
totiº ur£i´ aj po£et N(r) v²etkých prvkov, ktoré majú práve r vlastnosti, ako aj po£et
N(� r) v²etkých prvkov, ktoré majú aspo¬ r vlastností:

N(r) =

nX
k=r

(�1)k�r
�
k

r

�
Sk

N(� r) =

nX
k=r

�
k � 1

r � 1

�
Sk:

Dôkaz týchto vz´ahov presahuje rámec tohto úvodného textu.
Niekedy je tieto sú£ty namáhavé presne vypo£íta´ (£o býva pravidlom pri sú£toch so

striedavými znamienkami), preto sa vtedy musíme uspokoji´ s pribliºnými hodnotami.
Namiesto úplného sú£tu

N(r) =

nX
k=r

(�1)k�r
�
k

r

�
Sk

s hornou hranicou s£ítania n uvaºujeme len sú£et

N(r)s =

r+sX
k=r

(�1)k�r
�
k

r

�
Sk

prvých s £lenov úplného sú£tu. Tieto oscilujú okolo h©adanej hodnoty N(r), pri£om ak s
je nepárne, £iasto£ný sú£et je pod h©adanou hodnotou:

N(r)s � N(r):

Ak s je párne, £iasto£ný sú£et je nad h©adanou hodnotou:

N(r)s � N(r):

Tieto vz´ahy a odhady, známe ako Bonferroniho nerovnosti, nachádzajú svoje praktické
uplatnenie pri vy£íslení pravdepodobností rozli£ných javov. Ich dôkazy v²ak presahujú
rámec tohto textu, a preto ich vynechávame.
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Príklad 3. Skupina N pánov sa má zú£astni´ ve£ierka. Hostite© vyºaduje od ú£astníkov
formálny odev � frak a tvrdý £ierny klobúk. Pred vstupom do sály páni odovzdajú svoje
klobúky v ²atni. Ve£ierok prebehne ve©mi úspe²ne a páni pri svojom odchode nie sú schopní
rozozna´ svoje klobúky. Aká je pravdepobodnos´ toho, ºe ºiaden pán si nezoberie vlastný
klobúk?

Ak pánov aj ich klobúky o£íslujeme 1; 2; : : : ; N , tak rozmiestnenie klobúkov na hlave
predstavuje permutáciu mnoºiny f1; 2; : : : ; Ng. Na²ím cie©om je najprv ur£i´ po£et DN

permutácií, ktoré nenechávajú ºiaden prvok na mieste. Po£et permutácií, ktoré nechávajú
na mieste k-prvkovú podmnoºinu fi1; i2; : : : ; ikg je (N �k)!. S pouºitím vy²²ie zavedených
ozna£ení dostaneme

Sk =

�
N

k

�
(N � k)!;

odkia© zis´ujme, ºe h©adaný po£et permutácií je

DN = N(0) =

NX
k=0

(�1)kSk =

NX
k=0

(�1)k
�
N

k

�
(N � k)! =

=

NX
k=0

(�1)k
N !

k!(N � k)!
(N � k)! = N !

NX
k=0

(�1)k

k!

Ke¤ºe v²etkých permutácií N prvkov je N !, pravdepodobnos´ toho, ºe ºiaden pán nemá
na hlave svoj klobúk je

N !
NP
k=0

(�1)k

k!

N !
=

NX
k=0

(�1)k

k!
:

Z matematickej analýzy poznáme Taylorov rozvoj funkcie ex, ktorý dáva vz´ah

ex =

1X
k=0

xk

k!
;

Pre x = �1 dostávame rovnos´

e�1 =

1X
k=0

(�1)k

k!
;

z £oho vidno, ºe nami ur£ená pravdepodobnos´ je N -ty £iasto£ný sú£et tohto rozvoja £ísla
e�1. Ak je £íslo N dostato£ne ve©ké, tak h©adaná pravdepodobnos´ je pribliºne 1=e � o £osi
viac ako 1=3.

Na záver uvedieme e²te dve aplikácie princípu zapojenia a vypojenia. Ich dôkaz pone-
cháme na £itate©ovi.

Dôsledok 2.23. Po£et surjektívnych zobrazení f : A! B, kde jAj = n a jBj == m, je

SAB =

mX
k=0

(�1)k
�
m

k

�
(m� k)n: �
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Dôsledok 2.24. Nech '(n) ozna£uje po£et kladných prirodzených £ísel men²ích ako pri-
rodzené £íslo n > 1 a nesúdelite©ných s n. Nech n = p�11 p�22 : : : p�rr je kánonický rozklad
£ísla n na sú£in mocnín rôznych prvo£ísiel p1; p2; : : : ; pr. Potom

'(n) = n

 
1�

1

p1

! 
1�

1

p2

!
: : :

 
1�

1

pr

!
: �
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