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KIt¢om k mnohym praktickym aplikdciam analytickej kombinatoriky st techniky zalozené na
pouziti vytvarajucich funkcii viacerych premennych. Tie umoziiuja zahrnat do analyzy okrem vel-
kosti kombinatorickych objektov aj dalsie ich parametre — moZno takto napriklad skiimat podcet
vyskytov k nejakého symbolu v slovach dizky n, pocet cyklov k v permutéciach n-prvkovej mnoziny,
atd. KedZe takéto kombinatorické parametre mozno chépat aj ako ndhodné premenné, stavaji sa
vytvarajuce funkcie viacerych premennych uzitoénym néstrojom na asymptotickt analyzu rozdeleni
pravdepodobnosti, strednych hodnét a roznych Statistickych ukazovatelov. Tieto techniky st okrem
iného aj zakladom pre aplikicie analytickej kombinatoriky pri analyze Casovej zlozitosti algoritmov
v priemernom pripade.

Tento text je len jemnym tuvodom do pomerne rozsiahlej problematiky vytvarajucich funkcii via-
cerych premennych a niektorych ich aplikicii — omnoho hlb8ie rozpracovanie tohto materialu mozno
najst v knihe Flajoleta a Sedgewicka [2]. V zhode s Flajoletom a Sedgewickom [2] v tomto texte nebu-
deme vytvarajuce funkcie viacerych premennych chapat ako analytické objekty — to by si okrem iného
vyzadovalo vyuZivat techniky z tedrie funkcii niekolkych komplexnych premennych. Namiesto toho
budeme s vytvarajiucimi funkciami viacerych premennych pracovat len na symbolickej irovni formal-
nych mocninovych radov, pri¢om nagim cieflom zvy¢ajne bude dospiet k vhodnej vytvarajtucej funkeii
jednej premennej, na ktort bude nasledne mozné aplikovat analytické metddy. Poznamenajme vsak,
7e existuje aj relativne nova oblast viacrozmernej analytickej kombinatoriky, ktora je v tomto zmysle
,plnohodnotnym* rozsgirenim analytickej kombinatoriky na pripad vytvarajtcich funkcii niekolkych
premennych. Ako tvod do tejto znacne netrividlnej oblasti vyskumu moze poslizit predovsetkym
monografia Pemantla a Wilsona [3].

Formalne mocninové rady o niekol'kych komutativnych premennych

Podobnym sposobom, ako sme v tvode semestra definovali formalne mocninové rady o jednej pre-
mennej z — vietky takéto rady tvoria obor integrity C[z] — mozno definovat aj formalne mocninové
rady o niekolkych komutativnych! premennych 21, ..., 2, s komplexnymi koeficientmi. Rovnako ako
st formélne mocninové rady o jednej premennej len odliSnym zapisom pre postupnost ich koeficien-
tov, st aj forméalne mocninové rady o viacerych premennych odlisne zapisanym (viacrozmernym)
systémom ich koeficientov, pri¢om motiviciou za odliSnym zapisom je odlisna uvazovana multiplika-
tivna operacia. Formélne bude takyto rad R dany zobrazenim, ktoré pre kazda m-ticu exponentov
ki,...,ky vrati koeficient pri zfl ...2Fm . ide teda o funkciu exponentov. Rovnako ako pri radoch
o jednej premennej vSak budeme na posilnenie intuicie pouZivat zapis evokujici, ze R je funkciou
premennych z1, ..., zn; budeme teda pisat R = R(z1,...,2m)-

Definicia 1. Nech m > 1 je prirodzené ¢islo. Formdlnym mocninovym radom o m premennych

Z1,...,2m nazveme lubovolné zobrazenie R: N — C. Ak je pre v8etky ki,...,ky, € N vystupna
hodnota zobrazenia R pri argumentoch (ki,...,kp) rovna ax, . k,., tak samotny rad R piSeme ako
k k
R:R(zl,...,zm) = Z ak17._.7kmzll...zmm.
kh--~7km20
Pre vystupna hodnotu zobrazenia R pri argumentoch (ky, ..., k) namiesto R(ki,...,k,,) piSeme
k km
[zll e 2 } R(z1,...,2m)

a tito hodnotu nazyvame koeficientom radu R pri z’fl ... zFm Mnozinu vietkych formalnych mocni-
novych radov o premennych z1,. .., z, ozna¢ujeme C[z1,..., zn].

'Komutativita premennych znamené, 7e ako obvykle pre kazda dvojicu premennych z.,zs plati z,.z, = 2z

Na tomto mieste ju zdoraziujeme najmé kvoli odligeniu od radov o niekol’kych nekomutativnych premennych, ktoré
su prirodzenym zovSeobecnenim formalnych jazykov. V nasledujucom budeme komutativnost premennych povazovat
za samozrejmu a nebudeme na hu explicitne upozoriiovat.



Vagsinu operécii na formélnych mocninovych radoch z C[z1, ..., z;,] mozno zaviest tplne rov-
nakym sposobom ako pre rady z C[z], pri¢om aj ich vlastnosti st podobné ako v jednorozmernom
pripade — tato ulohu teda prenechavame ¢itatelovi ako jednoduché cvicenie. gpeciélne plati, Ze spo-
lo¢ne so sac¢tom radov (definovanym po zlozkach) a Cauchyho sac¢inom radov tvori C[zi,. .., zm]
obor integrity.

Z hladiska operéacii na formalnych mocninovych radoch sa rozdiel medzi pripadom jednej a viace-
rych premennych najmarkantnejsie prejavi v pripade formélnej derivacie, kde je pri radoch s m > 2
premennymi nutné uvazovat formélne parcidlne derivacie: pre vsetky

R(z1,. .. 2m) = Z ak17,..7kmzfl . zlﬁlm € Clz1y .-y 2m]

k1,...,km20
aj=1,...,m definujeme
9 R( - R )= (ki +1) k1 km _
0z ZlyeenyZm) = 2 (2150 y2m) = Gt 1)@k ok (k1) k1 km P P =
J ki, skm>0
_ ‘ k1 kj—1 _kj—1 kjt1 k
= E Kjag,,.. kw21 - 200 257 T2 - 2yt
kiyeooki—1,kj4+150km >0

ki>1

V nasledujicom sa budeme zaoberat najmé forméalnymi mocninovymi radmi dvoch premennych.
V takom pripade budeme va¢sinou pouZivat oznacenia z, u pre premenné, n pre exponent premennej z
a k pre exponent premennej u. Typicky formélny mocninovy rad dvoch premennych teda mozno
zapisat ako
R(z,u) = Z anykz”uk.

n,k>0

Vytvarajtice funkcie dvoch premennych

V nasledujicom sa zameriame na vytvarajice funkcie dvoch premennych — obdobne by sme vSak
mohli skamat vytvarajuce funkcie Iubovolného koneéného poétu premennych. Tak, ako (oby¢ajné
alebo exponencialne) vytvéarajtce funkcie jednej premennej z prirodzene zodpovedaja kombinato-
rickym triedam (neoznacenych alebo oznacenych objektov), prislichaja vytvarajuce funkcie dvoch
premennych ku kombinatorickym triedam s parametrom.? Ide o kombinatorické triedy, na ktorych je
okrem zvycajnej funkcie pre velkost jednotlivych objektov definované este jedno zobrazenie — tzv.
parameter — x priradujuci kazdému objektu nejaké iné prirodzené ¢islo (napr. pocet vyskytov daného
symbolu v slove, pocet cyklov permutacie, atd.). Koeficient zodpovedajicej vytvarajicej funkcie pri
2"u¥ potom zavisi od poétu objektov velkosti n s hodnotou parametra k; umoziuje sa tak podstatne
jemnejSia klasifikicia, nez v pripade vytvarajucich funkcii jednej premennej.

Definicia 2. Kombinatorickd trieda s parametrom je trojica (A, |-|, x), kde (A, |]) je kombinatoricka
trieda a x: A — N je lubovolné zobrazenie.

Z definicie kombinatorickej triedy vyplyva, Ze pre vietky n € N je vzor ¢isla n pri zobrazeni ||,
dany mnozinou

A, ={a€A||al=n},

kone¢ny. Pre vSetky n, k € N je teda kone¢na aj mnozina
An,k:{ae'A | |Oé| ="n; X(Oé) :k}7

¢im je odovodnené zmysluplnost nasledujucich dvoch definicii.

2Vytvarajuce funkcie m premennych by potom zodpovedali kombinatorickym triedam s m — 1 parametrami.



Definicia 3. Nech (A, ||, x) je kombinatoricka trieda s parametrom. Obycajnou vytvdrajicou fun-
kciou dvoch premenngch triedy (A, |-|, x) nazgvame formalny mocninovy rad

A(z,u) = Z lolyx(@) — Z amkz"uk,

acA n,k>0
kde ay, i je pre vietky n,k € N dané ako a, ; := [Ap k|-

Definicia 4. Nech (A, |-, x) je kombinatoricka trieda s parametrom. Ezponencidlnou vytvdrajicou
funkciou dvoch premenngch triedy (A, ||, x) nazyvame formalny mocninovy rad

|a

z a

_ x(a) _ nk n k

E(z,u) = E —|a|!u = g A
acA n,k>0

kde ay, i je pre vietky n,k € N dané ako a, j := [Ap k-

Vzhladom na to, Ze pre kazda kombinatorickiu triedu s parametrom (A, |-|,x) je (A,|-]) bezna
kombinatorické trieda, moze pre vietky n € N existovat iba kone¢ne vela réznych k € N takych, Ze
ank = |An k| je nenulové. Existuje preto aj sucet

0o
an = § An ks
k=0

ktory je dany kone¢nym stactom vsetkych nenulovych a,, ;. V dosledku toho mozeme pre obycajné aj
exponencidlne vytvarajuce funkcie dvoch premennych uvazovat dosadenie hodnoty 1 za premenni u:
ak je A(z,u) oby€ajna vytvarajica funkcia triedy (A, ||, x) a E(z,u) je jej exponenciélna vytvarajica
funkcia, kladieme

(o] o0 o
A(z,1) := Z Z an 2" = Z anz",
n=0

n=0 k=0
k
E(z,1) := E E —n" 2" = Z —T'Lz”.
n! n!
n=0 k=0 n=0

Lahko vidiet, ze A(z) := A(z,1) je oby¢ajnou vytvarajicou funkciou triedy (A, |-|) a E(z) := E(z,1)
je jej exponenciilnou vytvarajicou funkciou.

Symbolickd metdéda pre kombinatorické triedy s parametrami

Na pripad kombinatorickych tried s parametrami a nim zodpovedajicich vytvarajacich funkcii dvoch
premennych mozno rozsirit ako symbolickti metédu pre neoznadené objekty, tak aj symbolicki me-
todu pre oznacené objekty. V oboch pripadoch sa atomickd trieda Z aj neutrdlna trieda £ interpretuju
ako jednoprvkové kombinatorické triedy s nulovym parametrom — ¢ize Z oznacuje triedu ({e}, ||, x),
kde |[o| = 1 a x(e) = 0 a £ oznacuje triedu ({o}, ||, x), kde |o] = 0 a x(o) = 0. Okrem nich vsak
navyse uvazujeme aj takzvanu znacku, co je trieda U = ({0}, ||, x), kde o] =0 a x(¢) = 1.
Operacie na kombinatorickych triedach s parametrami, z ktorych mozno vytvarat kombinatorické
Specifikacie (napriklad stucet, kartezidnsky sucin, postupnost, atd.), si pre neoznacené aj oznacené
objekty velmi podobné ako pri kombinatorickych triedach bez parametrov. Nosna mnozina, ako
aj funkcia velkosti, sii zakazdym definované rovnako ako pre operacie na triedach bez paramet-
rov. Jediny rozdiel teda spoéiva v nutnosti definovat pre vyslednt kombinatorickii triedu funkciu
parametra. Pri operédciach, ktoré budeme uvazovat, bude na vyslednej triede vzdy definovany tzv.
zdedeny parameter, ktory sa definuje nasledujicim spoésobom: pri operacii suctu kombinatorickych
tried A1 = (A1, |1, x1), A2 = (A, |*|2, x2) — ¢ uZ neoznadenych alebo oznacenych objektov — je hod-
nota parametra x(«) kazdého prvku « triedy A; + Ag definovana ako x(a) = x1(a) pre prvky A;
a ako y(a) = x2(a) pre prvky Ag; pri multiplikativnych operaciach X (pre neoznacené triedy) a x



(pre oznacené triedy) je zdedenou hodnotou parametra pre (a, 8) hodnota x(a, 8) = x1() + x2(8);
pre postupnosti (aq, ..., ay,,) prvkov triedy A" = (A’, |-, x') (¢i uz v neoznac¢enom alebo oznacenom
pripade) je tato hodnota dané ako x(aq,...,am) = X' (1) + ...+ X (m); pre zvysné operacie, ktoré
mozno vyjadrit pomocou relécii ekvivalencie na postupnostiach, vychédza tato hodnota z hodnoty
pre postupnosti. Napriklad U? x Z tak pozostava z jediného prvku velkosti 1 s hodnotou parametra, 2.

Nasledujiice dve vety popisuju vztahy medzi operaciami na kombinatorickych triedach s para-
metrami a zodpovedajicimi operaciami na vytvéarajucich funkciach dvoch premennych; prva z nich
sa pritom zameriava na triedy neoznacenych objektov a nim zodpovedajtce obycajné vytvarajice
funkcie a druha na triedy oznacenych objektov a nim zodpovedajice exponencidlne vytvarajuce fun-
kcie. V oboch pripadoch st dékazy prakticky rovnaké ako pre kombinatorické triedy bez parametra;
prenechavame ich teda &itatelovi ako jednoduché cvicenie. Relaciu prislichajicej oby¢ajnej resp.

1 e . . OBGF EBGF 3
exponencialnej vytvarajicej funkcie budeme oznacovat ako <— resp. +— .

Veta 5. Nech A = (A, | |A7XA) a B = (B,||g,xB) si kombinatorické triedy neoznacenych objektov

s parametrom. Nech A QBeF A(z,u) a B QB B(z,u). Potom

A+B B A(z,u) + B(z,u),
AxB LY A(z,u)B(z,u),
OBGF 1 _
SEQ(A) = 4G (ak Ao =10),

PSET(A) QBCrF exp (i HﬁA(zﬂzﬁ)) (ak Ao =0),

—1
MSET(A) BE exp <Z 1A(zt,ut)> (ak Ao =0).
t=1

Veta 6. Nech A = (A, |-|a,x4) a B = (B,|-|8,xB) st kombinatorické triedy oznacenych objektov

s parametrom. Nech A RuSY E(z,u) a B+ RBer = F(z,u). Potom

A+B &  E(z,u)+ F(z,u),
AxB  EEE E(z,u)F(z,u),
EBGF 1 _
SEQ(A) B (ak Ao =10),
SET(A) B exp(E(z,u)) (ak Ay = 0),
EBGF 1 _
CYC(A) In =BG (ak Ag=0).

Kumulativne vytvarajice funkcie a stredné hodnoty

Vyssie sme videli, Ze ak k triede s parametrom (A, |-|,x) zodpoveda oby¢ajna vytvarajuca funkcia
A(z,u) a exponencialna vytvéarajiuca funkcia F(z,u), tak A(z) = A(z,1) je oby¢ajna vytvarajica
funkcia triedy bez parametra (A, ||) a E(z) = E(z,1) je jej exponencidlna vytvarajica funkcia.
Lahko to vidiet aj z kombinatorického tvaru vytvarajucich funkcii, pretoze

A(z,1) = [A(z,u)] g = [Z Z|O‘|UX(°‘)] = Z zlelx(@) — Z 2 = A(z),
u=1

acA acA acA
o] lex | o]
z z z
E(z,1) = [E(z,u)] -1 = [Z ol X(a)] Z |a|‘ Z ol —
acA u=1 acA acA

dosadenim u = 1 teda kazdy objekt a triedy A zapoéitame prave raz.

3Skratka OBGF je z angl. ordinary bivariate generating function a EBGF je z angl. exponential bivariate generating
function.



Ak teraz vytvarajtce funkcie A(z,u) a E(z, u) najprv formélne zderivujeme podla u a aZ nasledne
za u dosadime hodnotu 1, dostaneme forméalne mocninové rady

A(z) = {aauA(zgu)} = [Z X(a)za|ux(a)1] — Z X(a)z|a\1x(a)fl _ Z X(a)Z'a‘,
u=1

acA acA acA
3 Z‘a| zla‘ Z|0¢‘
el .— | 2 — x(e)—1 — 2 qx(e)—-1 _ i
E(z) [au%,u)] = | X M@ 2 Xt 2 X
u=1 acA u=1 Q€A acA

Lahko vidiet, Ze

A%z = Y x(a) a [2"]E(2) :% > x(@).

acA, ’ acAy

Koeficientom pri z™ v A%(z) je teda kumulativna hodnota parametra x objektov velkosti n v triede A,
v koeficientoch radu E€(z) je tato hodnota este predelena n!. Rad A¢(z) resp. E¢(z) teda nazyvame
oby¢ajnou resp. exponencialnou kumulativnou vytvdrajicou funkciou triedy (A, |-], x).

Kumulativne vytvarajtice funkcie mozno pouzit na vyjadrenie strednej hodnoty parametra x pri
rovnomerne ndhodnom vybere objektov triedy A,. Ak tito stredni hodnotu pre dané n € N oznacime
ako E,(x), o¢ividne

B0 - A7) IEG)
"7 EAR) T EEG)
Na néjdenie asymptotického odhadu pre koeficienty vytvarajucich funkcii A(z), A°(2), E(z) a E¢(z)
mozno ¢asto pouZit metédu analyzy singularit. V takom pripade mozno tito informéciu vyuzit na
analyzu strednej hodnoty parametra x pre rovhomerne ndhodne vybrané objekty velkosti n a n — oo.
To je casto uzitotné v praxi (napriklad pri analyze zloZitosti algoritmov v priemernom pripade).

Poznamenajme tieZ, Ze podobnym spdsobom mozno analyzovat aj d'alsie ukazovatele parametra

X chéapaného ako nahodna premenné, napriklad jeho disperziu. Podrobnosti mozno néjst v [2].

Pravdepodobnostné vytvarajtice funkcie

Nech (A, ||, x) je kombinatorickd trieda s parametrom. Podobne ako stredné hodnoty parametra
x mozno z vytvarajucich funkcii dvoch premennych ziskat aj kompletni informéciu o distribucii
nahodnej premennej x v pripade, Ze objekty danej velkosti n vyberame rovnomerne nahodne.

Pre Tubovolny formélny mocninovy rad dvoch premennych F(z,u) moéZzeme symbolom [z"]F(z,u)
oznalit, pre vietky n € N, formalny mocninovy rad o jednej premennej u definovany ako

[2"F(z,u) := i ([z”uﬂF(z,u)) uk.

k=0

Ak teraz triede (A, ||, x) zodpoveda oby¢ajna vytvarajuca funkcia A(z,u) a exponencidlna vytvara-
juca funkcia F(z,u) a ak symbolom P,[x = k] oznacime pravdepodobnost, Ze hodnota parametra
rovnomerne ndhodne vybraného objektu triedy A, je rovna k, o¢ividne plati

w) = .- _ uk _ [Zn]A<27u> _ [ZH]E(27U)
i kZ:OPn[X g [2"]A(2) (2" E(z)

Takto definovany formélny mocninovy rad P, (u) nazyvame n-tou pravdepodobnostnou vytvdrajicou
funkciou triedy (A, ||, x).



Priklady aplikacii

Pouzitie vytvarajicich funkcii dvoch premennych teraz demonstrujeme na niekolkych ukazkovych
prikladoch ich aplikécii.

Priklad 7. Asi najjednoduchsim ucebnicovym prikladom vytvarajicej funkcie dvoch premennych,
vhodnym najmaé na lepsie zzitie sa s tymto konceptom, je obycCajné vytvarajica funkcia pre binomické

koeficienty,
B(z,u) = Z (Z) PR T

n,k>0

Kedze pre vsetky n € N podla binomickej vety plati

> (k) -y <k> _ (14,

k>0 k=0
zistujeme, Ze
o0 1
B = E 1 "=
(z,u) n:O( tu)z 1—2(14u)

Tato vytvarajica funkcia zodpoveda napriklad kombinatorickej triede v8etkych slov nad dvoj-
prvkovou abecedou {a, b}, kde parameter udava pocet vyskytov symbolu a. K tomuto pozorovaniu
mozno lahko prist priamym kombinatorickym nahl'adom; v nasledujiucom ho ale odvodime pomocou
symbolickej metody. Kombinatorickou $pecifikaciou vietkych takychto slov je

W =SEQU x Z,+ 2,) =SEQU x Z + Z);

zodpovedajica obycajné vytvarajica funkcia W(z,u) je teda skutoéne dana ako

1 1

Wz u) = 1—(zu+2) - 1—2(14u)

= B(z,u).

Priklad 8. Exponencidlna vytvarajica funkcia pre binomické koeficienty je dané ako

~ n\ z"uf = n 2" 2(14u
B(z,u) = Z <k‘> n' :Z(1+u) = (I4u)
n,k>0 ’ n=0 ’

Priklad 9. Pre n — oo teraz asymptoticky vy¢islime priemerny pocet cyklov v rovnomerne ndhodne
zvolenej permutacii n-prvkovej mnoziny. Kombinatorickd Specifikicia triedy vSetkych permutécii,
chapanych ako oznacené objekty, s parametrom udavajicim pocet cyklov je zjavne

P = SET (U » CYC(Z)).

Zodpovedajica exponencidlna vytvarajaca funkcia dvoch premennych je teda dana ako

Pz, u) = exp <uln 1 ! z) — (=2

V désledku toho vidime jednak, Ze pre exponencialnu vytvarajiacu funkciu P(z) triedy vSetkych

permutécii bez parametra plati
1

1o z
a tiez, ze pre exponencidlnu kumulativnu vytvarajacu funkciu P¢(z) triedy vSetkych permutécii
s parametrom udévajicim pocet cyklov plati

P(z) = P(z,1)

0 1 1 1

Pe(z) = [%P(z,u)] » =[-(1-2)""In(1- z)]uzl =[(1-2)"ln = =1 In T




Pomocou metddy analyzy singularit (alebo v tomto jednoduchom pripade aj elementarnymi meto-
dami) l'ahko dospejeme k asymptotickym odhadom

(2" P¢(2) ~ %(ln n)=Inn

pre n — oco. Pre ocakdvany pocet cyklov E, rovnomerne ndhodne zvolenej permutécie n-prvkovej
mnoZiny teda pre n — oo plati

[2"]1P%(2)
[27]P(2)
Mozeme teda uzavriet, Ze priemernd permuticia n-prvkove] mnoziny mé pre dostatocne velké n
priblizne Inn cyklov.

FE, = ~ Inn.

Priklad 10. Predpokladajme, Ze predava¢ rovnomerne nadhodne vydava jednokorunové, dvojkorunové
a patkorunové mince. Aky je pre n — oo priemerny pocet jednokorunovych minci, ktoré tento pre-
davac vyda, ak celkova vydavana ¢iastka je n korin? Kombinatoricka triedu vSetkych sad vydanych
minci (chapanych ako neoznacené objekty), s parametrom udavajicim pocet jednokorunovych minci,
moZeme zadat Specifikiciou

M =SEQ(U x Z) x SEQ(Z2?) x SEQ(2®).

Zodpovedajuca obyc¢ajna vytvarajuca funkcia dvoch premennych je teda

1
(1 —wuz)(1—22)(1—2°)"

M(z,u) =

Pre oby¢ajna vytvarajicu funkciu M (z) zodpovedajicej triedy bez parametra preto plati

1
(1—2)(1—22)(1—25)

M(z) = M(z,1) =

a kumulativna vytvéarajica funkcia M¢(z) je dana ako

M(z) = [auM(Z’“)L:l - {(1 T ) Gy R e T )

u=1

Obidve tieto funkcie majt az 6 dominantnych singularit. Lahko vsak vidiet, Ze pre funkciu M (z) resp.
M¢(2) je bod z = 1 polom treticho resp. stvrtého radu, kym zvysné singularity st pri oboch funkciach
jednoduchymi pélmi. Z toho vidiet, Ze prispevok singularit roznych od 1 bude pri aplikicii metody
analyzy singularit (pre funkcie s viacerymi dominantnymi singularitami) zanedbatelny a sta¢i sa tak
sustredit na singularity v bode z = 1. Pre z — 1 pritom plati

1

M((z)= ——= 1—2)72
1
Mé(z)= ———+0((1-2)73).
Metodou analyzy singularit dostavame pre n — oo odhady
n? n?
n M ~
M) ~ 1575y = 27
n? n?
npfe ~ - .
ZTIMH) ~ 510 = 6o
V doésledku toho pre ocakavany pocet E,, vydanych jednokorunovych minci pre n — oo plati
o ENEE)
[z"]M(z) 3
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Priklad 11. Pre n — oo teraz vycislime ocakévany pocet listov v rovnomerne nédhodne vybranom
(neprazdnom) bindrnom strome s n vrcholmi. Kombinatorickd Specifikdcia zodpovedajicej triedy
(neoznacenych objektov) s parametrom je zaloZend na myslienke, Ze kazdy takyto strom je bud
samotny list (¢o sa prejavi aj v prislusnej znacke U), alebo pozostéva z koreiia a dvoch podstromov,
z ktorych musi byt minimalne jeden neprazdny; druhy pripad pritom moZno prirodzene rozlozit
na tri jednoduchsie pripady podla toho, ktoré z podstromov st neprazdne. Takto teda prichadzame
k Specifikacii
B=UXZ+ZxB+ZxB+ZxBxB.

Pre oby¢ajnu vytvarajacu funkciu dvoch premennych prislachajicu k tejto triede teda plati
B(z,u) = uz + 22B(z,u) + 2B(z,u)?,

pricom tato rovnica méa dve rieSenia

1—22++/1—4z+4(1 —u)2?
2z

Bi(z,u) =

Prirodzené koeficienty méa ,,minusovy* rad — ten je teda hladanou vytvarajacou funkciou

1—22—+/1—4z+4(1 —u)2?

B =
Pre oby¢ajni vytvarajicu funkciu B(z) zodpovedajicej triedy bez parametra tak podla oc¢akavania
dostavame
1-2z2—v1—-4z 1—-+/1—-4z
B(z) = = —1.
2z 2z
Pre kumulativnu vytvarajacu funkciu B¢(z) plati
0 z z
B¢ (z) = |=—B(z,u = = —.
(2) [8u ( )}ul [\/1—42%—4(1—u)z2 1 Vv1—4z

Jedinou dominantnou singularitou oboch tychto funkcii je bod 1/4, pri¢om pre z — 1/4 mame

B(z) =1—-2V1—-42+ O(1 — 42),
B(z) = 4\/11_ﬁ +0(1).

Metodou analyzy singularit tak pre n — oo prichddzame k odhadom

2n73/24n B 4m
0(-1/2)  /an3/?’
—1/24n 4n
("] BY(2) ~ = = .
4ar(1/2) 4/~
Pre n — oo je teda ocakdvany pocet listov E,, v rovnomerne ndhodne vybranom bindrnom strome
dany ako

[2"]B(2) ~

B n
B =B T

Priklad 12. Pre n — oo nakoniec vyéislime priemerny pocet vyskytov pismena a v slovach dizky n
bezkontextového jazyka generovaného jednozna¢nou gramatikou s pravidlami

o —aoo | bo | c.
Zodpovedajica kombinatoricka trieda (neoznacenych objektov) s parametrom ma $pecifikaciu

S=UXZxS*+ZxS+2Z,



¢omu zodpoveda obycajné vytvarajica funkcia dvoch premennych S(z,u) vyhovujica vztahu
S(z,u) = uzS(z,u)? + 28(z,u) + 2.

Riesenia tejto rovnice st dané ako

1— 24122+ (1 - 4u)z?
2uz

Si(z,u) =

)
pri¢om prirodzené koeficienty ma ,,minusovy* rad

1—2z—/1—22+(1—4u)z2
2uz '

S(z,u) =

Vidime teda, Ze pre oby¢ajnu vytvarajacu funkciu S(z) zodpovedajucej triedy bez parametra plati

1—2—+v1—2z—322
S(z) = 2z
a pre kumulativnu vytvarajiucu funkciu S¢(z) plati
1l—2—+/1-2 1 — 4u)z?
S(z) = [8S(z,u)] = i — =V 2z+ ( u)z =
ou =1 u\/l — 22+ (1 —4u)2? 2ucz 1

z 1—2—+v1—2z—322
V1—2z—322 2z ’

Dominantnou singularitou oboch funkcii S(z) a S¢(z) je bod 1/3, pricom pre z — 1/3 méame

S(z)=1—-V3V/1=32+0(1 - 32),
. 1
S(z)—72\/§m+0(1).

Pomocou metody analyzy singularit teda zistujeme, Ze pre n — oo plati

_\/gn—3/23n B \/3371
[(=1/2) — 2\/mn3/2’
n—1/23n B \/ggn

T oV3T(1/2)  6ymn

Pre n — oo je teda priemerny pocet vyskytov E, symbolu a v slovach dlzky n generovanych uvedenou
gramatikou dany ako

[2"]5(2) ~

[2"15°(=)

[2"]5¢(2)

B = s (e)

n
3

Odkazy na literatiru

Viac sa o vytvarajucich funkcidch niekolkych premennych a ich pouZiti v analytickej kombinatorike
mozno docitat v knihe Flajoleta a Sedgewicka [2] — tento text priblizne zodpoveda prvym niekolkym
oddielom jej kapitoly III, v ktorej sa vSak eSte nepredpokladé znalost metody analyzy singularit.
Analyticky pristup k vytvarajicim funkciam viacerych premennych, zna¢ne presahujici ramec tohto
predmetu, je rozpracovany v monografii Pemantla a Wilsona [3]. Aplikacie metody analyzy singularit
a vytvéarajucich funkcii viacerych premennych na oblast popisnej zlozitosti mozno néjst v [1].
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