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Deterministické koneéné automaty, nedeterministické koneéné automaty a regularne gramatiky sa
— ako uz dobre vieme — rovnako silné modely opisujtce rovnaku triedu jazykov. Jazyky z tejto triedy
nazyvame requldrnymi. Na definiciu regularnych jazykov tak mozeme pouzit [ubovolny z uvedenych
troch ekvivalentnych modelov.

Definicia 1. Reguldrny jazyk je jazyk L, pre ktory existuje deterministicky kone¢ny automat A taky,
ze L(A) = L. Triedu v8etkych regularnych jazykov oznacujeme Z.

Veta 1. Nech L je jazyk. Nasledujice tvrdenia siu ekvivalentné:
(i) Jazyk L je requldrny.
(17) FEzistuje nedeterministicky konecny automat A taky, Ze L(A) = L.

(131) Ezistuje reguldrna gramatika G takd, Ze L(G) = L.

1 Pumpovacia lema pre regularne jazyky

Nech L C ¥* je lubovolny regularny jazyk. Urcite potom ezistuje deterministicky koneény automat
A = (K,X,6,q, F) taky, ze L(A) = L. Ten ma nejaky pocet stavov |K| =: p. Nech w € L je
lubovolné slovo z jazyka L také, Ze |w| > p. Z Dirichletovho principu vyplyva, Ze pocas vypoctu
automatu A na tomto slove sa niektory jeho stav q,, musi ,,vyskytnat* aspon dvakrat. Ezistuju teda
slovad u,v € ¥* a xz € X1 také, Ze w = uzv a

(0, uzv) =* (gop, 20) EF (qop, v) F* (g, €),

kde g € F je akceptacny stav. Nech teraz i € N je lubovolné prirodzené ¢islo. Lahko vidiet, Ze existuje
akceptaény vypodet automatu A na slove uz'v: sta¢i namiesto jedného podvypo&tu z qup do qep, potas
ktorého sa precita slovo x, vykonat presne i takychto podvypoctov. Inymi slovami:

(qo,uxiv) F* (qop,a:iv) t (qop,a:iflv) o T (Gop>v) F* (g, €).

Pre ¢ = 0 uvedeny zapis zodpoveda vynechaniu uvazovaného podvypoctu. Je navyse zrejmé, ze prvy
opakovany vyskyt nejakého stavu musi prist po najviac p krokoch vypoctu, takZe moZno pridat
obmedzenie |uzx| < p.

Pomocou takychto jednoduchych tvah mozno odvodit pumpovaciu lemu pre regularne jazyky,
pricom spravne poradie kvantifikdtorov je dané poradim slov, ktoré sme zvyraziovali italikou.

Veta 2. Nech X je abeceda a L C X* requldrny jazyk. Potom existuje p € N také, Ze pre vsetky w € L
s |lw| > p existuji slovd u,x,v € ¥* také, Ze:

(i) w = uzv,

)
(1) |uxz| <p,
(i) Jo| > 1,
(iv) Vi € N:uz'v € L.

Namiesto memorovania znenia pumpovacej lemy je lepSie tito vetu vzdy ,,na pockanie” odvodit.
Priestor na chyby (predovsetkym v poradi kvantifikitorov) je v takom pripade omnoho mensi.



1.1 RieSené tlohy

KedZe je pumpovacia lema sformulovana ako tvrdenie platné pre kazdy regularny jazyk, platnost
podmienok z nej vyplyvajicich je pre jazyk L nutnou podmienkou jeho regulédrnosti. Ak teda nejaky
jazyk nesplia podmienky vyplyvajtce z pumpovacej lemy, neméze byt regularny. Téato skutoénost
je zékladom met6dy dokazovania negativnych vysledkov o regularnosti jazykov, ktora teraz demon-
Strujeme na priklade jazyka vSetkych palindromov nad abecedou {a,b}.

Uloha 1. Dokazte, Ze jazyk L = {w € {a,b}* | w = w’} nie je regularny.

Riesenie. Sporom, nech L € %. Jazyku L potom podla pumpovacej lemy prislucha &slo p € N.
Vezmime slovo w = aPba? — zjavne w € L a |w| > p. Existuju preto slova u, z,v € {a,b}", pre ktoré
st splnené podmienky (i) az (iv) pumpovacej lemy.

Podla (i) je w = uxv. Z podmienok (i) a (iii) teda vyplyva, Ze existujia r,s € N také, ze s > 1,
u=a",x=a® av=al ¥ "baP.

Z podmienky (iv) pumpovacej lemy pre ¢ = 2 napokon vyplyva, ze slovo

uz?v = a"a**aP " ""baP = aPT*ba?
patri do jazyka L. To je ale spor, pretoze s > 1 a slovo a?™*baP teda nie je palindrom. O

Pri nasledujtcej ,,pisomkovej“ tlohe uvadzame okrem jej spravneho rieSenia aj nespravne rieSenie,
s ktorého variaciami prichadzali menej Gspesni Studenti pomerne Casto.

Uloha 2. Zistite, ¢ je jazyk L = {a®" | n € N} regularny. Svoje tvrdenie dokazte.

Nesprdvne riesenie. Dokdzeme, Z%e jazyk L nie je regularny. Sporom, nech L € #. Nech p € N
je konstanta zodpovedajica jazyku L podla pumpovacej lemy. Bez ujmy na vSeobecnosti moéZzeme
predpokladat, Zze p > 1. Vezmime slovo w = a?". Potom w = uzv, kde u = ¢, z = a a v = a® L.
Nech i = 2. Potom z podmienky (iv) pumpovacej lemy vyplyva uz?v = a®"*! € L, ¢o je spor, pretoze
2P + 1 nemo6ze byt mocninou ¢isla 2.

Toto rieSenie je chybné, pretoze pumpovacia lema nam nedovoluje zvolit si slova u, z,v uplne
Tubovolne. Jediné, ¢o nam dovoluje o tychto slovach predpokladat, sa podmienky (i) az (ii7). O

Sprdavne riesenie. DokaZzeme, Ze jazyk L nie je reguldrny. Sporom, nech . € #Z. Nech p € N je
konstanta zodpovedajtca jazyku L podla pumpovacej lemy. Vezmime teraz [ubovolné slovo w = a®”
také, ze 2™ > p — oc¢ividne w € L a |w| > p. Potom existuju slova u,x,v, pre ktoré si splnené
podmienky (i) az (iv) pumpovacej lemy.

Z podmienky (i) méme w = uxv. Z podmienok (ii) a (iii) vyplyva, Ze existuju ¢isla r,s € N
také, e s> 1, r+s<p,u=a", x=a*av=a? "% Z podmienky (iv) pumpovacej lemy potom
vyplyva uz?v = a® "t € L. Kedze ale s > las<r+s5<p <27 je 2™ < 2™ 4 5 < 2™+ a teda
2™ 4+ s nie je mocnina dvoch, ¢o je spor. O

Poznamka 1. Vyvarovat sa chyb podobnych tej vyssie je moZné len pri spravnom pochopeni toho,
¢o sa pri dékazoch s pouzitim pumpovacej lemy deje.

Typicky takyto dokaz je dokazom sporom — za tc¢elom sporu predpokladame, ze jazyk L C >*,
o ktorom chceme ukazat, Ze nie je regularny, regularny je. Pumpovacia lema je zarukou, Ze za tohto
predpokladu plati pre L urcité tvrdenie. K sporu prideme tak, Ze dokdZeme negaciu tohto tvrdenia
— teda, ze pre vSetky p € N existuje w € L s |w| > p také, ze pre Ziadne u,z,v € ¥* nemodZe sicasne
platit (i) az (iv).

Kym teda s konstantou p musime pracovat vo v§eobecnosti, slovo w si moézeme zvolit ako fubovolné
slovo z jazyka L dlzky aspon p. Slova u,z,v ale opit musime uvaZzovat vo vieobecnosti — potrebu-
jeme totiz ukazat, ze pre Ziadne pripustné u, x,v nemoédzu byt sucasne splnené podmienky (i) az (iv).
To vacsinou dokazujeme tak, ze predpokladame platnost podmienok (i) az (iii) a dokazujeme, Ze ne-
plati (iv). Slova u, x, v teda predsa len nemusime uvazovat tplne lubovolné — mézeme predpokladat),
7Ze su pre ne splnené podmienky (i) az (ii7). Ziaden dalsf predpoklad si ale dovolit nemézeme.



2 Uzaverové vlastnosti triedy regularnych jazykov

Trieda jazykov £ je uzavretda na nejaka k-arnu operaciu ®, ak ®(Ly,...,L;) € &£ kedykolvek
Lq,..., Ly € %. Napriklad trieda regularnych jazykov Z je teda uzavreta na zjednotenie, pretoze
pre vietky Li,Lo € Z je L1 U Ly € X.

Dokéazat uzavretost triedy reguldrnych jazykov na k-arnu operaciu ¢ teda znamena pre vsetky
regularne jazyky L1, ..., L ukazat, ze aj jazyk ®(Lq,..., L) musi byt regularny. To mozno urobit
napriklad konstrukciou kone¢ného automatu alebo regularnej gramatiky pre jazyk ®(Ly,..., Lg),
pricom pri konstrukcii vychddzame z kone¢nych automatov alebo regularnych gramatik, ktorych
existenciu predpokladame pre jazyky Li,..., Lg.

Vyvratit uzavretost triedy # na operaciu ® naopak znamené najst konkrétny priklad jazykov
Ly,...,Ly € Z takych, ze ®(L1,...,Ly) € %.

2.1 RieSené dlohy

Definujme najprv na jazykoch operaciu, ktora sa zvykne nazyvat ,,shuffle.

Definicia 2. Nech X je abeceda a L1, Lo C 3* s jazyky. Jazyk L1 W Lo potom definujeme ako
Ly 1w Ly = {ugviugva .. . upvy, | n €N; U, ...y Up, V1, ..., 0y € 5% Ur... Uy € L1; v1...0, € Lo},

Do jazyka L; L Lo teda patria vSetky slové, ktoré vzniknii z nejakého slova u € L a slova v € Lo
ich ,,premieSanim‘ zachovavajicim relativne poradie pismen v oboch slovach. Nejakym Tubovolnym
sposobom tieto dve slova vyjadrime ako zretazenia n € N faktorov — poloZime teda u = ujus . .. uy,
av=uvvy...vy kde uy,...,u, € X* a vy,...,v, € X* st slovd. Do jazyka Li Wl Ly potom bude
patrit slovo ujviuovs. .. u,v,. Faktory ui,...,u, a v1,...,v, tu mézu byt aj prazdne, ¢o okrem
iného znamené, Ze slovo z jazyka L LU Lo sa moze zacinat aj faktorom slova z Lo.

Priklad 1. Nech Ly = {aa,ba} a Ly = {bb}. Potom
Ly 1w Ly = {aabb, abab, abba, baab, baba, bbaa, babb, bbab, bbba}.
Uloha 3. Zistite, ¢ je trieda % uzavreta na operaciu ,shuffle“. Svoje tvrdenie dokazte.

Riesenie. Dokazeme, Ze trieda & je uzavretd na tuto operaciu. Nech L, Lo st regularne jazyky
a nech ¥ je Tubovolna abeceda taka, ze L1 C ¥* a zaroven Ly C ¥*.! Nech A; = (K1,%, 41, q0,1,F1)
a Ay = (K2, %, 02,402, F2) st deterministické konetné automaty také, ze L(A;) = L1 a L(A2) = Lo.
Zostrojime nedeterministicky kone¢ny automat A = (K, X, 4, qo, F) taky, ze L(A) = Ly W L.

Automat A dostane slovo w = ajas ... a,, pre nejaké m € N a pismené aq, ..., a;, € 2. Toto slovo
ma akceptovat prave vtedy, ked w € Ly Ly — to znamend, ked moZno indexovi mnoZinu [m] rozlozit
na dve disjunktné podmnoziny I = {i1,...,is}aJ = {ji,..., i} si1 < ... <isaji <...<j tak, ze
a;, ...ai, € L1 aaj, ...a5 € Ly. Kazdy vypocet automatu A na slove w bude zodpovedat nejakému
takémuto ,rozdeleniu pismen“ tvoriacich slovo w podla toho, ¢i prisluchaja slovu z Ly alebo slovu
z Lo; naopak pre kazdé takéto pripustné ,rozdelenie pismen®“ bude v automate A existovat jeden
vypocet na slove w. Na pismenach ,priradenych“ jazyku L bude automat A simulovat prislusny
vypocet automatu A; a na zvysnych pismenach bude simulovat vypocet automatu As. Automat A
napokon slovo w akceptuje prave vtedy, ked po jeho docitani budi pre aspon jedno ,rozdelenie
pismen“ obidva simulované automaty A; a As v akcepta¢nom stave.

Stavmi automatu A teda budu dvojice [p, ¢, kde p je stav automatu A; a ¢ je stav automatu As.
Na kazdé pismeno ¢ sa automat A bude moct zo stavu [p, ¢] pohnit dvoma sposobmi: odsimulovanim
kroku vypoctu automatu A; prechodom do stavu [01(p, ¢), q] — to zodpoveda pripadu, ked je prislusny
vyskyt pismena ¢ ,priradeny” jazyku L; — a odsimulovanim kroku vypoc¢tu automatu As prechodom
do stavu [p, d2(q, ¢)] — ¢o zodpoveda pripadu, ked je vyskyt pismena c ,priradeny* jazyku Lo.

Formdlne teda automat A = (K, X, 6, qo, ) skonstruujeme nasledovne: K = K x Ko,

6([p, q], ¢) = {[01(p; ¢), 4], [p, 02(q, ¢)]} pre vietky p € K1, g2 € Ky ac€ X,
5([p, q),€) = 0 pre vietky p € K1 a q € K3, qo = [qo,1, Qo,2] a F' = F1 x F5.

1Ak 31, %, st abecedy také, ze L1 C 3% a Ly C X3, mozno vziat napriklad ¥ = X; U Xs.



Indukciou by sme I'ahko dokézali, ze pre p € K1, ¢ € Ko a w € £* je ([q0,1,90,2), w) F% ([p, ql,€)
prave vtedy, ked existuje n € N a slova u1,...,un, v1,...,0, € X* také, Ze w = u1v1u2V2 . . . UpUn,
pricom (go,1,u1 ... un) Fy, (p€) a (go2,v1---vn) 7, (¢, €). Jednoduchym dosledkom tohto pozoro-
vania je, ze w € L(A) — ¢ize ([qo1,q0,2], w) F* ([p,q].€) pre [p,q] € F = Fy x Fy — prave vtedy, ked
w € L(Ay) W L(Ag) = Ly W Ly, z ¢oho vyplyva spravnost nasej konstrukcie. O

Definicia 3. Nech ¥ je abeceda a L C ¥* je jazyk. Rotdciou jazyka L nazveme jazyk
rot(L) = {vu | u,v € ¥*; wv € L}.
Uloha 4. Zistite, & je trieda % uzavreta na rotaciu. Svoje tvrdenie dokézte.

Riesenie. Dokéazeme, Ze trieda Z je uzavretd na rotaciu. Nech L € Z je regularny jazyk. Potom exis-
tuje deterministicky koneény automat A taky, ze L(A) = L. Zostrojime nedeterministicky koneény
automat A’ taky, ze L(A") = rot(L).

Automat A’ dostane vstup w, ktory méa akceptovat v pripade, Ze existuji slova u,v, pre ktoré
jew = vu a zédroven uv € L. Ak uv € L, musi existovat akceptacny vypocet automatu A na slove uv —
tento vypocet bude ,,zdkladom* pre vypocet automatu A’. Automat A’ teda najprv ,,nedeterministicky
uhadne® stav ¢, v ktorom automat A doéita slovo u — spravnost tohto ,,tipu overi na konci vypoétu.
Néasledne spusti simuldciu automatu A na vstupe w — ktoré ma v pripade akceptacie zodpovedat
slovu vu — so za¢iatkom simulécie v stave q. Automat A’ bude simulovat automat A, az kym sa
,hedeterministicky rozhodne‘, ze precital slovo v.

Ak tato simulacia skonéila v neakceptacnom stave automatu A, bud na zaciatku neslo o spravny
,hedeterministicky tip*“ stavu ¢, alebo automat A slovo uv neakceptuje. V oboch pripadoch auto-
mat A’ svoj vstup zamietne. Ak naopak simulécia skonéila v akceptacnom stave, automat A’ overi
svoj ,,nedeterministicky tip“ stavu ¢. To znamena, Ze na zvysku svojho vstupu — ten méa zodpovedat
slovu u — spusti simuléciu automatu A so zaCiatkom simulécie v stave ¢g a overi, ¢i po jeho doditani
bude automat A naozaj v stave q. Ak ano, automat A’ svoj vstup akceptuje.

Nech teda A = (K, %, 9, qo, F'). Potom A" = (K', %, ¢, q(, F'), kde K’ = {qj} UK x {1,2} x K,

&' (q0,¢) = {lg;1,q] | g € K},
Vp,qg e KVee¥:8([p,1,q],¢) = {[6(p,c), 1, 4]},
Vpe FVqe K :8([p,1,q],¢) = {[0,2, 4]},
Vp,q € K VeeX:8(p,2,q],¢) = {[0(p,c), 2, 4]},

ostatné vystupy prechodovej funkcie sti prazdne mnoZiny a mnoZina akceptacnych stavov F” je

F'={lq,2,q] | g€ K}.

Dokaz spravnosti tejto konstrukcie je mozné zalozit na nasledujtcich invariantoch: pre vietky p,q € K
av € X je (¢,v) Fiy ([p,1,q),€) prave vtedy, ked (q,v) FY (p,¢e); dalej (gp, w) Hy ([p,2,4],€)
prave vtedy, ked existuju slovad u,v € ¥* také, ze w = vu a pre nejaky akceptacny stav qp € F
je (¢,v) F (gr,€) a (qo0,u) 5 (p,€). Z toho vyplyva, Ze w € L(A') — &ize (qp,w) iy ([g,2,4),€)
pre nejaké ¢ € K — prave vtedy, ked existuji slova u, v € ¥* také, Ze w = vu a pre nejaky akceptaény
stav qp € F je (qo,u) F% (g,€) a (q,v) F% (qr,€), t. j. wv € L(A) = L. To znamen4, Ze naozaj
w € L(A") prave vtedy, ked w € rot(L). O

Uloha 5. Nech ¥ je abeceda a L C ¥* je jazyk. Polozme
pal(L) := {w € L | w = wf}.
Zistite, ¢ je trieda Z uzavreta na operéciu pal. Svoje tvrdenie dokazZte.

Riesenie. Dokazeme, Ze trieda Z nie je uzavretd na tuto operdciu. UvaZzujme napriklad regularny
jazyk L = {a,b}*. Potom zrejme pal(L) = {w € {a,b}* | w = w?}, ¢o je jazyk, o ktorom z tlohy 1
vieme, Ze nie je regularny. ]
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