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Cockeov- Youngerov-Kasamiho algoritmus, znamy predovSetkym ako algoritmus C'YK, umoziuje
pre danu bezkontextova gramatiku G a slovo w pomocou dynamického programovania zistit, ¢
slovo w patri do jazyka L(G). Ak povazujeme velkost gramatiky G za konstantu, pracuje tento
algoritmus v ¢ase O(|w|?).

Vstupom algoritmu CYK je bezkontextova gramatika v tzv. prisnom Chomského norméalnom
tvare. Najprv sa preto zameriame na prevod gramatik do tohto normalneho tvaru, s ktorym je
spojenéa aj potreba odstranenia retazovych pravidiel typu & — 7. AZ nésledne opiSeme samotny
algoritmus CYK.

1 Odstranenie retazovych pravidiel

Nech G = (N, T, P,o) je bezkontextova gramatika. Retazovym pravidlom (angl. , chain rule®) gra-
matiky G rozumieme Tubovolné pravidlo & — n € P s prave jednym neterminalom na jeho pravej
strane; ide teda o Tubovolné pravidlo z PN (N x N).

Ukazeme, 7Ze retazovych pravidiel sa da ,zbavit“ — kazda bezkontextovi gramatiku G mozno
previest do normalneho tvaru bez retazovych pravidiel. Budeme sa pritom snaZit prist s konstrukciou,
ktora zachovava ,bezepsilonovost® povodnej gramatiky; bez tejto poziadavky by iSlo o trividlnu
zélezitost.

Veta 1. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextovd gramatika. Potom existuje bezkontextovd gramatika
G' = (N, T, P, o) takd, 2¢ L(G') = L(G) a PPN (N x N) = 0.

Vstupom nasledujiiceho algoritmu na odstranenie retazovych pravidiel je lubovolna bezkontex-
tova gramatika G = (N, T, P,o). Vystupom je ekvivalentna gramatika G' = (N, T, P’,0) bez re-
tazovych pravidiel, ktora sa od gramatiky G lisi iba v mnoZine prepisovacich pravidiel P’. Kazda
prava strana pravidla z P’ ale bude aj pravou stranou pravidla z P, ¢o okrem iného zaruéi splnenie
spominanej poziadavky na zachovanie , bezepsilonovosti“ gramatiky.

1. Inicializuj P’ := 0.

2. Zostroj orientovany graf D s mnozinou vrcholov N, v ktorom z vrcholu £ do vrcholu n vedie
hrana préave vtedy, ked & — n € P.

3. Opakuj pre kazdy neterminél £ € N:

3.1 N4&jdi mnozinu vrcholov A(§) dosiahnutelnych v grafe D z vrcholu &.

3.2 Pre kazdy neterminal n € A(&) a pre kazdé pravidlo n — = € P také, ze ¢ N pridaj
do P’ pravidlo £ — x.

Pre kazdé € € N je £ € A(€), preto mnozina pravidiel P/ obsahuje okrem iného aj vietky pravidla
z P, ktoré nie st retazové. Ak gramatika G obsahuje pre nejaky neterminal £ pravidlo & — £, obsahuje
graf D slucku vo vrchole £. Vysledna mnozina pravidiel P’ je ale rovnaka ako v pripade, ked graf D
takuto slu¢ku neobsahuje — pravidla &€ — £ teda mozno pri implementéacii algoritmu ignorovat.

Priklad 1. Nech G = (N, T, P, o) je bezkontextova gramatika, kde N = {0, o, 5,7}, T = {a,b} a
P={oc—aa|alaa
a—ao|B|b
B—ac b |ya
v —ba | e}

Aplikujme na tato gramatiku algoritmus CYK a najdime ekvivalentnu gramatiku G' = (N, T, P', o)
bez retazovych pravidiel.



Graf D zodpovedajici gramatike G je znazorneny na obrazku 1. Zrejme je A(o) = {o,a, 3},

Aa) = {o,a, B}, A(B) = {B} a A(v) = {+}-
A S

Obr. 1: Orientovany graf D zodpovedajici gramatike G.

Vysledna gramatika G’ = (N, T, P’,0) m4 preto mnozinu pravidiel P’ dant ako
P ={oc—aa|aa|blac|bB|~va
a—aalaalbl|ao|bB | ya

B —aoc | bB | va
v — ba | €}.

2 Prisny Chomského normalny tvar

Prisny Chomského normalny tvar sa od ,oby¢ajného“ Chomského normélneho tvaru 1isi tym, ze st
navySe zakazané pravidla typu £ — e.

Definicia 1. Bezkontextova gramatika G = (N, T, P, o) je v prisnom Chomského normdlnom tvare,
ak PC N x (N2uUT).

Poznamka 1. Gramatika v prisnom Chomského normélnom tvare zjavne neméze generovat prazdne
slovo €. Pojde teda o normalny tvar ,,az na €“. Niekedy sa, rovnako ako napriklad pri ,,bezepsilonovom*
normélnom tvare alebo Greibachovej normalnom tvare, povoluje pravidlo o — ¢ v pripade, Ze sa po-
Ciato¢ny neterminal o nevyskytuje na pravej strane ziadneho pravidla.

Veta 2. Nech G = (N, T, P,o) je bezkontextovd gramatika. Potom existuje gramatika G' v prisnom
Chomského normdalnom tvare takd, Ze L(G') = L(G) — {e}.

Vstupom nasledujtaceho algoritmu je bezkontextova gramatika G = (N, T, P,o). Vystupom je
gramatika G’ = (N', T, P’, o) v prisnom Chomského normélnom tvare taka, ze L(G') = L(G) — {e}.

1. Pomocou standardného algoritmu preved gramatiku G do ,,bezepsilonového* norméalneho tvaru.
Nech (G7 je vysledné gramatika.

2. Pomocou standardného algoritmu zbav gramatiku G retazovych pravidiel. Nech G5 je vysledna
gramatika.

3. Pre kazdy terminal ¢ € T zaved novy neterminal &, a pravidlo &, — c.

4. Vo vietkych pravidlach gramatiky Go dizky aspoii dva nahrad vietky vyskyty kazdého termi-
nélu ¢ prislusnym neterminalom .. Nech G3 = (N3, T, Ps,0) je vysledna gramatika.

5. Pre kazdé pravidlo 7: o — 152 ...k € P3, kde k € N—{0,1,2} a f1,..., 0, € N3:

5.1 Zaved nové netermindly ¥z 1,...,%x p—2.
5.2 Odober pravidlo o — $162 . .. Bk.
5.3 Pridaj pravidla a — B1¢r1,¥r1 — Ba¥r2, -+ Ur k-2 — Br—18k—2-

Vrat na vystupe vysledni gramatiku G’ = (N, T, P/, o).



V kroku 1 uvedeného algoritmu sa gramatika G ,jodepsilonuje*, v désledku ¢oho je na pravej
strane kazdého pravidla gramatiky G1 neprézdne slovo. V kroku 2 sa gramatika Gy zbavi refazovych
pravidiel, pri¢om nepribudni Ziadne pravidla s € na pravej strane. Gramatika G5 teda obsahuje
na pravej strane kazdého pravidla bud terminal, alebo slovo dizky aspoii dva. V krokoch 3 a 4 sa tato
gramatika prerobi na gramatiku Gs, kde na pravej strane kazdého pravidla je bud terminal, alebo
slovo dlzky aspoii dva pozostavajtce iba z neterminalov. Obzvlast treba upozornit na skutocnost,
ze v kroku 4 sa na rozdiel od prevodu do ,jobycajného Chomského normalneho tvaru nerobi nic¢
s pravidlami typu & — c. Prilis dlhé pravé strany sa nakoniec skratia v kroku 5 rovnako ako pri prevode
do ,,oby¢ajného“ Chomského normélneho tvaru.

Priklad 2. Nech G = (N, T, P, o) je bezkontextova gramatika, kde N = {o,a, 5}, T = {a,b} a

P={0— aaa | aa
a— B | pbb
B —aoc | ab]|e}.

Prevedme gramatiku G do prisneho Chomského normalneho tvaru.

Zatnime krokom 1 spodivajicim v ,odepsilonovani“ gramatiky G — Standardna konstrukcia si tu
vyzaduje najst mnozinu E vSetkych vymazavajucich neterminélov tejto gramatiky, ¢o zrealizujeme
zndmym iterativnym algoritmom:

EO = {5}7
Ey = {Oé,ﬁ},
Ey ={a,pB} = E.

Nésledne do mnoziny prepisovacich pravidiel pridadme pravidla zodpovedajice vSetkym moZznym vy-
pusteniam neterminalov z F na pravych stranach pévodnych pravidiel a odoberieme pravidla s prazd-
nym slovom na pravej strane. Dostavame tak gramatiku s pravidlami

o — aaa | aa | aa | aa | a,
a— (| Bbb | bb,
B — ao | ab.

7 tejto gramatiky teraz v ramci kroku 2 odstranime retazové pravidla. Po pouziti algoritmu
z predchédzajiceho oddielu dostavame gramatiku s prepisovacimi pravidlami

o— aax | aa | ax | aa | a,
a — Bbb | bb | ao | ab,
B — ao | ab.

V krokoch 3 a 4 uvedeného algoritmu sa gramatika Go transformuje na gramatiku s prepisovacimi
pravidlami

o — afea | £a€a ‘ §at | ady | a,
a = B&Eb | §b8p | a0 | Eabps
B — &ao ‘ §ap,

§a — a,
& — b,



V kroku 5 sa napokon oSetria prili§ dlhé pravé strany pravidiel. Zavedme oznacenie pravidiel
=0 = aea a Ty = a — (& Pre vysledna gramatiku G' = (N', T, P’, o) potom dostavame

N' = {0-7053/8’5(1’&)77;[)#1,1’Q;Z)ﬂg,l} a

P ={0 = apr1 | &la| e | o | @
a = Bbrya | &b | €ao | Eabp
B = &0 | Ly
(o —a
& — b
Y1 — Eaa

Yro1 — E&p}-

3 Algoritmus CYK

Vstupom Cockeovho- Youngerovho-Kasamiho algoritmu (alebo algoritmu CYK) je bezkontextova gra-
matika G = (N, T, P, o) v prisnom Chomského normalnom tvare a slovo w. Vystupom je ,ano* alebo
»hie podla toho, & w € L(G) alebo w &€ L(G).

V algoritme CYK sa postupne konStruuje mnozina M C N netermindlov £ takych, ze & =* w.
Je zrejmé, ze w € L(G) prave vtedy, ked o € M.

Samotné kongtrukcia mnoziny neterminalov M je zaloZena na nasledujicom kltacovom pozoro-
vani. Nech w = ay ...a,, kden € N\ {0} aa1,...,a, €T.' Prei=1,....naj=1,....,n—i+1
ozna¢me ako M; ; mnozinu neterminalov { takych, Ze £ =* a;...a;1;—1 — neterminal £ teda dokéze
vygenerovat podslovo dlzky j slova w za¢inajice na jeho i-tej pozicii. Pre i = 1,...,n potom zrejme

Mi71={f€N‘€—>aiEP}. (1)

Ak maé totiZz pre neterminal £ existovat odvodenie £ =* a;, musi byt toto odvodenie vdaka prisnemu
Chomského norméalnemu tvaru dizky jedna. Podobne pre i =1,...,naj=2,...,n—i+1 je

Mi,j = {f eEN | dk € [j — 1] E|T] S M@k dv e MiJrk’j,kZ f — Y e P} (2)

Odvodenie £ =* a;...a;4+j—1 sa totiz vdaka prisnemu Chomského normalnemu tvaru musi zacat
pouzitim nejakého pravidla { — nv. Ak ma ale byt { = nv =" a;...a;4;_1, musi nutne pre nejaké
ked{i,....j—1}bytajn="a;...aipk—1 a V=" Qijk...Qi1j—1.

Konstrukcia mnozin M; 1 je teda trividlnou zélezitostou. Ak teraz pozname vSetky mnoziny M; ;
pre j < r, lahko na zaklade (2) ndjdeme aj mnoziny M; ; pre j = r+1. Rovnice (1) a (2) tak umoziiuji
skonstruovat vSetky mmoziny M;; pomocou dynamického programovania, postupne pre rasttce j.
Mnozina M je potom dana ako M = My ,,.

Priklad 3. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika v prisnom Chomského norméalnom
tvare, kde N = {o,a, 5,7}, T = {a,b,c} a
P={o— aa|py

a— falyy|a
B —oalb

¥ — Bo | ¢}

Pomocou algoritmu CYK zistime, ¢ slovo w = beacca patri do jazyka L(G). Je teda n = |w| = 6.

'Pripad w = ¢ je trivialny, kedZe gramatika v prisnom Chomského normalnom tvare nikdy neméie vygenerovat
prazdne slovo. Pri rozsirenej definicii prisneho Chomského normalneho tvaru, umozinujicej pravidlo ¢ — € za predpo-
kladu, ze sa o nevyskytuje na pravej strane ziadneho pravidla, treba prazdne slovo riesit osobitne (staci sa ale ,,pozriet®,
¢i gramatika obsahuje pravidlo o — ¢).



S pouzitim vztahu (1) najprv vypocitame mnoziny M;; pre i =1,...,6:
Mg ={B}, Moa={v}, Msi={a}, Miya={r}, Ms1={v}, Ms1={a}.

Vypoéitajme teraz mnoziny M; o pre i = 1,...,5. Napriklad M; 2 pozostava podla (2) z netermina-
lov £ takych, Ze existuje pravidlo { — nv, kde n € M7 1 a v € Ma ;. Jedinym takymto neterminalom

je neterminél o, pre ktory existuje pravidlo ¢ — [7v. Rovnakym spésobom vypoditame aj mnoziny
M272, . ,M5721

Mig={c}, Ma2=0, Msp=0, Mys={a}, Mso=0.

Nésledne mozeme pokracovat s mnozinami M; 3 pre ¢ = 1,...,4. Uvazujme mnozinu M; 3, ktora
podla (2) obsahuje neterminély & také, Ze existuje pravidlo & — nv, kde bud n € M1 av € Mys
(ak k =1), alebon € My av € Mz (ak k =2). V prvom pripade je mnozina Mo prazdna, a teda
nedostavame ziaden neterminal. V druhom pripade dostdvame neterminal 3, kedZe preni existuje
pravidlo 8 — oa, kde 0 € My a o € M3 1. Ako mozno l'ahko overit, ziaden iny neterminal do M; 3
nepatri. Podobne vypocitame aj mnoziny Ma 3, ..., My 3:

M3 = {5}, Mz 3 = 0, Ms 3 = {0}7 Mys = {U}-

Podobne méZzeme pokracovat aj dalej, pri¢om pre j = 4 dostavame

Mis={0c}, Mys=0, Mss={5},

pre 7 = b dostavame
Mis={a}, Mys=10,
a pre j = 6 napokon dostavame
M = M1,6 = {O’,’Y}.

Kedze o € M, mozeme uzavriet, ze w € L(G). Cely tento proces je zhrnuty v tabulke 1.

| [i=1]i=2]i=3]i=4]i=5]i=6|

j=1] 8 v o gl gl a
j=2 o 0 0 (7 0 -
j=3 B 0 o o —
j=4] o 0 B — —
j=5| a o — [ — 17 —1—
j=61| o,y — — —

Tabul'ka 1: Beh algoritmu CYK pre gramatiku G a slovo beacca.
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