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1 Definicie

Zasobnikové automaty mozu vyuzivat dve formy nedeterminizmu. Pre dany stav ¢, vstupny symbol
(pripadne prazdne slovo) z a zasobnikovy symbol Z moze byt definovany viac ako jeden prechod —
mnozina §(q, z, Z) mdze obsahovat viac ako jeden prvok. Alebo méze byt pre stav ¢ a zasobnikovy
symbol Z definovany prechod na pismeno c a siucasne prechod na € — mnoziny (g, ¢, Z) a 6(q,e, Z)
mozu byt obidve neprazdne. Aj v tomto pripade ide o druh nedeterminizmu, pretoZe nie je jasné,
¢i méa vypocet pokracovat krokom na pismeno, alebo krokom na ¢.

Deterministické zdasobnikové automaty (DPDA) st zasobnikové automaty zbavené tychto dvoch
foriem nedeterminizmu. To znamena, Ze na kazdy vstupny symbol (alebo prazdne slovo) z moze
z kazdého stavu a na kazdy zasobnikovy symbol viest najviac jeden prechod. Ak je navySe pre dany
stav a zasobnikovy symbol definovany prechod na pismeno, nemdéze byt pre tuto dvojicu definovany
ziaden prechod na ¢.

Definicia 1. Deterministicky zdsobnikovy automat je zasobnikovy automat A = (K, %, T, 4, qo, Zo, F)
taky, ze:

(i) Pre vsetky ¢ € K, vietky z € ¥ U {e} a vSetky Z € T' obsahuje mnozina d(q, z, Z) nanajvys
jeden prvok.

(17) Ak je pre nejaké ¢ € K, ¢ € ¥ a Z € I' mnoZina 6(q, ¢, Z) neprazdna, je mnozina 6(q, ¢, 2Z)
prazdna.

Poznamka 1. Deterministické zasobnikové automaty by bolo mozné definovat aj ako usporiadani
sedmicu A = (K, X%, T, 6, qo, Zo, F'), kde

S K x (XU{eph)ull » K xI'*

je c¢iastocnd funkcia splhajica analégiu podmienky (44).

Pri definicii 1 nie st potrebné d'algie definicie konfiguracie, kroku vypoctu a akceptovanych jazykov
L(A) a N(A) — tieto sa ,zdedia* od zasobnikovych automatov. To moZno chéapat ako jej vyhodu
oproti alternativnemu pristupu cez Ciasto¢né prechodové funkcie. Nevyhodou je naopak ,nutnost®
pracovat s jednoprvkovymi mnoZinami namiesto ich prvkov. V nasledujicom ale od tejto ,,nutnosti*
upustime a namiesto d(p, z, Z) = {(q, )} budeme pisat §(p, z, Z) = (g, ), ¢o je oddévodnené o¢ividnou
koreSpondenciou medzi oboma alternativnymi definiciami.

Definicia 2. Jazyk L je deterministicky bezkontextovy, ak existuje deterministicky zasobnikovy au-
tomat A akceptujuci jazyk L stavom — to znamené, ze L(A) = L. Triedu vSetkych deterministickych
bezkontextovych jazykov oznacujeme Zjicr.

Poznamka 2. Definicia jazyka L(A) je rovnaké ako pre (nedeterministické) zasobnikové automaty.
Ak sa teda vypocet konéi (kone¢nou alebo nekonecnou) postupnostou prechodov na e, na akceptéaciu
vstupného slova staci jedind akceptacnd konfigurdcia v tejto ¢asti vypoctu. Na akceptaciu vstupného
slova je teda postacujtce, aby ho automat celé doc¢ital a nésledne sa dostal do akcepta¢ného stavu.
Nie je ale nutné, aby sa automat v tomto akcepta¢nom stave aj zastavil.



2 Uzavretost triedy Z;cr na komplement

Dokazeme teraz, ze trieda ZLye;cr je uzavretd na komplement. Dostaneme tak aj vlastni inkldziu
Lietcr S ZLor: evidentne totiz Lyeior C Lo, ale trieda Zor na komplement uzavreta nie je.

Pri deterministickych konecngjch automatoch stac¢i na akceptovanie komplementu vymenit ak-
ceptacné a neakceptacné stavy pévodného automatu. Pre deterministické zdsobnikové automaty ale
takato priamociara konstrukcia akceptaciu komplementu nezarucuje. Jednym z dévodov je skutoc-
nost, ze vypocet DPDA sa moze ,zasekniat” pred docitanim vstupného slova. V takom pripade je
vstup zamietnuty nielen pévodnym automatom, ale aj automatom s vymenenymi akceptaénymi a ne-
akceptacnymi stavmi, ktory tak nemoze akceptovat komplement pévodného jazyka.

Deterministicky zasobnikovy automat sa moéze ,zaseknit“ z dvoch pri¢in. Prvou je prazdnost
oboch mnozin §(q,c,Z) a §(q,e,Z) pre nejaké ¢ € K, c € ¥ a Z € T'. Druhou moZnou pri¢inou je
vyprazdnenie zasobnika pred docitanim vstupného slova.

V nasledujicom dokdzeme, Zze ku kazdému deterministickému zasobnikovému automatu existuje
ekvivalentny, ktory sa nikdy ,nezasekne‘.

Definicia 3. Deterministicky zasobnikovy automat A = (K, 3, T, 0, qo, Zo, F') je ,nezasekavajuci sa“,
ak:

(i) Pre vietky g€ K, ce X a Z €T je bud 6(q,c, Z) # 0, alebo §(q, e, Z) # .
(7i) Automat A v ziadnom vypocte nevyprazdni zasobnik.

Lema 1. Nech A = (K,%,T,6,qo, Zo, F) je DPDA. Potom ezistuje ,nezasekdvajici sa“ DPDA A’
taky, Ze L(A") = L(A).

Dékaz. Platnost podmienky (i) zaru¢ime pridanim nového ,,odpadového” stavu x a dodefinovanim
chybajtcich prechodov tak, aby viedli do stavu x, v ktorom automat A’ docita vstup. Platnost
podmienky (i) zaru¢ime pridanim nového zasobnikového symbolu D reprezentujuceho ,falosné dno*.
Po ,naraze“ na symbol D automat prejde do stavu x, v ktorom docita vstup.

Automat A’ = (K', X"\ TV,¥, q, Z|, F') teda bude dany nasledovne: K’ = K U {q;, x} pre nové
stavy ¢ a x, X' =X, I" =T U{Zj, D} pre nové symboly Zj a D, F' = F,

(g0, €, Z5) = (90, DZo),
§(q0,¢,2) = (x,2) VZ e T'U{D},
8'(p,e, Zg) = (x, Zg) Vpe K U{x},
8 (p,2,2) = (q,7) Vp,qe KVzeXU{e}VZ el VyeTl™:6(q,2,2) =(q,7),
§(p,e,Z) = (x,72) Vpe KVeeXVZ el :6(p,c,Z) =6d(p,e, Z) =0,
§(p.e,D)=(x,D)  WpeK,
§(x,¢,Z) = (x,2) Vee X VZ e T U{D}

a d'(q,2,7) = 0 pre vietky zvysné (q,2,7) € K' x (¥’ U{e}) x I'". Prechod v prvom riadku slazi
na vytvorenie ,,falosného dna“. Je zrejmé, ze prechody v druhom a tretom riadku sa nepouziju v ziad-
nom vypocte automatu A’ — slizia iba na dodefinovanie chybajicich prechodov tak, aby vysledny
automat vyhovoval definicii 3. ]

Na akceptaciu komplementu povodného jazyka ale nesta¢i ani vymena akcepta¢nych a neak-
ceptacnych stavov ,nezasekévajiceho sa“ automatu. Vypocet totiz moze skoncit aj v ,epsilonovom
cykle® — poénuc nejakou konfiguréciou méze automat robit iba kroky na e, pricom zvysok vstupného
slova nikdy nedocita. Situacia je potom podobna ako v pripade ,zaseknutia‘“.

Ukézeme, Ze kazdy deterministicky zasobnikovy automat mozno transformovat na ekvivalentny,
ktory je ,nezasekavajuci sa“ a stcasne neobsahuje ,epsilonové cykly“. | Epsilonové cykly“ pritom
mozu byt dvoch druhov:



a) Zasobnik pocas ,epsilonového cyklu“ rastie nad vietky medze.!

b) Od ur¢itého momentu sa pocas vykonévania ,epsilonového cyklu® za¢nu konfiguracie opako-
vat. Ak totiz zésobnik nerastie nad vSetky medze, mdze obsahovat najviac K symbolov, kde K
je konstanta. KedZe automat robi iba kroky na e, nepreéitana ¢ast vstupného slova sa pocas
»epsilonového cyklu“ nemeni. Konfiguracii s obmedzenou vyskou zésobnika a rovnakou nepre-
¢itanou ¢astou vstupného slova je ale konecne vela, preto sa po ¢ase zaéni opakovat.

Cielom nasledujucich uvah je zostrojit automat, ktory dokaze ,epsilonové cykly* detegovat, pri-
¢om po detekcii prejde do ,,odpadového stavu®, v ktorom docita vstup. Najprv ukdzeme, Ze je mozné
detegovat ,epsilonové cykly* prvého typu.

Nech (¢, w,vZ) b1 (¢, w,vBZ) je ¢ast vypoctu DPDA A. Ak je pocas celej tejto ¢asti vypoctu
vyska zasobnika vicsia ako |v|, tak tento vypocet od v zjavne ,nezavisi“. Ak teda navyse |G| > 1,
nutne

(¢ w,Z) EY (q,w,vBZ) HF (q,w,vBBZ) T ...,

pricom tento vypocet je ,epsilonovym cyklom® prvého typu.

Kazdy ,epsilonovy cyklus“ prvého typu zjavne musi pre vSetky N € N obsahovat podvypocet,
pocas ktorého vyska zasobnika ,narastie aspon o N symbolov. V nasledujucom ukazeme, Ze ak
zésobnik pocas vypoctu na € ,narastie’ aspon o V symbolov, kde V' je vhodné konstanta, tak tento
vypo&et nutne obsahuje podvypocet typu (¢, w,vZ) Ft (q,w,v8Z), kde vyska zasobnika je pocas
celého podvypoctu viacsia ako |y|. Na detekciu ,epsilonového cyklu®* prvého typu tak staci zistit
dostatoény ,narast” zasobnika.

Nech k je maximélna dlzka slova, ktoré mozno v jednom kroku na e pridat na zasobnik:

kE:=max{|y| |ye€T™"; Ip,ge K IZ €T :6(p,e,Z) = (q,7)};

bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze k > 2. V jednom ,.epsilonovom* kroku vypoctu teda
zasobnik ,narastie“ o najviac k — 1 zasobnikovych symbolov. Polozme V := (k — 1) - (|K| - [T'| + 1).
Ak potom |5| > |a| + V, tak vypocet

(p,w, ) B (r,w, B)

musi obsahovat aspon |K| - |I'| + 1 konfiguracii takych, Ze vo vSetkych nasledujicich konfiguraciach
uvedeného vypoctu je na zasobniku uZ len viac symbolov. Z Dirichletovho principu dalej vyplyva,
7e aspon dve z tychto konfiguracii sa zhoduju v stave a v symbole na vrchu zésobnika. Vypocet
(p,w,a) F* (r,w, B) preto obsahuje podvypocet

(g, w,v2) =" (q,w,ynZ),

pocas ktorého je na zasobniku vzdy viac ako |y| symbolov a kde |n| > 0. ,Epsilonové cykly“ prvého
typu teda skutoéne mozno detegovat na zaklade ,narastu” vysky zasobnika aspon o V.

Automat realizujuci tuto detekciu ,,narastu” zasobnika aspon o V si v stave paméti aktuédlnu
hodnotu ,,narastu”, ktord v kazdom kroku vypoctu nalezite upravi. V pripade, Ze by tato hodnota
mala ist do zaporu, nastavi sa na nulu (staci totiz, aby v nasledujiicom zasobnik ,narastol“ asponn o V'
v porovnani s touto aktualnou konfiguraciou).

,Epsilonové cykly“ druhého typu moZno detegovat na zaklade jednoduchého pozorovania, Ze
v ramci kazdého takéhoto ,e-cyklu® musi vyska zasobnika h splitat m < h < m+ V pre vhodnu kon-
Stantu m. V opacnom pripade by totiz iSlo o ,epsilonovy cyklus®“ prvého typu. Vsetkych konfiguracii
(¢, w,yn) s pevoymi w € ¥* ay € I a s |n| < V je v8ak iba kone¢ne vela — konkrétne nie viac
ako |K|- (|T| 4+ 1)V. Polozme C := |K|- (|| + 1)V + 1.

"Hovorime, 7e zasobnik rastie nad vetky medze, ak sa pre vietky n € N automat aspoii raz dostane do konfiguracie
s aspoil n symbolmi na zasobniku.



Automat realizujaci detekciu oboch typov epsilonovych cyklov* si teda moZe v stave pamétat
,harast“ zasobnika a pocet krokov na . Ak ,nérast* dosiahne hodnotu V', ide o ,,epsilonovy cyklus*
prvého typu. Ak pocet krokov na ¢ dosiahne hodnotu C, ide o ,epsilonovy cyklus“ druhého typu.
Ak by mal ist ,narast“ zasobnika do zaporu, nastavi sa na nulu nielen  narast” zésobnika, ale aj
pocitadlo krokov na e (lebo v tomto pripade sa meni hodnota m). Pri kroku na pismeno sa takisto
vynuluja obidve pocitadla.

Lema 2. Nech A = (K, %, T,0,qo, Zo, F) je deterministicky zdsobnikovy automat. Potom existuje
deterministickyj zdasobnikovy automat A’ ekvivalentny automatu A, ktory kaZdij vstup docita do konca
a zastane.

Doékaz. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze deterministicky zasobnikovy automat A je
,hezasekavajici sa“.

Automat A’ = (K', X'\ T,¢, qp, Z)), F') si bude v stave pamétat ,narast zasobnika na * a ,,pocet
krokov na . NavySe bude mat ,,odpadovy“ stav, do ktorého prejde po detekcii ,,epsilonového cyklu®.
Mnozina stavov K’ teda bude dana ako

K = (K x{0,...,V -1} x {0,...,C —1}) U{x},

kde V a C st konstanty zavedené vyssie. Vstupna aj pracovna abeceda ostanti nezmenené: ¥/ = X
a IV =T. Prechodova funkcia ¢’ bude dana nasledovne:

1. Pre vetky p,g € K, ce X, Z € T a~y € I'* také, ze d(p, ¢, Z) = (¢,7) bude mat A" pre kazdé
s €{0,....,V -1} at € {0,...,C — 1} definovany prechod &' ([p, s,t],¢,Z) = ([g,0,0],7).

Pri prechodoch na pismeno sa teda vynuluji obidve pocitadla.

2. Pre vSetky p,q € K a Z € T také, ze 0(p,e,Z) = (q,¢) bude mat automat A’ pre kazdé
t € {0,...,C — 1} definovany prechod ¢'([p,0,t],&,Z) = ([q,0,0],&). Ak by teda malo ist
pocitadlo ,,narastu” zasobnika do zaporu, obidve pocitadla sa vynuluju.

3. Pre vietky p,q € K, Z € T a v € I'" také, ze d(p,e,Z) = (q,v) bude mat A’ pre kazdé
5s€{0,...,V —1} splhajtuce s+ |y| =1 > V a pre kazdé t € {0,...,C — 1} definovany prechod
8 ([p, s,t],e,Z) = (x,Z). Ak teda ,narast zasobnika dosiahne alebo presiahne hodnotu V,
automat A’ prejde do ,,odpadového® stavu.

4. Pre vSetky p,q € K, Z € T' a v € T'* také, ze §(p,e,Z) = (¢,7) bude mat A’ pre kazdé
s€{0,...,V — 1} spliajice s + |y| — 1 > 0 definovany prechod &'([p, s,C —1],¢,Z) = (x, Z).
Ak teda pocet krokov na e dosiahne hodnotu C' a ,narast* zasobnika nejde do zaporu, A’ prejde
do ,,odpadového® stavu.

5. Pre vSetky p,q € K, Z € T' a v € T* také, ze §(p,e,Z) = (¢,7) bude mat A’ pre kazdé
s € {0,...,V =1} at € {0,...,C — 1} neoSetrené v bodoch 2 a7z 4 definovany prechod
([p,s,tl,e, Z) = ([g,s + |7v| — 1,t + 1],7). K ,néarastu zasobnika sa teda pripo¢ita hodnota
|7] — 1 a ,,pocet krokov na & sa zvysi o jedna.

6. Pre vietky ¢ € ¥ a Z € T bude mat automat A’ definovany prechod ¢'(x,¢, Z) = (x, Z).
Automat A’ teda moZe v stave x doéitat vstup.

Dalej polozme g = [qo,0,0], Z) = Zo a F' = F x{0,...,V =1} x{0,...,C —1}. Tym je konstrukcia
automatu A’ dokoncena. O

Na zostrojenie automatu akceptujiceho komplement nie je postacujica ani vymena akceptacnych
a neakceptaénych stavov automatu, ktory kazdy vstup docita do konca a zastane. Problematické si
totiz vypocty, ktoré sa koncia postupnostou niekol'kych krokov na . Ak je napriklad stav g akceptaény
a stav p nie je akceptacny, je vypocet

(QO7w7Z0) H* (Q7€77) + (p7557/)



na slove w akcepta¢ny. Ten isty vypocet je ale akceptacny aj pre automat s vymenenymi akcepta¢nymi
a neakceptaénymi stavmi, v ktorom je akceptaény stav p. Takyto automat tak nemoze akceptovat
komplement povodného jazyka.

RieSenie tohto problému bude spoéivat v zavedeni Specidlnych stavov, ktoré sa buda moct vy-
skytovat iba na konci postupnosti prechodov na €. V nich si bude automat akceptujici komplement
pamétat informaciu o tom, ¢ sa v predchadzajtcej postupnosti prechodov na e vyskytol aspoii jeden
akceptacény stav povodného automatu. Ak nie, bude takyto stav nového automatu akceptacny.

Veta 1. Trieda Lyeicr je uzavretd na komplement.

Dékaz. Nech A = (K,%,T,0,qo, Zo, F') je deterministicky zasobnikovy automat, ktory kazdy vstup
prec¢ita az do konca a zastane. OpiSeme konStrukciu deterministického zasobnikového automatu
A = (K", 2,1, 4}, Zo, F') takého, ze L(A’) = L(A)°.

Mnozina K’ bude dana ako K x {0,...,3} — vyznam jednotlivych stavov je nasledovny:

e Stav [g, 0] zodpoveda stavu ¢ automatu A, pricom v prave vykonévanej postupnosti prechodov
na ¢ sa zatial nevyskytol Ziaden akceptacny stav.

e Stav [g, 1] zodpoveda stavu ¢ automatu A, pricom v prave vykonavanej postupnosti prechodov
na € sa vyskytol aspon jeden akceptac¢ny stav.

e Stav [¢,2] m4 rovnaky vyznam ako [g, 0], ale automat A’ v iom moZe byt iba na konci postup-
nosti prechodov na €.

e Stav [¢, 3] ma rovnaky vyznam ako [g, 1], ale automat A’ v iom moZe byt iba na konci postup-
nosti prechodov na ¢.

Ak gy € F, tak g = [qo, 1] — v dosial vykonanej prazdnej postupnosti prechodov na € sa uz totiz
vyskytol akceptacny stav; v opa¢nom pripade ¢, = [qo,0]. Prechodova funkcia ¢’ bude umoznovat
prdave nasledujice prechody:

1. Pre vietky p,q € K, Z € ' ay € T'* také, ze §(p, e, Z) = (q,7) bude &'([p,0],, Z) = ([q,0], Z)
ak ¢ ¢ F', §'([p,0],¢,Z) = ([g,1], Z) ak g € F a v oboch pripadoch §'([p,1],¢, Z) = ([¢,1], Z).
Druhy komponent sa teda moéze zmenit z 0 na 1 v pripade, Ze je stav g akceptaény.

2. Pre vietky p € K a Z € T také, ze d(p,e,Z) = 0 polozime §([p,0],¢,2) = ([p,2],Z)

a 0'([p,1],e,Z) = ([p, 3], Z). Na konci postupnosti prechodov na ¢ sa teda druhy komponent
zmeni z 0 na 2 az1na3.

3. Pre vetky p,q e K,ce X, ZeT ayel™*sd(pc,Z)=(q,v) bude §'([p,2],¢, Z) = ([q, k], )
ad([p,3l,e, Z) = ([q,k],7), kde k =1 ak g € F a k =0 ak ¢ ¢ F. Krok na pismeno sa teda
moze vykonat iba zo stavu s druhym komponentom 2 alebo 3 a po jeho vykonani sa druhy
komponent nastavi na 0 resp. 1 podla toho, ¢i je novy stav automatu A akceptacny.

Za mnoZinu akceptaénych stavov automatu A’ vezmeme F' = F'x{2}. Automat A’ teda akceptuje,
ak automat A docita vstupné slovo a v celej ,zéverecnej postupnosti krokov na &£ sa nevyskytne
ziaden akceptacny stav. O

3 Trieda Z..cr a Chomského hierarchia

Veta 2. gdetCF g .,Zﬂcp.
Dékaz.

C: Deterministicky zasobnikovy automat je definovany ako $pecialny zésobnikovy automat. Kazdy
jazyk v ZLieicr je preto aj v Lop.

2: Keby bolo Zyeicr 2 Lor, triedy Zyeior a Lo by sa rovnali. Trieda Zyeicr je vak uzavreta
na komplement, kym trieda Zor nie je. Preto Lyeior 2 Lor. O



Veta 3. Z C LyercoF.
Dokaz.

C: Aj ked deterministické konecné automaty z formélneho hladiska nie st deterministickymi za-
sobnikovymi automatmi, zjavne ich tak mozno interpretovat. Presnejsie: ku kazdému DKA
A = (K,X%,0,q0, F) mozno zostrojit (zjavne ekvivalentny) DPDA A’ = (K, %, T, ¥, qo, Zo, F),
kde ' = {Zy} a pre vietky p,q € K ac € X je §'(p, ¢, Zy) = (q, Zy) prave vtedy, ked d(p, c) = q.

2: Jazyk L = {a"b" | n € N} nie je regularny, ale je deterministicky bezkontextovy, pretoze je
akceptovany deterministickym zasobnikovym automatom A = (K, X, T, 4, qo, Zo, F') takym, Ze
K = {QO7Q1aQ2aQB}a Y= {aab}a I'= {avb) ZO}a F= {QO7QS} a

5(6]0,@, ZO) = (qlazoa)a 5((]1,@7@) = (qlaaa)a

6((]1abaa) = (q2a€)a 6(972’[77@) = (q235)7
5((127 &, ZO) = (q3a 8)
(pri¢om tento automat nemé definované Ziadne dalsie prechody). O

Inklaziu Lyeior © ZLor (veta 2) sme dokazali poukdzanim na rozdielne uzaverové vlastnosti
tychto dvoch tried. V nasledujicom dokazeme pre dva konkrétne jazyky ich prislusnost do rozdielu
“Lor — Lyeicr- Kym v dokaze prvého z tychto tvrdeni opéat vyuZijeme uzavretost triedy Zyeicr

na komplement, druhé tvrdenie bude mozné interpretovat ako alternativny dokaz vety 2.
Tvrdenie 1. Jazyk L = {a™b"c" | n € N}C je v Lor — Lyeror

Doékaz. Vieme, 7e L € Zop. Za predpokladu L € Zyicr by naopak v dosledku uzavretosti triedy
Zyesor na komplement bolo LY € Zyuor C Lor, pricom ale L€ = {a"b"c" | n € N} € Lop:
spor. ]

Tvrdenie 2. Jazyk L = {a™b" | n € N} U {a™*" | n € N} je v Lor — Luercr-

Dokaz. Evidentne L € Zop. Za ucelom sporu predpokladajme, Ze aj L € Zjcr. Potom existuje
deterministicky zasobnikovy automat A taky, ze L(A) = L. Nech A’ je nedeterministicky zasobnikovy
automat, ktory je ako A, ale v akceptacnych stavoch ma moznost ,,prejst do svojej kopie*, v ktorej s
vietky prechody na b zmenené na prechody na ¢ (konstrukciu automatu A’ prenechévame ¢itatelovi).
Je zrejmé, Ze automat A’ akceptuje jazyk L' = LU{a"c" | n € N}u{a"c*" | n € N}U{a"b"c" | n € N}.
Pomocou pumpovacej lemy je vSak lahko mozné dokazat, ze L' & £ p: spor. O

4 Zakladné uzaverové vlastnosti triedy Z.cr

Ako bolo dokézané vyssie, trieda Zycr je uzavreta na komplement. V nasledujicom preskiimame
d'alsie uzaverové vlastnosti triedy Zyeicr-

Veta 4. Trieda Ly nie je uzavretd na zjednotenie.

Doékaz. Jazyky L1 = {a™b" | n € N} a Ly = {a"b?*" | n € N} st obidva deterministické bezkontex-
tové — deterministicky zasobnikovy automat akceptujtci jazyk L; sme skonsStruovali v rdmci ddkazu
vety 3 a rovnaky automat mozno Tahko upravit, aby akceptoval jazyk Lo. Jazyk Li U Ly vSak nie je
deterministicky bezkontextovy (tvrdenie 2). O

Platnost predchédzajuceho tvrdenia je mozné intuitivne zddvodnit poukdzanim na skutocnost,
Ze deterministicky zasobnikovy automat (na rozdiel od nedeterministického) nemé v avode vypoctu
moznost rozhodnut sa, ktory z dvoch automatov pre jednotlivé jazyky simulovat. V nasledujicom
uvidime, Ze ide v podstate o jedind prekdzku znemoznujicu akceptovat zjednotenie dvoch determi-
nistickych bezkontextovych jazykov. DokaZzeme totiz, ze trieda Lye:op je uzavreta na tzv. oznadené
zjednotenie, ktoré pre jazyky Li, Lo C ¥* a novy symbol a € ¥ mozno definovat ako ali U Lo —
pritomnost resp. nepritomnost symbolu a na zaciatku slova teda urcuje automat, ktory je potrebné
simulovat.



Veta 5. Trieda Lyecr je uzavretd na oznacené zjednotenie.

Dokaz. Dokazeme, ze ak L1 C X7 a Ly C X3 st deterministické bezkontextové jazyky, je determinis-
ticky bezkontextovy aj jazyk alqi U Lo, kde a € 31 U 2.

Nech A; = (Kl, 1,1, 61, qo,1, Zo71, Fl) a Ay = (KQ, 1,19, 09, q0,2, Z()72, FQ) su deterministické
zasobnikové automaty také, ze L(A;) = Ly a L(As2) = L. Predpokladajme navySe, Ze automat Ao
je v normalnom tvare, v ktorom sa stav gp2 moze vyskytnut iba na samom zaciatku vypoctu. Au-
tomat A = (K,%,T,4,qo, Zo, F) akceptujuci jazyk alj U Ly zostrojime nasledujicim sposobom:
K =K{ UKo, 2221U22U{a}, I'=T1UTly, 4o = 40,2, 20 :Z[)VQ, F=FUF,a

6(qo,2, @, Zo0,2) = (90,1, Z0,1);
5q,2,2) = 01(q,2,2), Vge K1 VzeXU{e}VZ €Ty,
5q,2,2) = d2(q, 2, Z2), Vge Ko Vze X U{e} VZ €Ty;

automat A nemé4 definované ziadne d'alsie prechody. O

Poznamka 3. Obcas je vyhodnejsie pracovat s mierne odlisnou definiciou oznaceného zjednotenia
ako jazyka alqi UbLg, kde a, b st rozne symboly, ktoré nemusia byt nové. Drobnou tpravou dékazu
vety 5 mozno Tahko odvodit uzavretost triedy Zie;cr aj na takto definovanii operaciu.

Veta 6. Trieda ZLyeicr nie je uzavretd na prienik.

Dékaz. Trieda Lyeror je uzavreta na komplement, pricom z De Morganovych zakonov vyplyva rov-
nost Ly U Ly = (Llc N LQC)C. Ak by teda trieda Zj;cr bola uzavretd na prienik, bola by uzavreta
aj na zjednotenie, ¢o je spor s vetou 4. O

Poznamka 4. Predchadzajicu vetu mozno dokéazat aj pomocou jednoduchého protiprikladu. Lahko
totiz vidiet, Ze jazyky Li = {a"b™c™ | n,m € N} a Ly = {a™b™c™ | n,m € N} su obidva determinis-
tické bezkontextové. Ich prienik Ly N Ly = {a™b"¢™ | n € N} v8ak nie je ani bezkontextovy. Takymto
sposobom teda dostdvame dokonca o nieco silnejsie tvrdenie, neZ v zneni predchadzajucej vety.

Veta 7. Trieda Lyercr je uzavretd na prienik s reguldrnym jazykom.
Doékaz. Rovnako ako pre bezkontextové jazyky. O
Veta 8. Trieda ZLyercr nie je uzavretd na zretazenie.

Dékaz. Nech Ly, Ly st deterministické bezkontextové jazyky nad abecedou X také, Ze ich zjednotenie
Ly U Ly nie je deterministické bezkontextové. Ak a ¢ 3 je novy symbol, jazyk L3 := alq U Lo je
deterministicky bezkontextovy. Jazyk a* je regularny, a teda tiez deterministicky bezkontextovy.
Dokazeme, Ze zretazenie tychto jazykov — jazyk a*Ls — nie je v ZLyeioF-

Za ucelom sporu predpokladajme, Ze a*Ls € Lyeicr. Z uzavretosti triedy Zyecr na prienik
s reguldrnym jazykom dostavame, Ze aj jazyk

Ly:=a"L3NaX* =aliUals

je v ZLietcr. Potom existuje DPDA A = (K,%,T,0,qo, Zo, F) taky, ze L(A) = L4. Bez ujmy
na vieobecnosti mozno predpokladat, Ze &(qo,a, Zo) # 0 a d(qo,c,Zo) = 0 pre vietky ¢ # a.2
Potom mozno zostrojit DPDA A" = (K',X.T,¢, ¢}, Zo, F), kde K’ = K U {q,}, q( je novy stav,
8 (qb. €, Zo) = 6(qo,a, Zy) a §'(q,2,Z) = 6(q,2,Z) pre vietky g € K, z € XU {e} a Z € I'. Ocividne
L(A’) = L1ULs, ¢o je spor s predpokladom, Ze jazyk L1 ULs nie je deterministicky bezkontextovy. [J

2Tlahko vidiet, ze vypolet automatu A sa moze zacinat nanajvys kone¢ne dlhou postupnostou prechodov na e. Prvy
prechod na pismeno tak moZno pri troche ostrazitosti ,presuniut* hned na zaciatok vypoctu. Dalej mozno ocividne
lahko docielit, aby sa konfiguracia so stavom ¢o a symbolom Zy na vrchu zasobnika mohla vyskytnit iba na zaciatku
vypocétu. V takom pripade sii prechody zo stavu go na ¢ # a a Zp zbyto¢né a moZno ich odstranit.



Veta 9. Trieda Lyeicr nie je uzavretd na iterdciu.

Doékaz. Nech Ly = {a™" | n € N} a Ly = {a"b*" | n € N}. Obidva jazyky st deterministické
bezkontextové, ale jazyk L; U Lo deterministicky bezkontextovy nie je.

Je jednoduchym cvi¢enim dokéazat, ze pre vietky L € Zyeror je aj LU{c} € Lyetor. Z uzavretosti
na oznacené zjednotenie preto vyplyva, Ze deterministicky bezkontextovy je aj jazyk

L3 := {C} Ueli1 ULy = C(Ll U {6}) U Lo,

kde ¢ je novy symbol. UkdZeme, Ze jazyk L3 nie je deterministicky bezkontextovy.
Za ucelom sporu predpokladajme, Ze jazyk L3 je deterministicky bezkontextovy. 7 uzavretosti
triedy Zjetcr na prienik s regularnym jazykom potom vyplyva, Ze aj jazyk

Ly:=LiNca™b" = (cLy UcLy) — {c}

je deterministicky bezkontextovy. Je trivialnym cvi¢enim dokézat, Ze potom je deterministicky bez-
kontextovy aj jazyk cLy U cLs. Rovnako ako v dokaze vety 8 by nasledne bolo mozné uzavriet, Ze je
deterministicky bezkontextovy aj jazyk L1 U Lo, ¢o je spor s volbou jazykov Li a Lo. O

Veta 10. Trieda Lyeicr nie je uzavretd na kladni iterdciu.
Dékaz. Podobne ako pre iteraciu. O
Veta 11. Trieda Lyeicr nie je uzavretd na reverz.

Dékaz. Nech L1 = {b"a™ | n € N} a Ly = {b*a" | n € N}. Obidva jazyky st zjavne determinis-
tické bezkontextové. Nech Ls := L; U dLy je oznacené zjednotenie jazykov L; a Lo, ktoré je tiez
deterministické bezkontextové. Dokézeme, Ze jazyk

LE = {a"b" | n e N} U {a"b*"d | n € N}

nie je deterministicky bezkontextovy. V zasade stac¢i zreplikovat dokaz tvrdenia 2. Nech teda A je
DPDA akeeptujici jazyk L. Nech A’ je nedeterministicky zasobnikovy automat, ktory je ako A,
ale v akceptacnych stavoch mé navySe moznost zacat ¢itat namiesto symbolov b symboly c¢. Takyto
automat zjavne akceptuje jazyk

Ly :=LEU{a"c" | n € N}U{a"c¢*™d | n € N} U {a"b"c"d | n € N},
o ktorom mozno pomocou pumpovacej lemy dokazat, Ze nie je bezkontextovy — spor. O

Veta 12. Trieda ZLyecr nie je uzavretd na homomorfizmus.

Doékaz. Nech Ly, Ly € ZLyeior st jazyky nad abecedou X také, ze L1 U Ly & Zyeicr- Nech a € X je
novy symbol. Jazyk L3 := alj U L9 je deterministicky bezkontextovy.

Uvazujme teraz homomorfizmus h: (X U {a})* — X* taky, ze h(a) = € a pre vietky ¢ € X je
h(c) = c. Potom ale h(L3) = L1 U Lg, ¢o nie je deterministicky bezkontextovy jazyk. O

Poznamka 5. Podobne moZno dokézat, Ze trieda Zycp nie je uzavretd ani na nevymazavajuci
homomorfizmus. Nech L1, Ly € Zyeicr su jazyky také, ze L1 U Ly & Zyeicr a nech a, b st nové sym-
boly. Jazyk aLi UbLs je deterministicky bezkontextovy. Pomocou nevymazavajiceho homomorfizmu
ho v8ak oc¢ividne mozno ,prerobit” na jazyk alLi U alLs. Ak by ale tento jazyk bol deterministicky
bezkontextovy, bol by deterministicky bezkontextovy aj jazyk L; U Lo (argumentécia je rovnaka ako
v dokaze vety 8).

Veta 13. Trieda Lyeicr je uzavretd na inverzng homomorfizmus.

Dékaz. Rovnako ako pre bezkontextové jazyky. O



5 Akceptacia prazdnym zasobnikom

Vieme, Ze (nedeterministické) zasobnikové automaty akceptujice stavom si ekvivalentné (nedetermi-
nistickym) zasobnikovym automatom akceptujicim prazdnym zasobnikom. V nasledujucom ukazeme,
ze pre deterministické zésobnikové automaty tieto dva moédy akceptécie ekvivalentné nie si, pricom
akceptacia stavom je silnejsia. Tato skutocnost je dosledkom bezprefixovosti jazykov akceptovanych
deterministickymi zdsobnikovymi automatmi prazdnym zasobnikom.

Definicia 4. Jazyk L C X* je bezprefivovy, ak pre Ziadne u € ¥* a v € ¥ T nie je stcasne u € L
auv € L.

Veta 14. Nech A = (K, %,T,6,qo, Zo, F') je deterministicky zdisobnikovy automat. Potom je jazyk
N(A) bezprefixovy.

Dokaz. Nechu € N(A)av € 1. Potom pre nejaké ¢ € K musi byt (qo, u, Zo) F* (¢, ¢, ) av dosledku
toho aj (qo,uv, Zy) F* (¢, v,€). Automat A deterministicky — vypocet automatu A na slove uv sa teda
musi dostat do konfiguracie (¢, v, ). V tejto konfiguracii je zasobnik prazdny a automat A nemodze
urobit Ziaden d'alsi krok vypoctu. Z neprazdnosti slova v potom vyplyva, Ze automat A nikdy nedodcita
slovo wwv; preto uv ¢ N(A). O

MozZeme teraz pristupit k samotnému porovnaniu oboch médov akceptacie. Najprv dokdzeme, Ze
akceptacia stavom nie je slabsia, nez akceptacia prazdnym zasobnikom. Ak teda pre nejaky jazyk L
existuje DPDA A taky, ze L = N(A), tak existuje aj DPDA A’ taky, ze L = L(A").

Veta 15. Nech A = (K, %, 1,9, qo, Zo, F') je deterministicky zdsobnikovy automat. Potom existuje
deterministicky zdsobnikovy automat A’ taky, Ze L(A") = N(A).

Dokaz. Konstrukcia automatu A" = (K', X'\ TV, ¢, qf), Z|, F') je rovnaka ako pre (nedeterministické)
zésobnikové automaty: K’ = K U{q(, gan }, kde ¢(,, ¢an & K st nové stavy, ¥’ =X, IV =T U{Z), D},
kde Z) a D st nové symboly, F' = {¢an} a prechodové funkcia ¢’ je dana ako

5,((](/)757 Zé) = (quDZO)y
8(q,2,2) = 6(q,2,2), Vge KVzeXU{e} VZ €T,
5,((]75aD) = (Qﬁnae)a Vq € K,

pricom automat A’ nem4 definované Ziadne d'alsie prechody. V poslednom riadku definicie prechodo-
vej funkcie je prepisanie symbolu D na e o¢ividne nepodstatné. Dolezity je len prechod do (jediného)
akceptaéného stavu a skuto¢nost, Ze zo stavu ¢g, nie st definované Ziadne dalsie prechody. O

Akceptacia prazdnym zasobnikom je ale slab8ia, nez akceptécia stavom — pojde o dosledok nasle-
dujtcej vety.

Veta 16. Ezistuje jazyk L € Lyeicr, pre ktory neexistuje Ziaden deterministicky zdsobnikovy auto-
mat A taky, Ze N(A) = L.

Dokaz. Napriklad jazyk L = {a,b}" je regularny, a teda deterministicky bezkontextovy. Jazyk L vak
nie je bezprefixovy, a preto podla vety 14 neexistuje ziaden deterministicky zasobnikovy automat
akceptujtici jazyk L prazdnym zasobnikom. O

Bezprefixovost jazyka sa da jednoduchym spdsobom zarucit pridanim Specialnej ,zarazky*“ $
na koniec kazdého slova. DokézZeme, Ze pre kazdy deterministicky bezkontextovy jazyk je takto upra-
veny jazyk akceptovany nejakym DPDA prazdnym zasobnikom.



Veta 17. Nech A = (K, %, 1,9, qo, Zo, F') je deterministicky zdsobnikovy automat. Potom existuje
deterministicky zdsobnikovy automat A’ taky, ze N(A) = L(A)$, kde $ € 3 je novy symbol.

Doékaz. Bez ujmy na vSeobecnosti moZzeme predpokladat, Ze automat A je ,,nezasekévajici sa‘““. To ok-
rem iného znamené, Ze automat A v Zziadnom svojom vypoéte nevyprazdni zasobnik. Staci teda
do kazdého akceptacného stavu pridat prechod na $, ktory zasobnik vyprazdnit ,,umozni“.
Automat A" = (K', ¥ 1", ¢, qp, Z}, F') teda zostrojime nasledovne: K’ = K U {l|}, kde | € K je
novy stav, ¥’ =X U{$}, I =T, ¢ = qo, Z), = Zy, F’ = () a prechodova funkcia ¢’ je dana ako

§(q,2,2) = 6(q,2,2), Vge KVzeXU{e} VZ €T,

§(¢,8,2) = (1, 2), Vge FYZ €T,
3 (,e,2) = (I,¢), VZ eT,
pricom automat A’ neobsahuje Ziadne d'aldie prechody. O

Nasledujiica veta poskytuje tplni charakterizaciu triedy jazykov akceptovanych deterministic-
kymi zasobnikovymi automatmi prazdnym zasobnikom.

Veta 18. Nech L je jazyk. Deterministicky zasobnikovy automat A taky, Ze N(A) = L potom existuje
prave vtedy, ked L € ZLyeicr a sucasne je jazyk L bezprefizovy.

Dokaz.
=: Vyplyva z viet 14 a 15.

<: V deterministickom zasobnikovom automate akceptujiicom bezprefixovy jazyk st prechody ve-
dice z akceptacnych stavov o¢ividne zbyto¢né a mozno ich odstranit. Po ich odstraneni mozno
pre ,nezasekdvajice sa“ automaty postupovat podobne ako v dékaze vety 17 — prechod umoz-
nujuci vyprazdnit zasobnik uz ale nebude na $, ale na . O

6 Normalny tvar deterministickych ziasobnikovych automatov

Pri niektorych konstrukcidch a dokazoch mézu byt uZzitoéné tvrdenia o normalnych tvaroch determi-
nistickych zasobnikovych automatov kladtcich obmedzenia na slové, ktoré mozno v jednom kroku
pridat na zasobnik. V nasledujicom sformulujeme dve takéto tvrdenia (jedno slabgie, druhé silnej-
§ie), pricom zakazdym uvedieme len myslienku dékazu a (priamociare) konstrukcie budt prenechané
citatelovi ako jednoduché cvicenie.

Lema 3. Nech A je deterministicky zasobnikovy automat. Potom existuje deterministicky zdsobnikovy
automat B = (K, %,T,0,qo, Zo, F) taky, Ze L(B) = L(A) a pre vSetky p,q € K, z€ XU {e}, Z €T
ay €I jelvy| <2 kedykolvek 6(p,z,Z) = (q,7).

Pocet symbolov na zasobniku automatu B sa teda v jednom kroku vypoé¢tu bud nezmeni vobec,
alebo sa zmeni prave o jeden symbol. Konstrukcia automatu B je pomerne priamociara — staci
prechody d(p,z,Z) = (q,7) pre |y| > 2 rozdelit na niekolko prechodov vyhovujtcich podmienke
z lemy 3.

Veta 19. Nech A je deterministicky zdsobnikovy automat. Potom existuje deterministicky zdsobni-
kovy automat B = (K, X, T, 6, qo, Zo, F) taky, Ze L(B) = L(A) a pre vSetky p,q € K, z € ¥ U {e},
Zel ayel™ také, zZe 6(p,z,Z) = (q,7) je

(1) v =¢, alebo
(11) v = Z, alebo

(1i1) v = ZY pre nejaké Y € T.
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Tato veta je zosilnenim lemy 3, kedZe hovori, Ze v kaZdom kroku vypoctu sa bud odstrani
jeden symbol z vrchu zasobnika (operacia ,,pop*), alebo ostane obsah zasobnika nezmeneny, alebo
sa na zasobnik prida prave jeden symbol Y (operacia ,push®). Konstrukcia takéhoto automatu B
vychédza z automatu A v normélnom tvare z lemy 3, ktory je nésledne upraveny tak, aby na dne
zésobnika udrziaval §pecialny symbol D a aby si symbol na vrchu zasobnika automatu A nepamétal
na zasobniku, ale v stave. Ak ma teda automat A na zasobniku slovo 72, ma automat B na zasobniku
slovo Dy a symbol Z si paméata v stave. Pri takejto reprezentacii je zrejmé, Ze vSetky prechody
automatu A mozno simulovat tak, aby bola splnena niektora z podmienok (i) az (7ii).

7 Predpovedajtice stroje

Nech A = (K4,%,T,04,p0, Z0, Fa) je deterministicky zasobnikovy automat v normélnom tvare
z vety 19. Nech B = (Kp,%,0p,70, FB) je deterministicky kone¢ny automat. Predpovedajici stroj
(angl. predicting machine) w(A, B) je deterministicky zasobnikovy automat, ktory je ako A, ale
na zasobniku si okrem zasobnikovych symbolov automatu A paméaté aj dalsie informécie ohladom
vypoctov automatov A a B. Presnejsie: kazdy zasobnikovy symbol Z v konfiguréicii automatu A je
v konfiguracii predpovedajuceho stroja m(A, B) nahradeny nejakou dvojicou [Z, u], kde u je mnozina
dvojic stavov (p,r) € K4 x Kpg. To je zndzornené na obrazku 1.

blb|lblal|lbl|a Zs blbl|lblalbla [Z5, 5]
/J Zy /} [Z4, 4]

Z3 23, 3]

Riadiaca jednotka Zs Riadiaca jednotka [ Zo, 2]

Stav: ¢ 7 Stav: ¢ [Zla ,ul]

(a) Konfiguracia automatu A. (b) Zodpovedajica konfiguracia stroja 7(A, B).

Obr. 1: Predpovedajici stroj (A, B) moZno interpretovat ako deterministicky zasobnikovy automat A so za-
sobnikovymi symbolmi rozsirenymi o informéaciu ohladom vypoc&tov automatov A a B. T4 je dana v podobe
mnoZin p obsahujucich dvojice stavov (p,r) € Ka x Kp.

Uvazujme teraz konfiguraciu z obrazku 1. Dvojica stavov (p,r) € K4 X Kp je v mnoZine s prave
vtedy, ked existuje slovo w € X* také, zZe:

(i) Pre nejaké pp € Faa a €I je (p,w, Z1...Z5) FY (pr, €, o).
(i7) Pre nejaké rp € Fp je (r,w) b5 (rF,¢).

Vo vSeobecnosti plati, Ze ak je predpovedajuci stroj m(A, B) v konfiguracii, kde na zasobniku je
slovo [Z1, p1][Z2, 2] - . . [Zk, pi], tak dvojica stavov (p,r) € K4 x Kp je v mnozine juy prave vtedy,
ked existuje slovo w € X* také, 7e:

(i) Pre nejaké pp € Fa a a € '™ je (p,w, Z1 ... Zy) F% (pr, €, ).
(i7) Pre nejaké rp € Fp je (r,w) F5 (rp, ).

Typické pouzitie predpovedajiceho stroja spociva vo vyuziti informécie zapaméitanej v mnozine g
na vrchu zasobnika na zistenie, ¢i tato obsahuje dvojicu (¢, 79), kde ¢ je aktualny stav predpoveda-
juceho stroja (a teda aj automatu A po rovnakom poéte krokov vypoc¢tu na rovnakom vstupe) a rg
je pociatoény stav konecéného automatu B. V takom pripade totiz mozno slovo u doposial preci-
tané predpovedajicim strojom (resp. automatom A) predlzif nejakym slovom v € L(B) tak, Ze
uv € L(A).3 Informéacie uloZené v zasobnikovych symboloch tak umozituju predpovedat, ¢ doposial
precitané slovo mozno predizit nejakym slovom z L(B) tak, aby vysledné slovo bolo z L(A).

3Tuato vlastnost predpovedajucich strojov teda mozno vyuzit na dokaz, ze trieda ZLieior je uzavreta na pravy
kvocient s regularnym jazykom.
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V nasledujticom opiSeme konstrukciu predpovedajuceho stroja w(A, B). Pri nej budeme vyuzivat
nasledujiice oznacenia:

e Pre p € K4 a Z € I' oznac¢ime ako A, 7 automat (K, %,T',04,p, Z, Fa). Ide teda o auto-
mat A s pociatoénym stavom zmenenym na p a pociatoénym zasobnikovym symbolom zmene-
nym na Zj.

e Pre p € K, oznacime ako N,(A) jazyk {w € ¥* | (po,w, Zop) FY (p,e,¢)}. Ide teda o jazyk
vSetkych slov w, ktoré automat A akceptuje prazdnym zasobnikom tak, Ze vypocet skonéi
v stave p. Podobni notaciu budeme pouzivat aj pre iné zasobnikové automaty.

e Pre r € Kp oznatime ako B, automat (Kp,%,dp,r, Fp). Ide teda o kone¢ény automat B
s pociatocnym stavom zmenenym na 7.

e Prer € Kp oznacime ako L, (B) jazyk {w € ¥* | (ro, w) F5 (r,€)}. Ide teda o jazyk akceptovany
koneénym automatom B s mnozinou akceptaénych stavov zmenenou na {r}.

Predpovedajiici stroj m(A, B) bude dany ako 7(A, B) = (Ka, %, T x 2K4%EB 5 14 [ Zo, o), Fa),
pricom ostéva Specifikovat ug a prechodovi funkciu 0. MnoZinu pg definujeme ako

1o ={(p.) € Ka x Kp | L(4y2,) N L(By) # 0}.

Jej prvkami su teda prave vsetky dvojice (p,r) € K x Kp, pre ktoré existuje slovo w € ¥* také,
7e do akceptacného stavu prejde na slovo w ako automat A z konfigurécie so stavom p a obsahom
zésobnika Zj, tak aj automat B zo stavu r. Podmienka kladena na predpovedajuci stroj je tak
splnena. VSimnime si tieZ, Ze mnozinu py mozno vypocitat algoritmicky, kedze jazyk L(Ay, z,)NL(B;)
je bezkontextovy (pretoze ide o prienik bezkontextového jazyka s regularnym) a problém prazdnosti
je pre bezkontextové jazyky rozhodnutelny.

Prechodova funkcia § bude dana nasledovne (budeme vyuzivat, Zze automat A je v normélnom
tvare z vety 19):

e Pre vietky p,p' € Ky, 2z € XU {e} a Z € T také, ze da(p,2,Z) = (p/,e) bude pre vsetky
p € 2K4xKs definovany prechod 6(p, 2, [Z, u]) = (¢, ).

e Pre vietky p,p’ € Ka, 2z € XU {e} a Z € T takeé, ze da(p,2,Z) = (p/, Z) bude pre vetky
p € 2KaxKs definovany prechod d(p, z, [Z, u]) = (¢',[Z,u]). Obsah zasobnika totiz ostava
nezmeneny, a teda aj mnozina dvojic stavov z definicie mnoziny p ostava nezmenené.

e Pre vietky p,p' € Kux, z€ X U{e} a Z,Y €T také, ze 04(p,2,7Z) = (p/, ZY ) bude pre vietky
p € 2K4xKs definovany prechod 8(p, 2, [Z, u]) = (p', [Z, p][Y, 1)), kde n obsahuje dvojice stavov
(p,T) také, Ze nastane jedna z nasledujucich dvoch moznosti:

a) L(Apy) N L(Br) # 0. To zodpoveda tym slovam w € ¥*, ktoré splhaji podmienku z defi-
nicie predpovedajticeho stroja pre dvojicu (p,7) a zaroven stroj A vo vypocte na slove w
nevyuzije ziaden zasobnikovy symbol, ktory je na zasobniku pod Y.

b) Pre nejaké (s,t) € p je Ng(Apy) N Liy(By) # 0. To zodpoveda tym slovaim w € X*,
ktoré splhaju podmienku z definicie predpovedajiiceho stroja pre dvojicu (p,7) a zaroven
automat Apy po prvy raz ,narazi“ na dany vyskyt zasobnikového symbolu Z v stave s,
pricom automat Br po precitani rovnakej Casti slova pride do stavu t.

Predpovedajuci stroj m(A, B) nemé definované ziadne dalsie prechody. Opéf si tiez modzeme vSim-
nut, ze vdaka rozhodnutelnosti problému prazdnosti prieniku pre bezkontextové jazyky je uvedena
konstrukcia prechodovej funkcie realizovatelna algoritmicky.
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8 Dalsie uzaverové vlastnosti triedy Z.icr

Kedze su standardné uzaverové vlastnosti triedy Zye:cr 0 poznanie horSie, nez v pripade tried
Chomského hierarchie, mézu sa pri dékazoch zist poznatky o uzavretosti tejto triedy na rézne menej
klasické operacie. V nasledujicom preto dokdzeme uzavretost triedy .Zj;cr na operacie MIN a MAX,
ktoré najprv zadefinujeme.

Definicia 5. Nech ¥ je abeceda a L C ¥* jazyk. Potom
MIN(L) ={w e L |Vu,v e ¥ : (w=uv AN u€ L)=v=¢c}.

Jazyk MIN(L) teda obsahuje vSetky slova w také, ze w je v L a stcasne ziaden vlastny prefix
slova w nie je v L.

Definicia 6. Nech X je abeceda a L C ¥* jazyk. Potom
MAX(L)={w € L |VYr € X" :wz ¢ L}.

Jazyk MAX(L) teda obsahuje vSetky slova w také, Ze w je v L a safasne w nie je vlastnym
prefixom Ziadneho slova v L.

Veta 20. Trieda Lyeicr je uzavretd na operdciu MIN.

Doékaz. Nech L € Zyqcr je deterministicky bezkontextovy jazyk akceptovany deterministickym
zasobnikovym automatom A = (K,%,T", 6, qo, Zo, F'). Jazyk MIN(L) je akceptovany deterministic-
kym zasobnikovym automatom A’ = (K, X, T, ¢, q), Zo, F'), ktory vznikne z A odstranenim vset-
kych prechodov z akceptaénych stavov. Pre vietky ¢ € K — F, z € YU {e} a Z € T teda bude
§(q,2,2) =6(q,2,7Z) apre vietky g € F, z€ XU {e} a Z € I bude ¢'(q, 2, Z) = 0. O

Veta 21. Trieda Lyeicr je uzavretd na operdciu MAX.

Doékaz. Nech L C ¥* je deterministicky bezkontextovy jazyk. Nech A je deterministicky zasobnikovy
automat taky, ze L(A) = L. Nech B je deterministicky koneény automat taky, ze L(B) = X7, ktory

je dany ako na obrazku 2.
@ Vee X ’ Vee

Obr. 2: Deterministicky kone¢ny automat B.

Nech teraz 7(A, B) je predpovedajici stroj zodpovedajici automatom A a B. Nech A’ je deter-
ministicky zasobnikovy automat, ktory vznikne tupravou stroja m(A, B) tak, aby mohol akceptovat
prave vtedy, ked je v akceptacnom stave p a sucasne je zasobnik bud prazdny, alebo je na jeho vrchu
symbol [Z, u], kde [p,ro] € pu. Automat A’ teda akceptuje slovo u prave vtedy, ked u € L a zaroven
neexistuje Ziadne slovo v € X7 také, Ze uv € L. O

Ako ukazkovu aplikiciu vety o uzavretosti triedy Zye:cr na operaciu MIN v nasledujicom doka-
7eme, Ze jazyk L = {ww® | w € {a,b}*} nie je deterministicky bezkontextovy.

Tvrdenie 3. Jazyk L = {ww® | w € {a,b}*} je v Lor — Lyetcr-

Doékaz. Skutocnost L € ZLop je dostatoCne znama. Zostava teda dokézat L & Zyecr. Za Géelom
sporu predpokladajme, Ze L € Zy.;cp. Je pomerne jednoduchou tlohou dokazat, Ze v takom pripade
je deterministicky bezkontextovy aj jazyk

Ly :=L—{e} = {ww® | w e {a,b}}.
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Ked7ze je trieda Zyecr uzavreta na prienik s regularnym jazykom, je deterministicky bezkontextovy
aj jazyk

L3 := Ly N (ab)*(ba)* (ab)*(ba)* = {(ab)"(ba)’ (ab)’ (ba)" | i, €N; i >0 V j > 0}.

Z uzavretosti triedy Zyercr na operaciu MIN dalej vyplyva, Ze je deterministicky bezkontextovy
aj jazyk ' ' ' '
Ly := MIN(L3) = {(ab)" (ba)’ (ab)? (ba)" | i,j € N; 0 < j < i}.

Jazyk MIN(L3) je dany uvedenym spdsobom, pretoZe pre i < j je slovo (ab)i(ba)i € L3 prefixom slova
(ab)’(ba)? (ab)’ (ba)'. V opatnom pripade nema slovo (ab)(ba)’ (ab)’ (ba)" ziaden prefix z jazyka Ls.

Nech teraz h: {a,b}" — {a,b}" je homomorfizmus taky, Ze h(a) = ab a h(b) = ba. Z uzavretosti
triedy Zjetcr na inverzny homomorfizmus potom vyplyva, Ze jazyk

Ls = h"1(Ly) = {a'V b | i,j € N; 0 < j <i}.

je deterministicky bezkontextovy. Pomocou pumpovacej lemy vSak o tomto jazyku mozno Tahko
dokazat, Ze nie je ani bezkontextovy. Dospeli sme teda k sporu. O

9 Rozhodovacie problémy pre deterministické bezkontextové jazyky

Na prednéske bolo dokézanych viacero vysledkov o (ne)rozhodnutelnosti niektorych standardnych
problémov pre jazyky tried Chomského hierarchie. V nasledujticom vygetrime rozhodnutelnost tychto
problémov pre deterministické bezkontextové jazyky.

Veta 22. Problém prislusnosti komplementu do Lyeicr je pre deterministické bezkontextové jazyky
trividlny, a teda rozhodnutelns.

Dékaz. Vyplyva z uzavretosti triedy Zye;cr na komplement. O
Veta 23. Problém prdzdnosti je pre deterministické bezkontextové jazyky rozhodnutelns].
Doékaz. Vyplyva z rozhodnutelnosti tohto problému pre bezkontextové jazyky. O
Veta 24. Problém konecnosti je pre deterministické bezkontextové jazyky rozhodnutelny.
Doékaz. Vyplyva z rozhodnutelnosti tohto problému pre bezkontextové jazyky. O

Veta 25. Problém ckvivalencie s requldarnym jazykom je pre deterministické bezkontextové jazyky
rozhodnutelny.

Dékaz. Nech A je deterministicky zasobnikovy automat a B je deterministicky konecny automat.

Zrejme L(A) = L(B) prave vtedy, ked

(L(A) N L(B)Y) U(L(A)® N L(B)) = 0. (1)
Kedze s triedy Zyeror a # efektivne® uzavreté na komplement, trieda Zyeicr je efektivne uzavreta
na prienik s reguldrnym jazykom a trieda Zor je efektivne uzavreta na zjednotenie, mozno na zéklade
kodov automatov A a B algoritmicky zostrojit kod (vo vSeobecnosti nedeterministického) zasobni-
kového automatu akceptujticeho jazyk (L(A) N L(B)®) U (L(A)° N L(B)). Na overenie rovnosti (1)
uz potom stadi zistit, ¢i tento automat akceptuje prazdny jazyk, ¢o je (ako je zname z prednasky)
rozhodnutelny problém. O

Veta 26. Problém requldrnosti je pre deterministické bezkontextové jazyky rozhodnutelnsy.

Dékaz. Presahuje ramec tychto poznamok. O

4Na zaklade kodu automatu A mozno algoritmicky zostrojit koéd automatu akceptujaceho L(A)C.
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Na dokaz nerozhodnutel nosti problému prazdnosti prieniku vyuZijeme tzv. jazyk platnijch vijpoctov
deterministického Turingovho stroja.

Definicia 7. Nech A = (K,X,T,0,qo, F) je deterministicky Turingov stroj taky, ze K N T = ()
a# & KUT. Jazykom platnygch vypoctov stroja A nazveme jazyk Lpy(A) pozostavajici zo slov

wo#wfc#wg#w?# o Hwyg

pre k € N parne a
wottwiHwowiH# . Hwfl

pre k € N neparne, pricom z obidvoch druhov patria do Lpy (A) prave vietky slova spliajtce nasle-
dujtice podmienky:

(71) Pre i = 0,...,k je w; konfiguracia stroja A chapana ako slovo w € KBI'*B U BI'*KT*B,
v ktorom stav urcuje poziciu hlavy.

(77) Konfiguracia wg je pociato¢na.
(731) Konfiguracia wy, je akceptacna.
(i) Prei=1,...,k je wi—1 F4 w;.
Dokazy nasledujucich dvoch lem prenechavame Citatelovi ako jednoduché cvicenie.

Lema 4. Nech A = (K,X,T',9,q0,F) je deterministicky Turingov stroj. Potom ezistuji jazyky
Li,Ly € Lyeror také, Ze Lpy(A) = Ly N Ly. Kody deterministickych zdsobnikovych automatov
akceptujicich jazyky L1 a Lo st navyse algoritmicky zostrojitelné na zdklade kédu stroja A.

Lema 5. Nech A = (K,%,T,0,qo, F) je deterministicky Turingov stroj. Jazyk Lpy(A) je prizdny
prdave vtedy, ked je prazdny jazyk L(A).

Veta 27. Problém prdzdnosti prieniku je pre deterministické bezkontextové jazyky nerozhodnutelng.

Dokaz. Redukciou problému préazdnosti pre rekurzivne vyéislitelné jazyky na problém préazdnosti
prieniku pre deterministické bezkontextové jazyky.

Nech B je deterministicky Turingov stroj. Nech Aj, As st deterministické zasobnikové automaty
také, ze L(A1) N L(As) = Lpy(B). Podla lemy 4 st kody automatov A a Ag algoritmicky zostro-
jiteIné na zaklade kodu stroja B. Podla lemy 5 je navySe jazyk Lpy(B) = L(A;) N L(A2) prazdny
prave vtedy, ked je prazdny jazyk L(B).

Na rozhodnutie prazdnosti jazyka L(B) teda staci zostrojit kody automatov A; a As a pouZit
ich ako vstupy pre ,,podprogram* rozhodujuci prazdnost prieniku pre deterministické bezkontextové
jazyky. O

Veta 28. Problém inklizie je pre deterministické bezkontextové jazyky nerozhodnutelns.

Dokaz. Zrejme Ly N Lo = () prave vtedy, ked L; C Lg. Kedze je trieda Ly cr efektivne uzavreta
na komplement, bolo by v pripade rozhodnutelnosti problému inklazie mozné rozhodovat aj neroz-
hodnutelny problém prazdnosti prieniku. O

Na dokaz nerozhodnutelnosti problému prislusnosti prieniku deterministickych bezkontextovych
jazykov do Lyeror je potrebné este jedna vlastnost jazyka platnych vypoctov Turingovho stroja, kto-
rej (jednoduchy) dokaz opét prenechéavame ¢itatelovi. (Predpokladame, Ze deterministicky Turingov
stroj sa zastavi akonahle pride do akceptaéného stavu.)

Lema 6. Nech A je deterministicky Turingov stroj, ktory na kaZdom vstupe urobi aspoti tri kroky.’
Jazyk Lpy (A) je koneény prave vtedy, ked je konecny jazyk L(A). Ak je jazyk L(A) nekoneény, jazyk
Lpy(A) nie je bezkontextovy.

5Zrejme ide o normalny tvar deterministickych Turingovych strojov.
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Veta 29. Problém prislusnosti prieniku do Lietcr je pre deterministické bezkontextové jazyky ne-
rozhodnutelny.

Doékaz. Redukciou nerozhodnutelného problému konecnosti pre rekurzivne vycislitelné jazyky na prob-
lém prislusnosti prieniku deterministickych bezkontextovych jazykov do Zyeicp.

Nech B je deterministicky Turingov stroj. Nech A; a As st (efektivne zostrojitelné) determinis-
tické zasobnikové automaty také, ze L(A;) N L(As) = Lpy(B). Z lemy 6 potom vyplyva, Ze jazyk
L(B) je koneény prave vtedy, ked je prienik L(A;) N L(Az) deterministicky bezkontextovy. O

Poznamka 6. Dosledkom predchadzajtcej vety je aj nerozhodnutelnost prislusnosti zjednotenia
a zretazenia deterministickych bezkontextovych jazykov do Zy.cp. Citatela nabadame, aby tieto
tvrdenia aj skuto¢ne dokazal.

Veta 30. Problém ekvivalencie je pre deterministické bezkontextové jazyky rozhodnutelns.
Dékaz. Presahuje ramec tychto poznamok. 0

Poznamka 7. Rozhodnutelnost problému ekvivalencie pre deterministické bezkontextové jazyky
bola dlhé roky otvorenym problémom patriacim k najvyznamnejsim v teoretickej informatike. Od pr-
vej zmienky tohto problému v roku 1966 bolo publikovanych mnozstvo ¢lankov o jeho rozhodnu-
telnosti pre rozne $pecialne triedy deterministickych zasobnikovych automatov a na vyznamnosti
problému pridaval aj jeho stvis s niektorymi problémami ekvivalencie programovych schém. Prvy
pokus o dodkaz rozhodnutelnosti problému ekvivalencie publikoval v roku 1992 Ju. Mejtus. S prvym
vSeobecne uznanym dokazom tejto vety prisiel az v roku 1997 G. Sénizergues; jeho kompletné verzia
bola publikovana v roku 2001 v ¢lanku o 166 stranéch. Neskor boli publikované viaceré jednoduchsie
dokazy, spomedzi ktorych treba spomentt najmé ten od P. Jancara z roku 2010 (resp. 2012).

10 Odkazy na literattru

Tieto poznamky obsahovo vychadzaju z knihy Hopcrofta a Ullmana [2], z ktorej boli prebraté aj nie-
ktoré dokazy. V tejto knihe tiez mozno néjst tplné verzie niektorych (¢iastoéne alebo uplne) vyne-
chanych doékazov.

Klucového historického vyznamu je pre tedriu deterministickych zasobnikovych automatov pre-
dovgetkym ¢lanok Ginsburga a Greibachovej [1], v ktorom bolo po prvy raz dokadzanych viacero
tvrdeni z tychto poznamok. Dokaz rozhodnutelnosti problému regularnosti pre deterministické bez-
kontextové jazyky mozno néajst v ¢lankoch Stearnsa [6] a Valianta |7].

Original Mejtusovho ¢lanku o probléme ekvivalencie je tazko dostupny, jeho anglicky preklad vy-
Siel ako [4]. Uplna 166-stranova verzia Sénizerguesovho ¢lanku s dokazom rozhodnutelnosti problému
ekvivalencie vysla ako [5]. Jan¢arov zjednoduseny dokaz vysiel v ¢lanku [3].
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