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Oznacenia a definicie
Nech = C § x S je relacia ekvivalencie na mnozine S.

e Triedu ekvivalencie relacie = obsahujticu prvok x € S oznaujeme [z]=.

e Mnozinu vietkych tried ekvivalencie relacie = oznacujeme S/=. To znamena, ze

S/=={lzl= [z €5},

e Hovorime, Ze relacia = je konecného indezu, ak ma konecne vela tried ekvivalencie — ¢ize ak je
mnozina S/= kone¢na (mnozina S pritom moze byt aj nekoneéna). V takom pripade nazyvame
indexom relacie = pocet jej tried ekvivalencie, ¢ize pocet prvkov mnoziny S/=.

e Relacia = nasycuje mnozinu T C S, ak je T zjednotenim niekol'kych tried ekvivalencie relacie =

T ==

zeT

— Cize ak

To je ekvivalentné poziadavke, aby kazdéa trieda ekvivalencie relacie = obsahovala bud vyluéne
prvky 7', alebo vylu¢ne prvky S — T — a tiez platnosti inkluzii [x]= C T pre vsetky = € T

1 Deterministické kone¢né automaty a pravé kongruencie

Nech A = (K,X%,6,q0, F) je deterministicky koneény automat (s tplnou prechodovou funkciou).
Automat A prirodzenym spdsobom urcuje relaciu =4 na X* taka, Ze pre dvojicu slov u,v € ¥*
je u =4 v prave vtedy, ked automat A docita slova v a v v rovnakom stave — CiZe

Vu,v € X tu=qv < (g€ K: (q0,u) F% (¢,8) N (go,v) Y (g,¢)).

Je trividlnou tlohou overit, Ze takto definovana relacia =4 je reflexivna (automat A slova w a w vzdy
docita v rovnakom stave), symetrickd (ak A docita slova u,v v rovnakom stave, tak docita v rov-
nakom stave aj slova v,u) a tranzitivna (ak A docita v rovnakom stave slova z,y a y, z, tak do¢ita
v rovnakom stave aj slova x, z). Relacia =4 je teda reldciou ekvivalencie na X*.

a,b
S
a
(a) Deterministicky koneény automat A. (b) Rozklad ¥* uréeny relaciou =4.

Obr. 1: Deterministicky kone¢ny automat A nad ¥ = {a,b} a k nemu prisltchajica relacia ekvivalencie = 4.



OkamZite si moZno vSimnut tri podstatné vlastnosti tejto relacie ekvivalencie =4, ktorej triedy
zodpovedaji jednotlivym dosiahnutelnym stavom automatu A:

1. Nech u,v € ¥* su slova také, ze u =4 v. Potom bud u,v € L(A), alebo u,v ¢ L(A). Slova
u a v totiz automat A doéita v rovnakom stave — a ten bud je, alebo nie je akceptacny.
Kazda trieda ekvivalencie relacie =4 tak obsahuje vyluéne slova z L(A), alebo vylu¢ne slova
z komplementu L(A). Jazyk L(A) je preto zjednotenim niekol'kych tried ekvivalencie relacie =4
— a reldcia =4 nasycuje L(A). Napriklad pre automat A na obrazku 1 je L(A) = 3*bX* U (aa)”.

2. KedZze ma automat A konecne vela stavov, mé relacia =4 konecne vela tried ekvivalencie.
Relacia =4 je teda konecéného indexu.

3. Ak automat A docita slova u,v v rovnakom stave, do¢ita v rovnakom stave aj vSetky dvojice
slov uz, vz, kde x € ¥* — situécia je schematicky znazornena na obrazku 2. Pre vSetky u,v € 3*
teda

Uu=av=Vz € X" ux =4 vr.

Hovorime, Ze =4 je sprava tnvariantnd relacia ekvivalencie — alebo pravd kongruencia.

Definicia 1. Nech ¥ je abeceda a = C ¥* x ¥* je relacia ekvivalencie. Hovorime, ze = je sprava
invariantnd relacia ekvivalencie — alebo pravd kongruencia — ak pre vsetky u, v,z € ¥* je ux = vx
kedykolvek u = v.

Obr. 2: Ak deterministicky kone¢ny automat A doéita slovd u a v v rovnakom stave, do¢ita v rovnakom
stave aj slova uz a vz pre l'ubovolné slovo z.

Priamym désledkom vysSie u¢inenych pozorovani je nasledujtce tvrdenie.

Tvrdenie 1. Nech L C ¥* je reguldrny jazyk. Potom existuje pravd kongruencia = C 3* x 3*
konecného indexu nasycujica jazyk L.

UvaZzujme teraz naopak l'ubovolny jazyk L C ¥*, ktory je zjednotenim niekolkych tried ekvivalen-
cie nejakej pravej kongruencie kone¢ného indexu =. Prava kongruencia = potom — spolu s informéaciou
o tom, ktoré spomedzi jej tried ekvivalencie obsahuji slova z L — urcuje nasledujici deterministicky
kone¢ny automat A = (K, X, 6, qo, F) akceptujuci L:

e Za mnozinu stavov K vezmime mnozinu tried ekvivalencie relacie = — ¢ize K = ¥*/=. Tato
mnozina je kone¢na, pretoze = je konecného indexu.

e Pre vietky u € ¥* a kazdé ¢ € ¥ polozme 6([u]=, ¢) = [uc]=. Aby sme dokazali korektnost tejto
definicie, potrebujeme ukézat, Ze vystup prechodovej funkcie je nezdvisly na volbe reprezentanta
triedy [u]=. Ak ale pre u,v € ¥* je [u]= = [v]=, nutne u = v; kedZe je = prava kongruencia,
musi byt aj uc = ve, z ¢oho [uc|= = [vc]=.

e Za pociatoény stav vezmime triedu ekvivalencie obsahujicu prazdune slovo: ¢g = [¢]=.

e Za mnozinu akceptacnych stavov vezmime mnoZzinu tych tried ekvivalencie relacie =, ktoré
obsahuju slova z L; ¢ize F = {[w]= | w € L}. Korektnost uvedeného zapisu je dosledkom
skutoc¢nosti, Ze relacia = nasycuje jazyk L — v kazdej triede ekvivalencie st teda bud vyluc¢ne
slova z L, alebo vyluéne slova z LC.



Tvrdenie L(A) = L by sme Tahko dokéazali s vyuzitim pozorovania, Ze pre vSetky w € X* je
([e]l=,w) F* ([w]=,€). Dosledkom je nasledujiica obratend implikacia k tvrdeniu 1.

Tvrdenie 2. Nech L C X* je jazyk nasyteny nejakou pravou kongruenciou koneéného indexu na 3.
Potom je jazyk L requldrny.

Lahko mozno overit, Ze deterministicky koneény automat zostrojeny pomocou uvedenej konstruk-
cie k relacii ekvivalencie na obrazku 1b a k jazyku L = ¥*b%* U (aa)” je aZ na izomorfizmus (teda
premenovanie stavov) zhodny s koneénym automatom na obrézku 1la. Citatela tak snad netreba pre-
sviedcat o skutoc¢nosti, ze deterministické koneéné automaty bez nedosiahnutelnych stavov a pravé
kongruencie konecného indexu si iba ,odliSnymi pohladmi na ten isty objekt®. Toto prepojenie je
pre teoriu okolo Myhillovej-Nerodovej vety kltacové.

2 Prava syntakticka ekvivalencia

K lubovolnému (nie nutne regularnemu) jazyku L C ¥* teraz kanonicky definujeme prava kongruenciu
na X* — tzv. pravd syntakticku ekvivalenciu =p, — nasycujiucu L. Této relacia =, je kone¢ného indexu
prave vtedy, ked je jazyk L regularny — a pocet jej tried ekvivalencie je v takom pripade rovny
najmensiemu moznému poctu stavov deterministického koneé¢ného automatu akceptujuceho L.

Definicia 2. Nech ¥ je abeceda a L C X* je jazyk. Pravd syntaktickd ekvivalencia indukované
jazykom L je binarna relacia =y, na X* taka, Ze pre vSetky u,v € X* je

u=spv <= Vze¥tuz el < vzel).

Tvrdenie 3. Nech L C X* je jazyk. Pravd syntaktickd ekvivalencia =p, je pravd kongruencia na 3*
nasycujuca L.

Dokaz. Dokaz, ze =j, je relacia ekvivalencie, je trividlny a prenechany citatelovi. Ak u =, v, z de-
finicie relacie =, pre z = ¢ dostavame u € L prave vtedy, ked v € L; relacia =y, teda nasycuje L.
Dokazeme, ze =y, je prava kongruencia. Nech u,v € ¥* su slova také, 7ze u = v a x € ¥*. Z defini-
cie =, vyplyva, Ze pre vietky z € ¥* je uz € L <— vz € L. épeciédne je tato vlastnost splnené
pre vSetky z také, Ze z = xy pre nejaké y € ¥*. Pre vSetky y € ¥* teda uxy € L < wvxy € L,
z ¢oho podla definicie relacie =y, vyplyva uzr =, vz. O

Vyznam pravej syntaktickej ekvivalencie spoc¢iva predovsetkym v skutocnosti, ze ide — ako doka-
zeme v tvrdeni 4 — o najhrubsiu pravi kongruenciu na X* nasycujicu L. To znamena, ze lubovolnd
prava kongruencia = na X* nasycujica L vznikne z relacie =j ,rozbitim“ jej tried ekvivalencie
(= je teda zjemnenim relacie =p,).

Tvrdenie 4. Nech L C ¥* je jazyk a = je pravd kongruencia na ¥* nasycujica L. Nech u,v € ¥*
st slovd také, Ze u =v. Potom u =, v.

Dokaz. Kedze je = prava kongruencia, pre vietky x € ¥* musi byt uxz = vx — a kedZe = nasycuje L,
nutne bud uz,vx € L, alebo ux,vx € L. Pre vietky x € ¥* je teda ux € L <= vz € L, z ¢oho
u =y . O]

Ako sme dokazali vyssie, jazyk L C ¥* je regularny prave vtedy, ked na X* existuje prava
kongruencia konecného indexu nasycujuca L. Je zrejmé, Ze ak nie je konecného indexu najhrubsia
prava kongruencia nasycujica L, tak nemdze byt konecéného indexu ani Ziadna ina takito relacia.
Dostéavame tak nasledujici désledok.

Désledok 1. Nech L C ¥* je jazyk. Jazyk L je reguldrny prdve vtedy, ked je reldcia =y konecného
indezu.



V pripade, Ze je jazyk L regularny, mé relacia =p najmensi pocet tried ekvivalencie spomedzi
vSetkych pravych kongruencii kone¢ného indexu nasycujtcich L — vSetky takéto relacie st totiz zjem-
nenim relacie =p. Lahko tiez vidiet, Ze =, je jedind relacia na X* s touto vlastnostou; jedinym
zjemnenim relécie =y, s rovnakym poctom tried je totiz sama relacia =y..

Ak sa v zmysle predchadzajuceho oddielu na toto tvrdenie pozrieme z perspektivy konecnych
automatov, zistime, Ze relacia =, zodpoveda deterministickému kone¢nému automatu akceptujicemu
jazyk L s najmensim moZznym poc¢tom stavov. Tento automat je navySe — aZz na izomorfizmus, t. j.
premenovanie stavov — uréeny jednoznacne a nazyvame ho minimdlnym automatom pre jazyk L.

Dosledok 2. Nech L C X* je requldrny jazyk. Potom existuje aZ na izomorfizmus jeding determi-
nisticky konecny automat A = (K, %, 0, qo, F') taky, Ze L(A) = L a sicasne pre kaZdy deterministicky
koneény automat A" = (K',3,0',¢(, F') s L(A") = L je |K'| > |K|. Automat A sa nazgva minimalny
automat pre jazyk L a plati =4 = =

Ako hlavné posolstvo tohto a predchédzajiceho oddielu este raz zdoraznime skutocnost, Ze exis-
tuje korespondencia medzi deterministickymi konecngymi automatmi nad abecedou Y bez nedosiahnu-
telnych stavov a pravymi kongruenciami konecného indexu na X*. Speciélny pripad takejto pravej
kongruencie — pravd syntaktickd ekvivalencia =y, indukovand jazykom L — navyse zodpovedd Special-
nemu deterministickému koneé¢nému automatu — minimdlnemu automatu pre jazyk L.

3 Myhillova-Nerodova veta

Tvrdenie zname ako Myhillova-Nerodova veta — aj ked pri tomto jeho zneni by bolo presnejsie hovorit
iba o ,Nerodovej vete“ — sme uz v podstate dokazali v predchadzajtucich dvoch oddieloch.

Veta 1 (A. Nerode). Nech L C X* je jazyk. Nasledujice tordenia su ekvivalentné:
(1) Jazyk L je reguldrny.
(19) Ezistuje pravd kongruencia konecného indexu na 3* nasycujica L.

(131) Pravd syntaktickd ekvivalencia =1, je konecného indezu.

Dékaz. Vyplyva z tvrdenia 1, tvrdenia 2 a dosledku 1. O

4 RieSené ulohy

Zamerajme sa teraz na moznosti pouzitia teorie z predchadzajucich oddielov. Za¢nime tlohami na zo-
strojenie minimdlneho automatu rozoznavajiceho dany regulédrny jazyk.

Vo vSeobecnosti moZno povedat, ze deterministicky kone¢ny automat A rozoznavajuci regularny
jazyk L C ¥* je minimalny prave vtedy, ked st vietky jeho stavy dosiahnutelné a zaroven =4 = =;;
inklizia =4 C =, je pritom splnenéd kedykolvek L(A) = L. Na dokaz minimélnosti automatu A
bez nedosiahnutelnych stavov rozoznavajiceho L tak stadi dokézat inkluziu =4 O =;. T4 je ekvi-
valentna nasledujicemu tvrdeniu: ak automat A docita slovad u,v € X* v roznych stavoch, nemoze
platit u =, v — &iZe existuje slovo z € X* také, Ze prdve jedno zo slov uz,vz patri do L.

Uloha 1. Pre vietky n € N uvazujme jednoprvkovy jazyk L, = {a"} nad unarnou abecedou ¥ = {a}.
Dokézte, ze minimalny deterministicky konecny automat rozoznévajici jazyk L, ma presne n + 2
stavov.

Riesenie. Nech n € N je dané. Oznacme K, = {0,...,n + 1} a uvazujme deterministicky kone¢ny
automat A, = (K,,>,0,0,{n}) na obrazku 3. To znamen4, Ze pre ¢ = 0,...,n je 6(q,a) = g+ 1
adn+1la)=n+1.

Je zrejmé, 7e L(A,) = L, a ze automat A, neobsahuje Ziadne nedosiahnutelné stavy; zostava
dokazat miniméalnost automatu A,. Za tymto tcelom uvazujme slova u,v € X* také, Ze pre nejaké
i,j € Knsi<jije(0,u)* (i,¢) a (0,v) F* (4,€). Pre k = n — i potom evidentne (0, ua*) F* (n,¢),
kym (0,va*) F* (n + 1,¢). Preto ua® € L, a va* ¢ L,, v dosledku &ho nemoéze platit u =, v.
Nutne teda =4, = =7, a automat A,, je miniméalny. O



Obr. 3: Deterministicky kone¢ny automat A,.

Pri hladani minimalneho automatu pre regularny jazyk L moZno postupovat aj tak, Ze najprv
zdola odhadneme pocet tried pravej syntaktickej ekvivalencie =p. Ak pritom dokaZeme, Ze tato
reldcia mé asponn n tried ekvivalencie a podari sa ndm néjst n-stavovy deterministicky konecény
automat A rozoznévajici L, musi byt automat A nutne minimélny. Tito metdédu pouZijeme pri rieSent
nasledujtcej tlohy.

Uloha 2. Pre vietky prirodzené ¢isla n > 2 uvazujme jazyk L, = {a* | kK € N; k = 0 (mod n)}.
Dokézte, ze miniméalny deterministicky kone¢ny automat akceptujuaci L, méa presne n stavov.

Riesenie. Nech i,j € {0,...,n — 1} a i # j. Pre z = a"~% potom a‘z € L,, kym o’z € L,. Slova
a’ a a/ teda nemozu byt v rovnakej triede pravej syntaktickej ekvivalencie =y, , ktora tak musi mat
aspon n tried. V désledku toho musi mat aj minimalny deterministicky kone¢ny automat rozoznéva-
juci Ly, aspon n stavov. KedZe je navyse jazyk L,, o¢ividne rozoznavany n-stavovym deterministickym
kone¢nym automatom, musi mat minimélny automat pre jazyk L, presne n stavov. O

V kazdej z predchadzajucich dvoch tloh sme okrem iného dokazali aj doélezitt skutocnost, Ze
neexistuje ziadne N € N také, Ze v8etky regularne jazyky mozno akceptovat deterministickym ko-
neénym automatom s najviac N stavmi.

Na nasledujicej tlohe si ukdzeme este jeden sposob hl'adania minimélneho automatu pre jazyk L,
pri ktorom najprv identifikujeme samotni pravi syntakticka ekvivalenciu =y, a nasledne k tejto pravej
kongruencii zostrojime deterministicky kone¢ny automat standardnou konstrukciou predchédzajtcou
tvrdeniu 2; vysledny automat rozoznavajuci L bude nutne minimalny.

Uloha 3. Nech L = {w € {a,b}" | #4(w) = 7 (mod 11) A #u(w) = 19 (mod 23)}. Najdite
miniméalny deterministicky koneény automat pre jazyk L.

Riesenie. Nech ¥ = {a,b}; definujme na ¥* binarnu reldciu = nasledovne:
Vu,v € ¥ i u=0v <= (#q(u) = #4(v) (mod 11) A #4(u) = #4(v) (mod 23)).

Lahko moZno overit, Ze = je pravou kongruenciou na ¥* s 11 - 23 = 253 triedami ekvivalencie
(relacia = je teda kone¢ného indexu). Navyse L = [a"b'%]=, a teda = nasycuje L. Dokaz uvedenych
tvrdeni prenechavame ¢itatelovi (ktorému je silno odporacané chopit sa tejto prilezitosti).

Relacia = je zjemnenim = — pre vSetky u,v € ¥* teda u =p v kedykolvek u = v. Na dokaz
rovnosti = = =, teda stac¢i ukazat, Zze ak pre nejaké u,v € 3* plati u =, v, tak nutne aj u = v.

Nepriamo. Nech u # v, ¢ize #4(u) Z #4(v) (mod 11) alebo #4(u) Z #p(v) (mod 23). Ak teraz
vezmeme slovo z € ¥* také, ze #4(uz) = 7 (mod 11) a #3(uz) = 19 (mod 23), tak tieto dve vlastnosti
nemozu byt stcasne splnené pre slovo vz. Dostavame teda uz € L a vz & L, z ¢oho u #f, v.

Skutoc¢ne teda = = =p. Na zéklade koreSpondencie medzi pravymi kongruenciami kone¢ného
indexu a deterministickymi kone¢nymi automatmi tak mézeme uzavriet, Ze minimalny automat pre L
je dany ako A = (K, X, 0, qo, F), kde K = Z11 X Za3, X = {a,b}, qo = [0,0], F = {[7,19]} a funkcia ¢
je pre kazdé [i, j] € K dana ako 0([¢,j],a) = [i + 1, 4] a 6([¢,7],b) = [i, 5 + 1]. O



Myhillovu-Nerodovu vetu mozno vyuzit aj ako efektivny néastroj na dokazovanie negativnych
vysledkov o regularnosti jazykov, ako ukdZeme na nasledujicej tlohe.

Uloha 4. Dokaizte, 7e jazyk L = {a” | n € N} nie je regularny.

Riesenie. Dokazeme, Ze prava syntaktickd ekvivalencia =7 indukovana jazykom L nie je konecného
indexu, z ¢oho podla Myhillovej-Nerodovej vety vyplynie L € Z.

Staci ukazat, ze pre Ziadne dve prirodzené ¢isla n < m nemoze byt a = L ™. Predpokladajme
opak a vezmime z = a2 1. Potom a2 = @ T2 = ¢(+1* ¢ [ ale a™ 2 = a™ 20+ & [ kedize
(m+1)2=m?+2m+1>m?+2n+1>m? To je spor s definiciou relacie =y, O

Charakterizaciu regularnych jazykov nad abecedou ¥ ako jazykov nasytenych pravymi kongruen-
ciami kone¢ného indexu na ¥* mozno vyuzit aj na relativne elegantné dékazy viacerych uzaverovych
vlastnosti triedy Z — ¢o si ukdZeme na nasledujucich dvoch tlohéach.

Uloha 5. Pomocou Myhillovej-Nerodovej vety dokéazte uzavretost triedy 2 na booleovské operacie
(zjednotenie, prienik a komplement).

Riesenie. Nech L je regularny jazyk nad abecedou . Podla Myhillovej-Nerodovej vety potom na ¥*
existuje prava kongruencia = kone¢ného indexu nasycujica L. Relacia = ale nasycuje aj jazyk L¢
— inak by niektora jej trieda ekvivalencie musela sti¢asne obsahovat slovo z LY a slovo z (L)Y = L
a relacia by nenasycovala ani jazyk L. Podla Myhillovej-Nerodovej vety tak musi byt jazyk L€
regularny.

Nech teraz L1, Lo st regularne jazyky nad abecedou %, pricom Li je nasyteny pravou kongru-
enciou kone¢ného indexu =; a Lg je nasyteny pravou kongruenciou kone¢ného indexu =,. Nie je
tazké dokazat, Ze relacia = = =1 N =9 musi byt tiez prava kongruencia konecného indexu. Pre vSetky
w € ¥* dalej

)= = [wl=, N [w]=,,

pricom [w]=, C L; kedykolvek w € L; a tiez [w]=, C Lo kedykolvek w € L. V désledku toho
[w]= C L1 N Ly kedykolvek w € L1N L9 a [w]= C Ly ULy kedykolvek w € L; U Ly. Prava kongruencia
koneéného indexu = tak nasycuje ako jazyk Lq N Lo, tak aj jazyk L1 U Lo — a obidva tieto jazyky st

preto podla Myhillovej-Nerodovej vety regularne. O

Uloha 6. Pomocou Myhillovej-Nerodovej vety dokéite, ze je trieda % uzavretd na pravy kvocient
podla [ubovolného jazyka — ak je teda X abeceda, L,L' C X* a jazyk L je regularny, musi byt
regularny aj jazyk

L)L ={we¥* |3z el wrel}

Riesenie. Nech L je regularny jazyk nad abecedou X a = je prava kongruencia konec¢ného indexu
na ¥* nasycujica L. UkdZeme, Ze rovnaka kongruencia nasycuje aj vietky jazyky L/L’, kde L' C ¥*.
Za 1ucelom sporu predpokladajme, Ze existuje jazyk L' C ¥* taky, ze L/L’ nie je nasyteny kongru-
enciou =. Potom existuja slova u,v € ¥* také, ze w = v, w € L/L' av ¢ L/L'. KedZe v € L/L’,
existuje x € L' také, ze ux € L. Relacia = je prava kongruencia, takze z v = v dostdvame ur = vx.
KedZe teda uz € L a relacia = nasycuje L, musi byt aj ve € L. To ale znamen4, ze v € L/L’, ¢o je
spor s nasim predpokladom v ¢ L/L’. Jazyk L/L' je teda nasyteny pravou kongruenciou kone¢ného
indexu =, a teda musi byt regularny podla Myhillovej-Nerodovej vety. O
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