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Na prednaske bolo dokadzanych viacero vysledkov o rozhodnutelnosti resp. nerozhodnutelnosti
vlastnosti jazykov z tried Chomského hierarchie; prikladmi takychto vlastnosti st prazdnost, konec-
nost, ¢ regularnost. Riceove vety poskytuju kritéria, pomocou ktorych mozno pre dant vlastnost
rekurzivne vycislitelngch jazykov urcit, ¢i je rozhodnutelné alebo aspon rekurzivne vyéislitelna.

V celom texte tychto pozndmok budeme uvazovat iba jazyky nad abecedou ¥ = {0, 1}; analogicki
teoriu je ale mozné vybudovat pre Tubovolnd pevne dant abecedu X.

1 Vlastnosti rekurzivne vy¢islitelnych jazykov

V prvom rade je nutnéd nalezite presna definicia pojmu vlastnosti rekurzivne vycislitelného jazyka.
T4 sa opiera o jedind, snad aZ prili§ o¢ividni értu vlastnosti: kazdy jazyk bud dand vlastnost ma,
alebo danu vlastnost nema. Z toho vyplyva, Ze vlastnost rekurzivne vycislitelnych jazykov moZno
formalizovat jednoducho ako triedu tych rekurzivne vyé¢islitelnych jazykov, ktoré ju (v intuitivnom
ponimani) maju.

Definicia 1. Viastnost rekurzivne vycislitelnijch jazykov je Tubovolna trieda jazykov . C ZLrE.

Priklad 1. Regularnost rekurzivne vyéislitelného jazyka je vlastnost, ktortt maju vSetky regularne
rekurzivne vydcislitelné jazyky — ¢ize vSetky regularne jazyky. Ide teda o triedu jazykov .Zpeq = Z.
Prazdnost rekurzivne vycislitelného jazyka je vliastnost, ktortt mé jedine prazdny jazyk ). Ide teda
o triedu jazykov .7 = {0} obsahujtcu iba prazdny jazyk. Pozor: trieda jazykov .7 nie je prazdna,
ale jednoprvkova — obsahuje totiz prazdny jazyk.
Podobne rovnost so ¥* je vlastnost, ktori mé jedine jazyk ¥*. Ide preto o jednoprvkovi triedu
jazykov S5« = {¥*} obsahujicu iba jazyk ¥*.

Dalej je nutné zaviest pojem rozhodnutelnosti resp. rekurzivnej vycislitelnosti vlastnosti rekur-
zivne vy¢islitelnych jazykov. Jazyk sam o sebe je (vo vSeobecnosti) nekoneény objekt, kazdy algorit-
mus vSak musi mat kone¢ny vstup. Koneénymi opismi rekurzivne vy¢islitelnych jazykov pritom si
kédy Turingovych strojov, ktoré dany jazyk akceptuju. Pod algoritmom rozhodujucim vlastnost .
rekurzivne vy¢islitelnych jazykov teda budeme chéapat algoritmus, ktory pre dany kod (A) determi-
nistického Turingovho stroja A rozhodne, ¢ L(A) € .77.

Definicia 2. Vlastnost .%¥ C Zrg rekurzivne vyéisliteInych jazykov je rozhodnutelnd, ak
Ly = {(A) | A jedet. TS nad vstupnou abecedou {0,1}; L(A) € .L} € L.
Vlastnost .7 je rekurzivne vydislitelnd, ak
Ly = {(A) | A je det. TS nad vstupnou abecedou {0,1}; L(A) € ¥} € ZLrE.

Poznamka 1. Prechod od jazykov k zodpovedajicim Turingovym strojom znamena pre vlastnosti
prechod od triedy jazykov % k jazyku L . Prave tento prechod nam umoziuje hovorit o rozhodnutel-
nosti resp. ¢iasto¢nej rozhodnutelnosti vlastnosti, kedze kazdy rozhodovaci problém je z formalneho
hl'adiska jednoducho jazyk.



Niektoré vlastnosti rekurzivne vydcislitelnych jazykov st ocividne rozhodnutelné. Uvazujme na-
priklad vlastnost . ,rekurzivnej vyéislitelnosti rekurzivne vy¢islitelného jazyka*. Kazdy rekurzivne
vy¢islitelny jazyk je rekurzivne vydéislitelny, a teda . = Zgp. Tuto vlastnost teda rozhoduje algo-
ritmus, ktory pre kazdy kod (A) deterministického Turingovho stroja A ihned vrati odpoved ,ano“.
Vlastnosti rekurzivne vy¢islitelnych jazykov, ktoré maju bud vsetky rekurzivne vycislitelné jazyky,
alebo ziaden rekurzivne vycislitelny jazyk, nazyvame trividlnymi.

Definicia 3. Vlastnost . C Zrp rekurzivne vydislitelnych jazykov je trividlna, ak . = () alebo
& = ZLrE. Vlastnost .¥ je netrividlna, ak nie je trividlna.

Rovnost . = () tu znamena — kedZe .¥ je trieda jazykov — Ze Ziaden jazyk nem4 vlastnost ..
Téato rovnost nemé spoloéné vobec ni¢ s problémom prazdnosti jazyka.

Poznamka 2. Predchadzajicu definiciu treba, v zmysle dohody z tvodu tohto textu, chapat v ramci
univerza vSetkych jazykov nad abecedou ¥ = {0,1}. Vlastnost . je teda netrividlna prave vtedy,
ked existuje jazyk L C X* taky, ze L € .7, ako aj jazyk L' C X* taky, ze L' € Lrp — ..

Tvrdenie 1. Nech .¥ C YLrp je trividlna vlastnost rekurzivne wvydéislitelnijch jazykov. Potom je
vlastnost . rozhodnutelnd.

Dokaz. Ak . = (), algoritmus rozhodujtci . vrati na kazdom vstupe ,nie“. Ak .¥ = Zrg, algorit-
mus rozhodujici . vrati na kazdom vstupe ,,dno“. O

O chvilu dokdZeme prva Riceovu vetu, ktora hovori, Ze trivialne vlastnosti su jediné rozhodnu-
telné vlastnosti rekurzivne vy¢islitelnych jazykov.

Poznamka 3. Citatel by sa mal uistit, Ze je mu jasny rozdiel medzi ilohami, ktoré v teérii vlastnosti
rekurzivne vy¢islitelnych jazykov zohravaju jazyky a triedy jazykov. Dokladné uvedomenie si tohto
rozdielu je nutnou (a v zasade takmer aj postac¢ujicou) podmienkou pochopenia Riceovych viet.

2 Prva Riceova veta

Prv, nez vyslovime a dokdZeme prvi Riceovu vetu, dokdZeme nerozhodnutelnost jednej konkrét-
nej vlastnosti rekurzivne vy¢isliteInych jazykov. Priamoéiarym zovSeobecnenim pouzitej konstrukcie
potom dostaneme priamo ddkaz prvej Riceovej vety.

7 hladiska dékazovych technik nepdjde o ni¢ prevratné. Vetky metddy pouzivané v ramci tohto
oddielu sme uz pouzivali — ¢itatel si moze osviezit paméat napriklad v pozndmkach k rozhodnutelnosti
zo zimného semestra.

Priklad 2. DokaZeme, Ze rovnost s jazykom X* je pre rekurzivne vycislitelné jazyky nerozhodnu-
telna.! To znamena dokézat nerozhodnutelnost problému daného nasledovne:

Vstup: Kod (A4) deterministického Turingovho stroja A nad vstupnou abecedou {0, 1}.
Vystup: ,,Ano“ prave vtedy, ked L(A) = X*.

Nami skiimané vlastnost rekurzivne vy¢éislitelnych jazykov je z formalneho hladiska trieda jazykov
S5+ = {¥*} a opisanému rozhodovaciemu problému zodpoveda jazyk

Ly, = {(A) | Aje det. TS nad vstupnou abecedou {0,1}; L(A) € -},

Redukciou univerzalneho problému na nas problém dokadZeme, Ze vlastnost .5« nie je rozhodnu-
telna. Za aéelom sporu predpokladajme, Ze rozhodnutelna je — existuje teda deterministicky Turingov
stroj, ktory sa na kazdom vstupe zastavi a ktory akceptuje Lo, .

1V celom texte tychto poznamok predpokladame ¥ = {0, 1}; analogické tvrdenie je ale mozné dokézat pre lubovolnt
pevne danu abecedu.



Ukézeme, Ze v takom pripade mozno skonstruovat stroj rozhodujuci univerzalny problém. Vstu-
pom univerzalneho problému je kod (A) deterministického Turingovho stroja A a slovo w. Dvojicu
vstupov (A), w pritom treba akceptovat prave vtedy, ked w € L(A). Na rozhodovanie univerzalneho
problému preto ocividne staci vediet transformovat vstupy (A),w na kod (Ma,,) deterministického
Turingovho stroja M., takého, Ze

L(Mg ) = X" prave vtedy, ked w € L(A). (1)

Stroj rozhodujuci univerzalny problém totiz moéze pracovat tak, Ze transformuje svoj vstup (A), w
na (My,,) a na tomto kode spusti stroj rozhodujici vlastnost . Ak je vystupom tohto vypoctu
»ano®, plati L(Ma,,) = ¥*, a teda podla (1) aj w € L(A). Stroj pre univerzalny problém tak tiez
moze vratit na vystupe ,,4no“. Ak je naopak vystupom vypoctu stroja pre .%s+ odpoved ,nie“, nutne
L(Myg ) # ¥*, a teda podla (1) dostavame w ¢ L(A). Stroj pre univerzalny problém preto moze
vratit odpoved ,mnie“. Schéma tejto redukcie je na obrazku 1.
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Obr. 1: Schéma redukcie univerzalneho problému na problém zodpovedajici vlastnosti ..
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Stroj M4, skonstruujeme tak, aby platilo

>* akwe L(A),
L(MA’w) - { 0 inak W

¢o je o¢ividne silnejsia podmienka, nez (1). Pracovat bude tak, ze svoj vstup « ihned zahodi a nahradi
ho slovom w, ktoré mé ,,pevne zadrétované v prechodovej funkcii“. Nasledne spusti simulaciu vypodétu
stroja A (ktory mé tiez ,pevne zadrotovany v prechodovej funkcii“) na slove w a akceptuje préave
vtedy, ked akceptuje stroj A. Schéma konstrukcie stroja My 4, je na obrazku 2.
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Obr. 2: Schematické znazornenie konstrukcie stroja My .
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Transforméaciu vstupov (A), w na kod (Mg 4,) stroja M4 ,, mozno o¢ividne realizovat algoritmicky.
Tvrdenie je teda dokazané.



Veta 1 (prva Riceova). Nech . C ZrE je netrividlna vlastnost rekurzivne vycislitelngch jazykov.
Potom je vlastnost . nerozhodnutelnd.

Muyslienka dokazu. Bez ujmy na vSeobecnosti méZeme predpokladat, Ze prazdny jazyk nemé vlast-
nost .7 — &ize O ¢ .. V pripade () € . totiz staci uvazovat vlastnost .#¢.

Zovseobecnime postup z predchadzajuceho prikladu; budeme teda postupovat redukciou z uni-
verzalneho problému. Jeho vstupy (A), w vyuzijeme na konstrukciu vhodného stroja M ,,, na kode
ktorého spustime (hypoteticky) stroj rozhodujuci vlastnost .. Stroj M4, skonstruujeme tak, ze
pre w ¢ L(A) bude vidy L(Ma,) = 0 ¢ .. Rozdiel oproti prikladu 2 nastane pre w € L(A).
Tu uz totiz vo v8eobecnosti nefunguje volba L(M4,,) = £*, kedze X* nemusi byt v .. Stroj M4 4
preto treba skonstruovat tak, aby pre w € L(A) bolo L(Ma ) = L, kde L je Iubovolny jazyk v ..
Pouzivajic teda oznacenia z prikladu 2: ak simulécia stroja A na slove w prebehne tspesne (stroj A
akceptuje), treba este spustit simulaciu stroja pre jazyk L na slove z. AZ po akceptovani slova x
strojom pre L ho moze akceptovat aj stroj M4 4. O

Doékaz. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze () ¢ .. Redukciou z univerzalneho problému
dokaZzeme, Ze vlastnost . nie je rozhodnutelna. Za uc¢elom sporu predpokladajme opak — nech teda
existuje deterministicky Turingov stroj, ktory sa na kazdom vstupe zastavi a ktory akceptuje L ».
DokaZzeme, Ze potom moZno skonstruovat stroj rozhodujici univerzélny problém. Vstupom uni-
verzalneho problému je kod (A) deterministického Turingovho stroja A a slovo w, pricom dvojicu
vstupov (A),w treba akceptovat prave vtedy, ked w € L(A). Na rozhodovanie univerzalneho prob-
lému preto staci vediet transformovat vstupy (A),w na kod (Mg ,,) deterministického Turingovho
stroja M4, takého, Ze
L(My ) € .7 prave vtedy, ked w € L(A). (2)

Stroj rozhodujtci univerzalny problém totiz moze pracovat tak, Ze najprv transformuje svoj vstup
(A), wna (M4 ), pricom na tomto kode spusti stroj rozhodujuci vlastnost .. Ak je vystupom tohto
vypoctu ,ano*, je L(Ma,,) € 7, a teda podla (2) aj w € L(A). Ak je vystupom vypoctu stroja
pre . odpoved ,nie, nutne L(Mya,,) ¢ ., a teda podla (2) dostavame w ¢ L(A). Schéma tejto
redukcie je na obrazku 3.
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Obr. 3: Schéma redukcie univerzalneho problému na problém zodpovedajuci vlastnosti ..
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Nech L € . je lubovolny rekurzivne vyécislitelny jazyk s vlastnostou . — kedze 0 € .7 a . je
netrividlna, nutne existuje aspon jeden taky jazyk L. Stroj M4 ,, skonstruujeme tak, aby bolo

L(Maw) = { g ak w € L(A),

inak

— to je silnejsia podmienka, nez (2). Pracovat bude tak, Ze najprv spusti simulaciu vypoctu stroja A
na slove w, kde A aj w s ,,pevne zadrotované v prechodovej funkcii®. Ak stroj A akceptuje, spusti eSte
simulaciu stroja pre L (tieZ ,,pevne zadrotovaného v prechodovej funkcii“) na vstupe z a akceptuje,
ak akceptuje aj ten. Ak stroj A alebo stroj pre L neakceptuje, neakceptuje ani stroj M4 ,,. Schéma
konstrukcie stroja M4 ,, je na obrazku 4.
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Obr. 4: Schematické znazornenie konstrukcie stroja My .

Transforméaciu vstupov (A), w na kod (Mg 4,) stroja M4 ,, mozno o¢ividne realizovat algoritmicky.
Veta je teda dokazana. O

3 Pouzitie prvej Riceovej vety

Nech .¢ je vlastnost rekurzivne vyéislitelnych jazykov. PouZitie prvej Riceovej vety na vySetrenie
rozhodnutelnosti vlastnosti . je pomerne priamociarou zalezitostou:

e V pripade, Ze existuje aspon jeden jazyk Ly € LrE, ktory vlastnost . ma a aspon jeden jazyk
Ly € ZgE, ktory vlastnost .¥ nem4, je vlastnost .¥ nerozhodnutelna.

e V opa¢nom pripade je vlastnost . trividlna, a teda rozhodnutelna.

Priklad 3. Uvazujme vlastnost .#; bezkontextovosti rekurzivne vyéislitelnych jazykov. Kazdy bez-
kontextovy jazyk ma vlastnost ], ale napriklad jazyk {ww | w € {0,1}*} € Zrg vlastnost .
nemé. Preto je vlastnost .# nerozhodnutelna.

Analogicky moZno dokéazat, Ze napriklad prazdnost, regularnost, ¢ rovnost so ¥* st nerozhodnu-
telné vlastnosti.

Nech teraz . je vlastnost, ktort maju prave vSetky rekurzivne vycislitelné jazyky L také, ze
L? € ZLgE. Zreime % = LrE, kedze neexistuje ziaden rekurzivne vyéislitelny jazyk, pre ktory tato
vlastnost neplati. Preto je vlastnost .# trivialna, a teda rozhodnutelna.

Poznamka 4. Pri pouziti prvej Riceovej vety je potrebné mat na zreteli predovSetkym to, ¢ ide
o rozhodovanie vlastnosti rekurzivne vyéislitelnych jazykov. Uvazujme napriklad rozhodovaci prob-
lém, v ktorom treba pre dany kod (A) Turingovho stroja A uréit, ¢ stroj A urobi na vstupe & aspoil
tri kroky. Tato vlastnost je oc¢ividne rozhodnutelna, kedze sta¢i pomocou univerzalneho stroja odsi-
mulovat najviac tri kroky stroja A na vstupe . Na dokaz tejto skuto¢nosti vsak nie je mozné pouzit
prvi Riceovu vetu, kedZe nejde o rozhodovanie vlastnosti jazyka L(A), ale vlastnosti konkrétneho
Turingovho stroja A.

4 Druha Riceova veta

Druhé Riceova veta poskytuje kritérium rekurzivnej vycislitelnosti vlastnosti rekurzivne vycislitel-
nych jazykov. Nez tato vetu sformulujeme, dokdZeme o dvoch konkrétnych vlastnostiach, Ze nie st
rekurzivne vy¢islitelné. PouZzité techniky neskor vyuZijeme pri dokaze druhej Riceovej vety.

Priklad 4. Dokazeme, Ze rekurzivnost rekurzivne vy¢islitelnych jazykov nie je rekurzivne vycislitelna
— teda, Ze nie je rekurzivne vy¢islitelny nasledujtici rozhodovaci problém:

Vstup: Kod (A4) deterministického Turingovho stroja A nad vstupnou abecedou {0, 1}.
Vystup: ,,Ano“ prave vtedy, ked L(A) € Zpee.



Takéto vlastnost je z formélneho hladiska trieda jazykov . = %, a opisanému rozhodovaciemu
problému zodpoveda jazyk

Ly = {(A) | A je det. TS nad vstupnou abecedou {0,1}; L(A) € .7}.

Za ucelom sporu predpokladajme, Ze je vlastnost . rekurzivne vydislitelna, a teda existuje
deterministicky Turingov stroj akceptujici jazyk L .

UkéZeme, Ze potom existuje deterministicky Turingov stroj akceptujuci jazyk Lg (spor). Tento
jazyk obsahuje neplatné vstupy univerzalneho problému (teda retazce, ktoré nemozno interpretovat
ako dvojicu ,kod Turingovho stroja — vstup®) a retazce reprezentujuce kod (A) deterministického
Turingovho stroja A spolu so slovom w takym, 7e w ¢ L(A). Neplatné vstupy mozno identifikovat
pomerne jednoducho, preto sa staci sastredit na zostavajuci pripad — Turingov stroj akceptujuci
jazyk Lg existuje prave vtedy, ked existuje Turingov stroj, ktory pre dany kod (A) deterministického
Turingovho stroja A a dané slovo w akceptuje prave vtedy, ked w ¢ L(A).

Na konstrukciu takéhoto stroja je zjavne postacujice vediet transformovat vstupy (A), w na kod
(M 4,p) deterministického Turingovho stroja M4 ,,, pre ktory je

L(My,p) € Zrec prave vtedy, ked w & L(A). (3)

Stroj pre Lg totiz moze pracovat tak, ze vstupy (A),w prerobi na kod (M4 ), na ktorom spusti stroj
pre rekurzivnost. Ak tento stroj akceptuje, musi podla (3) platit w ¢ L(A), a teda moze akceptovat
aj stroj pre Lg. Analogicky pre opa¢ni implikdciu. Schéma redukcie je na obrazku 5.
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Obr. 5: Schéma redukcie komplementarneho univerzalneho problému na problém rekurzivnosti za predpo-
kladu, ze vstupy stroja pre Lg st platnymi vstupmi univerzalneho problému. Do jazyka Lg patria navyse aj
vSetky neplatné vstupy univerzilneho problému.
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Obr. 6: Schematické znazornenie konstrukcie stroja My .

Stroj M4 ., skonStruujeme tak, aby bolo

(0 akwg L(A),
L(Maw) = { Ly inak.

Téato podmienka je silnejsia, nez (3) — pre w ¢ L(A) je jazyk L(M 4 ,,) prazdny, a teda rekurzivny, kym
pre w € L(A) je L(Ma,,) = Ly, ¢o nie je rekurzivny jazyk. Stroj M ,, moze na vstupe = pracovat



tak, Ze najprv na ,pevne zadrotovanom® slove w spusti simulaciu ,,pevne zadrotovaného® stroja A.
Ak stroj A akceptuje, spusti sa simuldcia univerzalneho stroja na vstupe x a stroj My, akceptuje
prave vtedy, ked akceptuje univerzalny stroj. Ak stroj A neakceptuje, neakceptuje ani stroj My .
Schéma konstrukcie stroja My 4, je na obrazku 6.

Transforméciu (A), w na (M4 ,,) mozno zjavne realizovat algoritmicky.

Cvic¢enie 1. DokéZte, Zze komplementarna vlastnost k rekurzivnosti — vlastnost . = Zrg — Lrec —
tieZ nie je rekurzivne vyéislitelna.

Priklad 5. DokaZeme, Ze nekone¢nost rekurzivne vycislitel nych jazykov nie je rekurzivne vycislitelna
— teda, Ze nie je rekurzivne vy¢islitelny nasledujtci rozhodovaci problém:

Vstup: Kod (A) deterministického Turingovho stroja A nad vstupnou abecedou {0, 1}.
Vystup: ,,Ano“ prave vtedy, ked je jazyk L(A) nekonecény.

Nekonecnost rekurzivne vy¢islitelnych jazykov je z forméalneho hladiska trieda jazykov . pozos-
téavajuca z nekoneénych jazykov v Zrp. Opisanému rozhodovaciemu problému zodpoveda jazyk

Ly ={(A) | A jedet. TS nad vstupnou abecedou {0,1}; L(A) € .}.

Za ucelom sporu predpokladajme, Ze je vlastnost . rekurzivne vydislitelna, a teda existuje
deterministicky Turingov stroj akceptujici jazyk L .

Ukézeme, Ze za uvedeného predpokladu existuje deterministicky Turingov stroj akceptujici ja-
zyk Lg (spor). Argumentacia z prikladu 4 ukazuje, Ze je postacujice zamerat sa na platné vstupy
univerzalneho problému a ukézat, Ze existuje deterministicky Turingov stroj, ktory dany kod (A)
deterministického Turingovho stroja A a slovo w akceptuje prave vtedy, ked w ¢ L(A).

Takyto stroj by zjavne existoval, keby sme vedeli transformovat vstupy (A),w na kod (Mg )
deterministického Turingovho stroja M4 ,, takého, Ze

L(M4,) je nekoneény prave vtedy, ked w ¢ L(A). (4)

Stroj pre L§ by potom mohol jednoducho transformovat vstupy (A),w na (Ma,,) a na tomto kode
spustit stroj pre nekonecnost. Schéma redukcie je na obrazku 7.

(Ma,w) ano 4no

Transf.
w
ﬂ

Obr. 7: Schéma redukcie komplementarneho univerzilneho problému na problém nekonec¢nosti za predpo-
kladu, Zze vstupy stroja pre Lg su platnymi vstupmi univerzalneho problému. Do jazyka Lg patria navyse
aj v8etky neplatné vstupy univerzalneho problému.
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Nech L je Tubovolny nekoneény rekurzivne vycislitelny jazyk a nech Ay, je nejaky deterministicky
Turingov stroj akceptujuci L. Stroj M4 4, na kazdom vstupe x najprv odsimuluje vypocet stroja Ar,
pricom vo vypocte pokracuje iba ak stroj Aj akceptuje. V takom pripade sa spusti simulécia |x|
krokov vypoc¢tu stroja A na vstupe w. Ak stroj A poc¢as simulovanych |z| krokov vypoétu slovo w
neakceptuje, stroj M4 ,, akceptuje slovo .



Ak teda w ¢ L(A), stroj Ma, akceptuje prave vietky slova z jazyka L — slovd mimo L sa
yodfiltruja“ simulaciou stroja Ar; slova © € L sa ale akceptuja, pretoze stroj A slovo w neakceptuje
na ziaden pocet krokov, a teda ani na |z| krokov. Ak naopak w € L(A), stroj M4 ,, akceptuje iba také
slova x z jazyka L, Ze stroj A slovo w na |z| krokov este neakceptuje. Takychto slov je ale kone¢ne
vela. Teda
L ak w ¢ L(A),
nejaky kone¢ény podjazyk jazyka L inak,

L(Maw) = {

¢o je ocividne silnejsie, nez (4). Schéma konstrukcie stroja M4 ,, je na obrazku 8.
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Obr. 8: Schematické znazornenie konstrukcie stroja My .
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Kedze mozno transforméciu (A), w na (M4 ,,) o¢ividne realizovat algoritmicky, tvrdenie je doka-
zané.

Prv, nez sformulujeme druhu Riceovu vetu, zavedieme v jej zneni sa vyskytujtci pojem rekurzivnej
vy¢isliteInosti mnoziny? koneénych jazykov.

Definicia 4. Nech .# je Tubovolna mnozina kone¢nych jazykov nad abecedou X. Hovorime, Ze
mnozina .# je rekurzivne vydcislitelna, ak je rekurzivne vy¢islitelny jazyk

Lk%:{wl#wg#...#wn | REN; {w17w27"'7wn} G%}

Kazdy kone¢ny jazyk sa teda jednoznacne zakoduje do retazca a (vo v8eobecnosti nekone¢ny) jazyk
takychto retazcov L_; musi byt rekurzivne vy¢islitelny.

V ramci tychto poznamok pracujeme vyhradne s jazykmi nad abecedou ¥ = {0,1}. Tak treba
chapat aj nasledujicu formulaciu druhej Riceovej vety.

Veta 2 (druhé Riceova). Viastnost ¥ C ZLrp rekurzivne vycislitelngch jazykov je rekurzivne vycis-
litelnd prdve vtedy, ked su splnené nasledujice podmienky:

(1) Pre vsetky L, L' € Lrp také, 2e L€ ¥ a L' D L je L' € .
(13) Pre vietky L € 7 existuje konecny jazyk Lo C L taky, Ze Ly € <.
(7i1) MnoZina vSetkijch koneénych jazykov v . je rekurzivne vycislitelnd.
Doékaz.
=: Dokazeme, Ze ak je .¥ rekurzivne vy¢isliteln4, st splnené podmienky (i) az (ii7).

(7) Nepriamo. Ukazeme, ze ak neplati (¢), vlastnost . nie je rekurzivne vy¢islitelna.
Za ucelom sporu predpokladajme, Ze vlastnost . je rekurzivne vy¢islitelna. UkaZzeme, Ze
v takom pripade musi byt Lg € ZrE (spor).

2Pojde naozaj o mnoziny, kedze jazyky v nich budia nad pevne danou abecedou X.



Postup, ktory pouZijeme na doékaz tohto tvrdenia, bude priamodiarym zovSeobecnenim
postupu z prikladu 4. V priklade 4 bolo .¥ = Z... a pre kazda dvojicu vstupov (A),w
sme konstruovali Turingov stroj My ,, taky, ze L(Ma ) € 7 prave vtedy, ked w ¢ L(A).
Presnejsie: stroj My 4, z prikladu 4 splial

(0 akwd L(A),
L(Maw) = { Ly inak,

¢o bolo plne vyhovujice, kedze pre .¥ = Lec je 0 € .7 a Ly € 7.

Jedina prekéazka, ktord ndm zabranuje pouZit navlas rovnaku redukciu aj v tomto pripade,
je prave skuto¢nost, ze neméame zarucené ) € ¥ a Ly ¢ 7. KedZe ale neplati (i), urcite
existuje dvojica jazykov L, L' € LrE takych,ze L C L', L € ¥ a L' ¢ ..V nasledujiicom
ukdZeme, Ze je mozné skonstruovat Turingov stroj taky, ze

L akwé¢ L(A),
L(MA’w):{ r inak.€ W

Zvysok dokazu bude tplne rovnaky ako v priklade 4.

Pre uplnost uvedieme kompletny dokaz. Predpokladame, Ze neplati (i) a .7 je rekurzivne
vycisliteln4. Chceme ukazat, ze v takom pripade Lg € ZrE (spor). Ak sa, podobne ako
v priklade 4, obmedzime na platné vstupy univerzalneho problému, zjavne sta¢i vediet
transformovat vstupy (A),w na kod (M, ) deterministického Turingovho stroja M4 ,,,
pre ktory je

L(My ) € . prave vtedy, ked w & L(A). (5)

Stroj akceptujtci Lg totiz moze pracovat tak, Ze vstupy (A),w prerobi na kod (Ma ),
na ktorom spusti stroj pre vlastnost .. Ak tento stroj akceptuje, podla (5) musi platit
w ¢ L(A), a teda moze akceptovat aj stroj pre L. Analogicky pre opa¢ni implikaciu.
Schéma redukcie je na obrazku 9.

Nech L, L' € LrE st jazyky také, ze L C L', L € .¥ a L' ¢ ¥ — takato dvojica jazykov
musi existovat, kedZze neplati (7). Stroj M ,, skonstruujeme tak, aby bolo

L akw¢ L(A),
L(MA’w):{ L inak.€ W

Tato podmienka je o¢ividne silnejsia, nez (5). Stroj M4 ,, bude na vstupe x pracovat tak, ze
najprv na ,pevne zadrotovanom® slove w spusti simuléciu ,,pevne zadrotovaného* stroja A
a stcCasne spusti simulaciu stroja pre L na slove z, pricom kroky jednotlivych strojov bude
vykonavat striedavo po jednom. Ak stroj A akceptuje, spusti sa navySe simulédcia stroja
pre L’ na vstupe z. Stroj M, akceptuje prave vtedy, ked akceptuje stroj pre L alebo

(Ma,w) ano 4no

Transf. 2
w
6

Obr. 9: Schéma redukcie komplementarneho univerzalneho problému na problém rozhodovania vlastnosti .
za predpokladu, Ze vstupy stroja pre Lg st platnymi vstupmi univerzalneho problému. Do jazyka Lg patria
navySe aj vS8etky neplatné vstupy univerzalneho problému.
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Obr. 10: Schematické znazornenie konstrukcie stroja M .
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stroj pre L' (ak bol spusteny). V pripade, Ze stroj A neakceptuje slovo w, stroj My
zjavne akceptuje jazyk L. Ak naopak stroj A slovo w akceptuje, stroj My, akceptuje
jazyk LU L' = L'. Schéma konstrukcie stroja Ma ,, je na obrazku 10.

Transforméciu vstupov (A), w na kod (M4 ,,) stroja My ., mozno zjavne realizovat algo-
ritmicky, a preto je tato Cast tvrdenia dokazané.

Nepriamo. UkéaZeme, Ze ak neplati (ii), vlastnost . nie je rekurzivne vy¢islitelna.

Za ucelom sporu predpokladajme, Ze je vlastnost . rekurzivne vyéislitelna. UkaZeme, Ze
v takom pripade musi byt Lg € ZrE (spor).

Tvrdenie dokdZeme priamociarym zovSeobecnenim postupu z prikladu 5, kde sme dokazali,
Ze nekone¢nost rekurzivne vy¢islitelnych jazykov nie je rekurzivne vy¢islitelna. Pre kazda
dvojicu vstupov (A4),w sme tam konstruovali deterministicky Turingov stroj My ,, taky,
ze L(Ma,,) je nekoneény prave vtedy, ked w ¢ L(A). Presnejsie: Turingov stroj My
splial

L ak w ¢ L(A),

nejaky kone¢ny podjazyk jazyka L inak,

LM = {

kde L je nejaky pevne dany nekoneény rekurzivne vyéislitelny jazyk.

Bezo zmeny tuto redukciu pouzit nemodzeme, pretoZze v naSom pripade uz vo vSeobecnosti
neplati L € . a nie je ani zaruc¢ené, ze kone¢né podjazyky jazyka L vlastnost .# nemaju.
Za predpokladu, Ze neplati (i) vSak nutne existuje jeden konkrétny jazyk L € . taky, ze
ziaden jeho kone¢ny podjazyk Lo nemé vlastnost .. Jazyk L je navySe nutne nekoneény,
pretoZe inak by bolo mozné ako koneény podjazyk jazyka L s vlastnostou . vziat Ly = L.
Ak teda upravime redukciu z prikladu 5 tak, aby v nej stroj M4, pouZil prave tento
jazyk L, bude zvySok dbékazu tplne rovnaky.

Pre tplnost este uvedieme kompletny dokaz. Nech neplati (i7) a vlastnost .7 je rekurzivne
vy¢cislitelna. Zostrojime deterministicky Turingov stroj akceptujici jazyk Lg (spor).

Za predpokladu rekurzivnej vyéislitelnosti vlastnosti . je za tymto ucelom zjavne po-
stacujice vediet transformovat vstupy (A),w na kod (M4 ) nejakého deterministického
Turingovho stroja M ,, takého, Ze

L(Ma,,) € 7 prave vtedy, ked w ¢ L(A). (6)

Stroj akceptujuci Lg potom — za predpokladu, Ze dostane platny vstup univerzalneho
problému — transformuje vstupy (A4),w na (M, ,,) a na tomto kode spusti stroj pre vlast-
nost ., pricom akceptuje prave vtedy, ked akceptuje tento stroj. Schéma tejto redukcie
je na obrazku 11.

Zostava opisat konstrukciu stroja M4 ,,. KedZe nie je splnena podmienka (4i), nutne exis-
tuje nekoneény jazyk L € . taky, ze ziaden kone¢ny podjazyk Lg jazyka L nie je v .7.
Nech Ay, je deterministicky Turingov stroj akceptujici L.
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Obr. 11: Schéma redukcie komplementarneho univerzalneho problému na problém rozhodovania vlastnosti .7
za predpokladu, Zze vstupy stroja pre Lg st platnymi vstupmi univerzalneho problému. Do jazyka Lg patria
navySe aj vS8etky neplatné vstupy univerzalneho problému.

(i)

Stroj M4, na kazdom vstupe x najprv odsimuluje vypocet stroja Ay, pricom vo vypocte
pokracuje iba ak stroj Ay akceptuje. V takom pripade sa spusti simulacia |z| krokov
vypoctu stroja A na vstupe w. Ak stroj A pocas simulovanych |z| krokov vypoétu slovo w
neakceptuje, stroj My ,, akceptuje slovo .

Ak teda w ¢ L(A), stroj M., akceptuje prave vietky slové z jazyka L — slova mimo L sa
yodfiltruja® simulaciou stroja Ar; slova x € L sa ale akceptuju, pretoze stroj A slovo w
neakceptuje na ziaden pocet krokov, a teda ani na |z| krokov. Ak naopak w € L(A),
stroj M4, akceptuje iba také slova = z jazyka L, Ze stroj A slovo w na |z| krokov este
neakceptuje. Takychto slov je ale kone¢ne vela. To znamena, Ze

L ak w ¢ L(A),
nejaky kone¢ény podjazyk jazyka L inak,

LMa) = {

¢o je silnejsie, nez (6). Schéma konstrukcie stroja M4 ,, je na obrazku 12.

Priamo. Ozna¢me ako .# mnozinu vsetkych kone¢nych jazykov v . (nad uvazovanou

abecedou ¥ = {0,1}). UkaZeme, Ze ak je vlastnost . rekurzivne vy¢isliteln4, tak existuje

generujuci Turingov stroj M pre jazyk L, (definicia 4).

Citatel by iste Iahko dokazal zostrojit generujuci Turingov stroj M’ pre jazyk zodpove-

dajici mnozine v8etkych kone¢nych jazykov (nad X). Stroj M bude pracovat nasledovne:
1. Opakuj v nekone¢nom cykle pre k =1,2,.. .

1.1. Pomocou M’ vygeneruj kody prvyjch k kone¢nych jazykov Lq, ..., Lj (nad abece-
dou X).

1.2. Skonstruuj kody (A1), ..., (Ag) Turingovych strojov Ay, ..., A takych, ze
L(Ay) = Ly,...,L(Ax) = Lg

(detaily tohto kroku prenechavame ¢itatelovi ako jednoduché cvicenie).

w Ziadne ano‘ | dno
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Obr. 12: Schematické znazornenie konstrukcie stroja M q,.
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1.3. Odsimuluj prvgeh k krokov stroja pre Lo postupne na vstupoch (A1), ..., (Ag).
Pre kazdy kod (A;), ktory stroj pre L akceptoval, vygeneruj na vystupe kod
konecéného jazyka L;.

Je zrejmé, ze takyto stroj vygeneruje kod kazdého koneéného jazyka s vlastnostou .% ne-
konecne vela raz. Definicia generujuceho Turingovho stroja ale takéto spravanie umoziuje.

Zostéva ukazat, Ze ak si splnené podmienky (i), (i7) a (iii), tak je vlastnost . rekurzivne
vycislitelna.
Treba teda skonstruovat Turingov stroj, ktory akceptuje kod (A) deterministického Turingovho

stroja A prave vtedy, ked L(A) € .#. KedZe ide iba o akceptéciu (teda o rekurzivnu vy¢islitel-
nost), sta¢i ukazat existenciu nedeterministického Turingovho stroja.

Ten moze pracovat napriklad tak, ze pre dany kod (A) ,uhadne* kod wi#Hwa# ... #w, ko-
neéného jazyka Lo = {wi,...,w,} C ¥*. Nésledne sa pokisi odsimulovat® stroj A postupne
na vsetkych slovach wy,...,w, z jazyka Lg. Ak stroj A zakazdym akceptoval, je Ly C L(A).
V takom pripade eSte stroj pre . odsimuluje stroj generujici kody vSetkych konecnych ja-
zykov z .7, ktory existuje vdaka (iii). Ak tento stroj vygeneruje kod jazyka Lg, stroj pre .
akceptuje.

Lahko vidiet, Ze takyto stroj skutoéne akceptuje vietky kody (A) také, ze L(A) € .. Ak totiz
L(A) € ., tak podla (ii) musi existovat kone¢ny podjazyk Lg jazyka L(A) taky, ze Lo € ..
V takom pripade nedeterministicky stroj pre . v aspoii jednej vetve akceptuje. Ak naopak
stroj pre .# akceptuje, tak musel najst kone¢ny jazyk Lo taky, ze Lo C L(A) a Ly € 7.
Z platnosti podmienky (i) potom vyplyva, ze aj L(A) € ..

Citatelovi odporuc¢ame zamysliet sa nad tym, ako by vyzerala konStrukcia deterministického
Turingovho stroja pre vlastnost .. O

5 Pouzitie druhej Riceovej vety

Priklad 6. Pomocou druhej Riceovej vety mozno dokazat napriklad nasledujice tvrdenia:

Prazdnost rekurzivne vy¢islitelnych jazykov nie je rekurzivne vycislitelna. Jazyk ) je totiz
prazdny, ale existuje jazyk L D (), ktory prazdny nie je. Podmienka (i) druhej Riceovej vety
tak nie je splnené.

Rovnost so ¥* nie je pre rekurzivne vydcislitelné jazyky rekurzivne vydcislitelna. Jazyk ¥* je
totiZ zjavne rovny >*, no neexistuje ziaden kone¢ny podjazyk 3*, ktory by bol rovny 3*. Nie je
preto splnend podmienka (i) druhej Riceovej vety.

Nech .¥ je vlastnost, ktort maji vietky jazyky L také, Zze L — Ly # (). MnoZina kone¢nych
jazykov s touto vlastnostou nie je rekurzivne vy¢éislitel né, pretoze inak by bola rekurzivne vyéis-
litelna aj mnozina vsetkych jednoprvkovych jazykov {w} takych, ze {w} — Ly # 0. V dosledku
toho by bol rekurzivne vy¢cislitelny jazyk vSetkych slov w takych, ze w € Ly — z ¢oho by vy-
plyvalo, Ze L[C] € ZrE. Nie je teda splnend podmienka (i7i) druhej Riceovej vety a vlastnost .
nie je rekurzivne vydislitelna.

Neprazdnost rekurzivne vyécislitelnych jazykov je rekurzivne vy¢islitelna, ¢o mozno dokazat
napriklad overenim podmienok (i) az (i7i) druhej Riceovej vety.

3Nemusi sa mu to podarit v pripade, e sa simulovany stroj A na niektorom zo slov w1, . .., w, nezastavi. V takom
pripade konstruovany stroj neakceptuje.
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