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V prvej Casti tychto poznamok sme opisali vo vSeobecnosti nedeterministickii schému algoritmu
posuti a redukuj* a Specidlnu triedu tzv. jednoducho precedencngch gramatik, pre ktoré je mozné
schému ,,posun a redukuj* determinizovat; hovorime potom o algoritme ,posunl a redukuj*. Rozho-
dovanie medzi operaciou ,,posuit” a operaciou ,redukuj*“ je pre jednoducho precedenc¢né gramatiky
zalozené na relacidch =, < a > medzi dvojicami po sebe idacich symbolov.

V nasledujicom preskimame dalsiu triedu bezkontextovych gramatik — tzv. LR(0) gramatiky
— pre ktoré je mozné schému ,,posunt a redukuj“ determinizovat. Pomenovanie ,,LR(0)“ pochadza
zo skutoénosti, ze algoritmus ,,posufi a redukuj* pre LR(0) gramatiky' spractva vstup zlava doprava
(angl. Left-to-Right) a konstruuje pravé krajné odvodenie (angl. Rightmost derivation). Algoritmus
navySe nema ziadnu informéciu o nasledujtcich nepreéitanych symboloch na vstupe, teda ma infor-
maciu o 0 nasledujtcich symboloch.

V zéavere tychto poznamok stru¢ne opiseme tzv. LR(k) gramatiky, ktoré su zovseobecnenim LR(0)
gramatik s informéciou o k nasledujicich symboloch na vstupe. PouZitie metod zaloZenych na LR
gramatikach je v praxi pomerne rozsirenym pristupom k syntaktickej analyze.

1 LR(0) polozky a platné LR(0) polozky

Pri vykonavani algoritmu ,,posunl a redukuj* pre LR(0) gramatiky bude moZné deterministicky rozho-
dovat medzi operaciou ,,posuin a operaciou ,redukuj* pomocou tzv. LR(0) poloZiek. LR(0) polozky
mozno definovat pre lubovolni bezkontextoviu gramatiku G: ide o pravidla gramatiky G, na ktorych
pravej strane je pridany prave jeden vyskyt nového $pecidlneho symbolu e. Neskor definujeme LR(0)
gramatiky ako bezkontextové gramatiky, ktorych LR(0) polozky spliaji urc¢ité podmienky.

Definicia 1. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika taka, ze « ¢ N UT. LR(0) polozka
v gramatike G je dvojica (¢, uev), kde £ € N, u,v € (NUT)" a ¢ — uv € P. LR(0) polozku (£, uev)
zvycajne zapisujeme ako & — uev.

Priklad 1. Uvazujme bezkontextovi gramatiku G = (N, T, P,o) taka, ze N = {0}, T = {a,b}
a P = {0 — aca | bob | €}. V gramatike G existuju nasledujice LR(0) polozky (prvy stipec
zodpoveda pravidlu o — aca, druhy pravidlu o — bob a treti pravidlu o — ¢).

o — eaoa, o — ebob, o — e,
o — aeoa, o — beob,
o — aceaq, o — boeb,
o — acae, o — bobe,

Vsimnime si predovSetkym, ze v definicii LR(0) polozky mézu byt slova v a v aj prazdne.

Algoritmus ,posuil a redukuj“ pre LR(0) gramatiky si pocas svojho behu udrziava mnozinu
tzv. platngch LR(0) poloziek. Skor, nez uvedieme jeho formalnu definiciu, vysvetlime intuitivny vy-
znam tohto pojmu na priklade. Uvazujme napriklad pravidlo & — acfB v nejakej gramatike G. Potom
pocas vykonavania algoritmu ,,posul a redukuj*:

'Rovnako ako vietky ostatné algoritmy zaloZené na schéme ,,posufi a redukuj“ v podobe, v akej bola opisana v prvej
Casti tychto poznamok.



e LR(0) polozka & — eacf3 je platn4, ak sa na vstupe ako jedna z eventualit o¢akéva podslovo
odvoditelné z acf, pricom acf v konstruovanom odvodeni vznikne z neterminalu &.

e LR(0) polozka & — aecf je platna, ak bola v minulosti platna polozka & — eacf a nasledne
bolo zo vstupu precéitané slovo odvoditelné z «, ktoré bolo na zasobniku zredukované na c.
Na vstupe sa teda ako jedna z eventualit ocakéva podslovo odvoditelné z 8.

e LR(0) polozka & — acef je platna, ak bola platna polozka & — «ec3, zo vstupu bolo precitané
slovo odvoditelné z ¢ (¢ize jedine ¢ samotné) a toto slovo bolo zredukované na ¢ (na nula
krokov). Na vstupe sa tak ako jedna z moznosti o¢akéva podslovo odvoditelné z 3.

e LR(0) polozka £ — acfe je platna, ak bola ,,v davnejSej minulosti platna polozka & — eacs,
zo vstupu bolo preéitané slovo odvoditelné z acf a toto slovo bolo na zasobniku zredukované
na acfB. Jednou z moznosti je teda redukovat podslovo acf na &.

Symbol e teda udava ,stav rozpracovanosti“ daného pravidla pri spédtnom konstruovani pravého
krajného odvodenia. Na zaciatku celého procesu st platné prave vetky LR(0) polozky o — eu
pre o — u € P. Hladané odvodenie vstupného slova w sa totiz musi za¢inat pociatoénym netermina-
lom o slovo w preto musi byt — v pripade jeho prislusnosti do L(G) — odvoditelné zo o. To znamena,
ze slovo w musi byt odvoditelné z nejakého slova u, pre ktoré v gramatike existuje pravidlo o — u.

2 Formalna definicia platnych LR(0) poloziek

Sformulujme teraz naozajstnu definiciu platnych LR(0) poloziek. Neprec¢itana ¢ast vstupu nemoze
mat na takuto definiciu vplyv, pretoze algoritmus , posuil a redukuj“ nemé4 Ziadnu informéciu o na-
sledujucich symboloch na vstupe — pre kazdé u ,je mozné“, Ze neprecitané ¢ast vstupu je u. Preto
sa platné LR(0) polozky definuju pre potencidlne (nie nutne ,dosiahnutelné“) obsahy zasobnika.
Presnejsie: platné LR(0) polozky st formélne definované len pre tie obsahy zésobnika, ktoré mozno
po doplneni vhodnym sufixom? redukovat na o, t. j. pre Zivotaschopné prefiry (ich definiciu o chvilu
zopakujeme). Rovnako dobre by ale bolo mozné definovat platné polozky aj pre Tubovolny obsah
zésobnika — platnu polozku by aj tak mohol mat iba Zivotaschopny prefix.

Definicia 2. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika a w je prava vetna forma v G.
Prefix 2/ pravej vetnej formy w je Zivotaschopny, ak pre nejaké x,y € (NUT)* a z € T* je w = zyz,
kde y je ,handle* a sacasne |z/| < |zyl.

V pravej vetnej forme w st teda Zivotaschopné prave tie prefixy a’/, pre ktoré vo w existuje aspoi
jedna ,handle* y, ktora ,nekond¢i skor* ako z’. To je pre jednoznacéné gramatiky prave vtedy, ked
jedind ,handle* y v danej pravej vetnej forme w ,,nekond¢i skor® ako z’.

Definicia 3. Nech G = (N, T, P,o) je bezkontextova gramatika. Nech 2’ je Zivotaschopny prefix
v gramatike G a £ — uev je LR(0) polozka v G. LR(0) polozka & — uev je platnd pre Zivotaschopny
prefix 2/, ak v G existuje pravé krajné odvodenie

O =y EZ =y TUVZ,
kde x € (NUT)*, 2 € T* a pre Zivotaschopny prefix 2’ plati 2/ = zu.

Uvedenéa definicia zodpovedé intuitivnemu vyznamu platnych LR(0) poloZziek opisanému vyssie.
Nech & — uev je polozka, ktora je — rovnako ako v definicii 3 — platné pre Zivotaschopny prefix zu.
Ak je pri vykonévani algoritmu ,,posui a redukuj* na zasobniku slovo xu, tak uz zo vstupu muselo
byt prec¢itané podslovo odvoditelné z u, ktoré bolo na zasobniku na u zredukované. Navyse je moZné,
Ze na vstupe nasleduje podslovo odvoditelné z v (ak existuje také termindlne slovo), pri¢om pred-
chadzajica definicia zarucuje, Ze ak za tymto podslovom nasleduje sufix z, tak je mozné zredukovat
vstupné slovo postupne az na o. Polozka £ — uev je tak platna aj v opisanom intuitivnom zmysle.

2Nie nutne terminalnym. Pre redukované gramatiky ale existuje takyto sufix prave vtedy, ked existuje takyto
termindlny sufix.



Uplnd LR(0) polozka je LR(0) polozka so symbolom e na konci pravej strany pravidla.

Definicia 4. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika. Uplnd LR(0) polozka v G je LR(0)
polozka & — uev taka, ze v = ¢.

3 Normalny tvar bezkontextovych gramatik

V nasledujicom budeme uvazovat normélny tvar bezkontextovych gramatik, v ktorom sa pocia-
to¢ny neterminél o nevyskytuje na pravej strane Ziadneho pravidla. Transformécia bezkontextovej
gramatiky G = (N, T, P,o) do takéhoto normélneho tvaru je trividlna zaleZitost: staci pridat novy
neterminal ¢’ a pravidlo o/ — ¢. Nasledujtice tvrdenie preto uvadzame bez dokazu.

Tvrdenie 1. Nech G = (N, T, P,o0) je bezkontextovd gramatika. Potom existuje bezkontextovd gra-
matika G' = (N', T, P',0’) takd, 2e L(G') = L(G) a P C N' x (N' —{o'}) uT)".

Je zrejmé, ze ak je gramatika G v uvedenom normélnom tvare, tak v Tubovolnom akcepta¢nom
behu algoritmu ,,posul a redukuj“ sa moze neterminal o vyskytnut na zasobniku iba v jeho zévere.
Vyskyt netermindlu ¢ na vrchu zasobnika je teda signdlom na to, Ze zostéva iba overit, ¢i je o
jedinym symbolom na zasobniku (okrem $pecidlneho symbolu F pre ,,dno zasobnika“; toto overenie
mozno realizovat napriklad postupnym vyprazdnenim zasobnika) a & bol pre¢itany cely vstup.?
Dalsim dosledkom je, Ze LR(0) polozky typu o — eu mozu byt platné iba na zaciatku vykonéavania
algoritmu ,,posunt a redukuj“.

4 Nedeterministicky polozkovy automat

Nech G = (N, T, P, o) je (Iubovolna) bezkontextova gramatika v normalnom tvare z tvrdenia 1. Opi-
Seme konstrukciu nedeterministického koneéného automatu — tzv. nedeterministického polozZkového
automatu — ktorého stavy (okrem pociatoéného) st LR(0) polozky v gramatike G a stav zodpove-
dajuci polozke & — wuev je dosiahnutelny z podciatoéného stavu na slovo x prave vtedy, ked z je
zivotaschopny prefix v gramatike G a & — uev je jeho platna LR(0) polozka. Takyto automat mozno
zrejme vyuzit na najdenie mnoziny vSetkych platnych LR(0) poloZiek pre z — staci najst vietky stavy
dosiahnutelné na x.

V intuitivnej rovine je konstrukcia nedeterministického polozkového automatu zaloZzené na nasle-
dujucich avahach (formélne sa da zdovodnit definiciou platnych LR(0) poloziek):

e Na zaciatku kazdého behu algoritmu ,,posuii a redukuj* sa platné vSetky polozky o — eu, kde
o — u € P. Vsetky tieto LR(0) polozky st teda platné pre Zivotaschopny prefix ¢, kedze
na zaciatku behu algoritmu ,,posuil a redukuj“ je zasobnik prazdny (aZ na symbol F reprezen-
tujuci dno zasobnika). NavySe je zrejmé, Ze zasobnik moze byt prazdny vyluéne na zaciatku
vypoctu algoritmu ,,posuii a redukuj“. Z poc¢iatoéného stavu ¢y nedeterministického polozko-
vého automatu teda veda prechody na e prave do vSetkych stavov zodpovedajicich polozkam
o — eu, kde 0 - u € P.

e Nech z je zivotaschopny prefix, pre ktory je platna LR(0) polozka & — uenv, kde n € N.
V takom pripade sa na vstupe ,oéakava“ vyskyt podslova odvoditelného z neterminalu 7.
Odvodenie tohto podslova zacina pouZzitim nejakého pravidla n — y. Pre Zivotaschopny prefix x
st teda platné aj vSetky LR(0) polozky n — ey, kde n — y € P. Zo stavu zodpovedajiceho
polozke ¢ — wenu teda vedu prechody na e do vSetkych stavov zodpovedajicich polozkam
n—eypren —yc P.

3Pri implementacii na zasobnikovom automate je overenie tejto druhej podmienky implicitné, kedZe automat ak-
ceptuje iba vtedy, ked bol docitany cely vstup.

4Prazdne slovo ¢ je Zivotaschopnym prefixom prave vtedy, ked existuje aspoii jedno pravidlo typu ¢ — u. Pripad,
ked takéto pravidlo neexistuje, je zo zrejmych dovodov nezaujimavy.



e Nech z je opét zivotaschopny prefix, pre ktory je platna LR(0) polozka & — uenv, kde n € N.
To znamené, %e na vstupe sa ,ocakava® vyskyt podslova odvoditelného z neterminalu 7.
Po ,spracovani“ tohto podslova je obsahom zésobnika Zivotaschopny prefix xn, pre ktory je
platna LR(0) polozka & — unev. Inak povedané: ak je pre x platna polozka & — uenv, je pre zn
platna polozka & — unev. Zo stavu zodpovedajuceho polozke & — uenv preto vedie prechod
na n do stavu zodpovedajiceho polozke & — unev.

e Nech z je zivotaschopny prefix, pre ktory je platnd LR(0) polozka & — uecv, kde ¢ € T.
To znamena, Ze na vstupe sa ,0Cakava*“ vyskyt pismena c. Po spracovani tohto symbolu je
obsahom zasobnika Zivotaschopny prefix xc, pre ktory je platna LR(0) polozka £ — wucev.
Zo stavu & — uecv teda vedie prechod na ¢ do stavu & — ucewv.

Definicia nedeterministického polozkového automatu pre bezkontextovi gramatiku G je preto
nasledovna.

Definicia 5. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika v normalnom tvare z tvrdenia 1.
Nedeterministicky polozkovy automat pre gramatiku G je potom nedeterministicky konecény automat

Ne = (K, %,0,q, F), kde
K={q}U{{—uev|{EN; u,ve(NUT)"; £ = uw € P},

> = NUT a prechodova funkcia ¢§ je dana nasledovne:

d(q0,6) ={oc — eu | 0 - u € P},
0(& = uenv,e) ={n — ey | n —ye P}, V¢ — uenv € K také, ze n € N,
0(§ — uenv,n) = {£ — unev}, V¢ — uenv € K také, ze n € N,
— uecv, c) = {£ — ucev}, VE — uecv € K také, ze c €T
(¢ ) ={¢ ¥

a 0(q,z) = 0 pre vetky ostatné ¢ € K a z € ¥ U {e}. Mnozina akceptacnych stavov F nie je
podstatna, mozno uvazovat napriklad F' = ().

Priamo z jeho definicie je zrejmé, Ze v automate A vedie z kazdého stavu najviac jeden prechod
na pismeno. Nedeterminizmus automatu .4 je spésobeny prechodmi na e, ktorych naopak modze
z jedného stavu viest aj niekol'ko.

Poznamka 1. MnoZina akceptaénych stavov nedeterministického polozkového automatu nie je d6-
lezita, pretoZe tento automat budeme (nepriamo) pouzivat vyluéne na zistenie mnoziny stavov — ¢ize
LR(0) poloziek — dosiahnutelnych z pociatoéného stavu gp na dané slovo z. Dobre odévodnenou
volbou mnoziny akceptacnych stavov vSak moze byt napriklad F = K — {qo} — v takom pripade
automat 45 akceptuje prave vSetky zivotaschopné prefixy v gramatike G.

Nasledujicu vetu uvedieme bez dékazu, jej platnost by ale mala byt ¢itatelovi zrejmé z predcha-
dzajacich uvah.

Veta 1. Nech G = (N, T, P,o0) je bezkontextovd gramatika a NG je nedeterministicky poloZkovy
automat pre G. Potom pre vietky x € (NUT)" a vsetky LR(0) polozky & — uev gramatiky G je
(90, ) s (& — uev, ) prave vtedy, ked je x Zivotaschopny prefix v gramatike G a LR(0) polozka
& — uev je platnd pre x.

Poznamka 2. Ak je gramatika G v redukovanom normalnom tvare, su vietky stavy automatu .4¢
dosiahnutelné, a teda kazda LR(0) polozka je platna pre niektory Zivotaschopny prefix. Ak je totiz
dosiahnutelny stav zodpovedajuci LR(0) polozke & — eu, su zjavne dosiahnutelné aj vSetky ostatné
stavy zodpovedajice LR(0) polozkdm pravidla & — u (pomocou prechodov na jednotlivé pismené
slova u). Kedze je gramatika G v redukovanom normalnom tvare, pre kazdy neterminél £ € N a kazdé
& — u € P existuje pravé krajné odvodenie

*
O = TEZ =y TUZ,

kde z € (NUT)" a z € T*. Slovo u je teda ,handle“ zodpovedajica pravidlu & — u a slovo x je
Zivotaschopny prefix pravej vetnej formy xuz, pre ktory je platna LR(0) polozka & — eu. Prislusny
stav je teda dosiahnutelny z qg na slovo z, ¢o dokazuje nami vyslovené tvrdenie.



5 Priklad
Priklad 2. Uvazujme bezkontextovu gramatiku G = (N, T, P,o) s N = {o,«a, 8}, T ={a,b,c} a

P={oc—baa|a
a— ac | afp
B — abc}.

Nedeterministicky polozkovy automat .4 pre gramatiku G zostrojeny na zéaklade definicie 5 — pres-
nejsie jeho dosiahnuteln4 ¢ast — je znazorneny na obrazku 1.

Obr. 1: Nedeterministicky polozkovy automat A zodpovedajuci gramatike G.

Lahko mozno overit, Ze z kazdého stavu automatu .4 skutocne vedie najviac jeden prechod
na pismeno. Presnejsie: zo stavu ¢p a stavov zodpovedajucich aplnym LR(0) polozkdm nevedie Ziaden
prechod na pismeno a z ostatnych stavov vedie prechod na pismeno, ktoré je v zodpovedajtcej LR(0)
polozke za symbolom e. Zo stavu gy dalej vedu prechody na e do stavov zodpovedajucich LR(0)
polozkdm o — eu pre nejaké ¢ — u € P. Z ostatnych stavov vedu prechody na e prave vtedy,
ked je v zodpovedajicej LR(0) polozke symbol e pred netermindlom. Ak ide o neterminél &, tak
tieto prechody vedu do stavov zodpovedajucich LR(0) polozkam & — eu pre & — u € P. Ako vidiet
na priklade LR(0) polozky o — eac, l'ava rekurzia méa za nasledok pritomnost ,.epsilonovych® sluciek.

6 Deterministicky polozkovy automat

Nedeterministické polozkové automaty sme zaviedli predovSetkym preto, aby sme pre kazdy zivo-
taschopny prefix x vedeli najst prislusni mnozinu platnych LR(0) poloZiek. Ide prave o tie LR(0)
polozky, pre ktoré st zodpovedajtce stavy v nedeterministickom polozkovom automate dosiahnutelné
na slovo x.



Standardna konstrukcia determinizacie nedeterministickych kone¢nych automatov z minulého
semestra spo¢iva najprv v odstrdneni prechodov na e a nasledne v aplikicii podmnoZinovej kon-
Strukcie. Vysledkom je ekvivalentny deterministicky kone¢ny automat, ktorého stavy st mnozinami
stavov pévodného automatu. Kazdé slovo x tento deterministicky automat doéita v prave jednom
stave zodpovedajucom mnozine v8etkych stavov, v ktorych moze slovo x docitat pdévodny nedeter-
ministicky automat. Ak teda Standardnym sposobom determinizujeme nedeterministicky poloZzkovy
automat A, dostaneme deterministicky poloZkovy automat Zq, ktorého vypodet na slove x skon¢i
v stave zodpovedajiicom mnozine platnych LR(0) poloziek pre .5

Pre jednoduchost budeme polozkové automaty determinizovat trochu inym algoritmom, nez je
ten z minulého semestra — ,,odepsilonovanie” a zefektivnena podmnozinova konstrukcia v iom budu
spojené do jediného kroku. NavySe nebudeme konStruovat stav zodpovedajici prazdnej mnoZine
stavov pévodného automatu — vysledny deterministicky koneény automat teda nemusi mat uplni
prechodovi funkciu.

Vstupom nasledujtceho algoritmu je nedeterministicky polozkovy automat pre gramatiku G, teda
automat A5 = (K,3,0,q, F). Vystupom je ,uzitocna ¢ast* zodpovedajiceho deterministického
polozkového automatu, ktora budeme oznacovat Y = (K', %, ', ¢(), F'). Mnozina F’ je aj v tomto
pripade nepodstatna — preto kladieme F’ = (). Poc¢as behu si bude algoritmus udrZiavat mnozinu S
nspracovanych® stavov z K.

1. Poloz qy := Ip := {q € K | (qo0,¢) Iy, (¢,¢)}. Pociatoénym stavom automatu Z¢ teda bude
mnoZzina stavov automatu .4 dosiahnutelnych na e z pociatoéného stavu automatu A¢.

2. Inicializuj K’ := {Ip} a S := 0.
3. Opakuj, az kym K' = S:

3.1 Vyber (na zaklade l'ubovolného kritéria) nejaky stav I € K/ — S.

3.2 Pre vsetky ¢ € ¥ vypocitaj mnozinu J. = U, {q € K | (p,c) Iy, (¢,€)}. Mnozina J.
teda obsahuje tie stavy automatu ¢, ktoré st dosiahnutelné zo stavov z I na pismeno ¢
(a Tubovolny pocet krokov na ). Ak J. ¢ K" a J. # (), pridaj stav J. do K'. Ak J. # 0,
poloz &'(I,c) = J.. Ak J. =0, poloz &§'(I,c) = 1.5

3.3 Pridaj stav I do mnoziny spracovanych stavov S.

7 Prvé pokracovanie prikladu

Priklad 2 (pokracovanie). VysSie sme zostrojili nedeterministicky polozkovy automat .4¢ zodpove-
dajuci gramatike G = (N, T, P,0), kde N = {o,a, 8}, T = {a,b,c} a

P={oc—baala
a— ac | afp
B — abc}.

Tento automat je na obrazku 1. Deterministicky polozkovy automat Z¢g zodpovedajici automatu Ag,
skonstruovany horeuvedenym algoritmom, je na obrazku 2.

5Tu treba upozornit na dva detaily. Prvym je skuto¢nost, ze = nemusi byt Zivotaschopny prefix. V takom pripade
skonéi vypocet na z v stave zodpovedajicom prazdnej mnozine (pripadne mnozine {qo}, ale to je mozné iba v pripade,
Ze gramatika neobsahuje ziadne pravidlo typu o — w). Druhym je skuto¢nost, Ze tadto mnozina stavov automatu A
vo vieobecnosti moze okrem LR/(0) poloziek obsahovat aj po¢iato¢ny stav qo. Stav automatu Z¢ zodpovedajici takejto
mnozine ale moze byt dosiahnutelny iba na prazdne slovo e.

8Zapisom §'(I,¢) = L vyjadrujeme, ze vystup Giastoéného zobrazenia &’ je pre vstupy (I,c) nedefinovany.



Iyp: qo, 0 — ebaa, o — ea
Ii: o — beaa, a — eac, a — eaff
I: o — baea, a — aec
I3: o — baae

Iy: o — ace

Is: o0 — ae

Is: o — aefS3, p — eabc
I;: B — aebc

Is: B — abec

Iy: B — abce

Ig: a— apPeS, B — eabc
Lii: a— aﬁ/Bo

(a) Automat Z¢. (b) Stavy automatu Z¢.

Obr. 2: Deterministicky polozkovy automat % pre gramatiku G.

Napriklad vypocet automatu Z¢ na slove baa skonéi v stave I7. Jedinou platnou LR(0) polozkou
pre zivotaschopny prefix baa je teda § — aebc. Vypocet na slove € skonéi v stave [y, ktory okrem
LR(0) poloziek obsahuje aj stav g (ten ale na platnost LR(0) poloziek pre e nema ziaden vplyv).
Pre ¢ st teda platné LR(0) polozky o — ebaa a o — ea. Napriklad slovo ab automat Z¢ nedoéita
az do konca.” Slovo ab preto nie je Zivotaschopny prefix v gramatike G.

8 LR(0) gramatiky

V nasledujicom definujeme LR(0) gramatiky ako bezkontextové gramatiky, pre ktoré mozno vy-
uzit mnoziny platnych LR(0) poloziek na determinizaciu algoritmu ,posuii a redukuj*“. Na zaklade
platnych LR(0) poloZiek teda treba vediet rozhodnut, & vykonat operaciu ,,posunn alebo operaciu
yredukuj“. Z definicie platnych LR(0) poloziek zjavne vyplyva:

e Ak je pre zivotaschopny prefix na zasobniku platné 4ipindg LR(0) polozka & — ue, tak jednou
z moznosti je redukovat podla pravidla £ — u.

e Ak pre zivotaschopny prefix na zasobniku nie je platna ziadna uplna LR(0) polozka, tak ne-
mozno redukovat podla ziadneho pravidla.

e Ak je pre zivotaschopny prefix na zasobniku platnd LR(0) polozka & — wecv, kde ¢ € T je
termindlny symbol, tak je jednou z moZnosti posunit symbol zo vstupu (je totiZ mozné, Ze
nasledujuci nepreéitany symbol na vstupe je c).

e Ak pre zivotaschopny prefix na zasobniku nie je platna ziadna LR(0) polozka s ,,bodkou pred
terminalom, tak nie je mozné posunut na zasobnik symbol zo vstupu. Z deterministického po-
lozkového automatu je totiz zrejmé, ze posunutim by vzniklo slovo, ktoré nie je zivotaschopnym
prefixom.

Ak teda pre dany Zivotaschopny prefix nie je platna ziadna uplna LR(0) polozka, jedinou moznos-
tou je posunut symbol zo vstupu — toto rozhodnutie mozno urobit deterministicky. Problém nastane
v situacii, ked pre dany Zivotaschopny prefix je platnd uplna LR(0) polozka £ — ue. Ak je totiz
v takom pripade platnd aj nejaka ind uplna LR(0) polozka n — ye, nie je jasné, podla ktorého
z pravidiel redukovat. Podobne v pripade, ked je okrem polozky & — ue platné polozka so symbolom
e pred terminalom, nie je jasné, ¢i redukovat podla & — u, alebo posunit symbol zo vstupu.

"Keby sme skonstruovali Z¢ ako automat s tplnou prechodovou funkciou, skonél by vypocet na ab v stave (.
V takomto ,kompletnom* automate Z¢ st zivotaschopnymi prefixmi préave tie slova, ktoré sa do¢itaja v stave réznom

od 0 a {go}.



LR(0) gramatiky definujeme ako bezkontextové gramatiky, pre ktoré takéto konflikty nikdy ne-
nastani. NavySe pozadujeme, aby gramatika bola v norméalnom tvare z tvrdenia 1.

Definicia 6. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika. Gramatika G je LR(0) gramatika,
ak sa splnené nasledujice dve podmienky:

(1) Pociato¢ny neterminal o sa nevyskytuje na pravej strane Ziadneho pravidla — to znamené, ze

PCNx((N-{s}))uT)".

(7i) Ak je pre nejaky zivotaschopny prefix z v G platna uplnad LR(0) polozka & — we, tak pre z
nie je platna ziadna ind uplna LR(0) polozka, ani ziadna LR(0) polozka so symbolom e pred
terminalom.

Overenie, ¢i je dand bezkontextova gramatika LR(0), je moZné realizovat jednoduchou ingpekciou
jej deterministického polozkového automatu — pre kazdy jeho stav musi platit, Ze ak prislusnd mnozina
LR(0) poloZiek obsahuje tplna polozku & — ue, tak neobsahuje Ziadnu int Gplni polozku, ani Ziadnu
polozku so symbolom e pred terminalom. Priklad takéhoto overenia moZzno néjst nizsie.

Poznamka 3. Pomerne jednoducho sa dé dokazat, Ze ak je gramatika sucasne v redukovanom nor-
malnom tvare a v ,bezepsilonovom* normalnom tvare (¢o je zvicsa rozumny predpoklad), tak pod-
mienku (#7) definicie 6 mozno zapisat o poznanie jednoduchsie — sta¢i pozadovat, aby platnost aplnej
LR(0) polozky implikovala, Ze nie je platna Ziadna ind polozka. Dokaz tejto skuto¢nosti prenechavame
ako jednu z 1loh na nasledujtce cvicenie.

9 Druhé pokracovanie prikladu

Priklad 2 (pokracovanie). VysSie sme zostrojili deterministicky polozkovy automat % (obrazok 2)
zodpovedajuci gramatike G = (N, T, P,o), kde N = {o,«, 8}, T = {a,b,c} a

P={oc—baa|a
a— ac | aff
B — abc}.

Gramatika G o¢ividne spliia podmienku (i) definicie LR(0) gramatiky, kedZe o nie je na pravej strane
ziadneho pravidla. Z obrazku 2 zistujeme, ze tplné LR(0) polozky sa nachadzaju v mnozinach zodpo-
vedajucich stavom I3, Iy, I5, Iy a I11. V kazdej z tychto mnozin je prave jedna uplna LR(0) polozka
a 7iadna LR(0) poloZka so symbolom e pred termindlom. Gramatika G teda splia aj podmienku (i)
definicie LR(0) gramatiky a mozno tak uzavriet, ze G je LR(0) gramatika.

10 Algoritmus ,,posun a redukuj* pre LR(0) gramatiky

Princip algoritmu ,,posui a redukuj“ pre LR(0) gramatiky sme v zasade uz vysvetlili pri odévodiovani
definicie LR(0) gramatik. Ide o determinizaciu v8eobecnej schémy ,,posuii a redukuj*, ktora v kazdom
kroku pracuje nasledovne:

a) Ak je na vrchu zasobnika o, zisti, ¢ ide o jediny symbol na zésobniku (okrem F). Ak ano, prejdi
do akceptacného stavu (Cize akceptuj, ak na vstupe nezostal ziaden neprec¢itany symbol). Ak nie,
zamietni.

b) V opa¢nom pripade zisti mnoZinu platnych LR(0) poloziek pre slovo na zasobniku.

¢) Ak tato mnozina obsahuje uplna polozku £ — ue, redukuj podla £ — u.

o,

)
)
) Ak obsahuje (aspon jednu) polozku & — uecv, kde ¢ je termindl, posusi symbol zo vstupu.
)

e) Ak nemozZno posunit ani redukovat, zamietni vstup.



Vo v8eobecnosti je mozné zistenie mnoziny platnych LR(0) poloziek v bode b) realizovat I'ubo-
volne, ale nie kazdé rieSenie je implementovatelné na zasobnikovom automate. Napriklad trividlne
rieSenie, v ktorom sa zakazdym odsimuluje vypocet deterministického polozkového automatu na celom
obsahu zasobnika nie je realizovatelné na zasobnikovom automate, pretoZe je pri iom nutné pristu-
povat dovniitra zasobnika. Na zasobnikovom automate naopak je realizovatelné rieSenie, v ktorom sa
na kazdej pozicii v zasobniku (pomocou $pecialnych symbolov) zaznamena stav, v ktorom je deter-
ministicky polozkovy automat po prec¢itani prislusného prefixu. Pri realizacii operacii ,,posun® resp.
,redukuj* potom stacéi odsimulovat jeden krok deterministického polozkového automatu na symbole
vkladanom na zésobnik, pricom simulacia za¢ne v stave uloZzenom na vrchu zasobnika pred pridanim
tohto symbolu. Priklad uvadzame nizsie.

11 Tretie pokracovanie prikladu

Priklad 2 (pokracovanie). Vyssie sme dokézali, Ze gramatika G = (N,T,P,0) s N = {o,«a, 3},
T ={a,b,c} a

P={oc—baa|a
a— ac | aff
B — abc}

je LR(0) gramatika. Deterministicky polozkovy automat tejto gramatiky je na obrazku 2. V na-
sledujicom odsimulujeme algoritmus ,posuit a redukuj“ pre gramatiku G na vstupe baabcabcceca.
Na zésobniku si budeme na kaZzdej pozicii paméatat stav, v ktorom je automat %5 po precitani
zodpovedajuceho prefixu.

Zasobnik Zvysok vstupu | Stav automatu Z¢ Operacia
F I baabcabceca | Iy: qo, 0 — ebaa, 0 — ea Posun

F Iybly aabcabeeca | I: 0 — beaa, o — eac, o — ea5 | Posun

F Igblialg abcabeeca | Ig: o — aef33, B — eabc Posun

F Ipblialgaly bcabeeca | I7: 8 — aebe Posun

F Ipblialgal7blg cabccca | Ig: B — abec Posun

F Ipblialgal7blgcly abccea | Ig: B — abce Redukuj
F IgblalgB1o abccca | I1p: o — afef, [ — eabc Posun

F IgblalgBlgaly beeea | I7: B — aebc Posun

F IgblalgBlgal7blg ccca | Ig: B — abec Posun

F IogblialgBIgal7blgely cca | Ig: B — abce Redukuj
F IgblalgBl08111 cca | I11: o — affe Redukuj
F Ipbliads cca | Is: 0 — baea, o — aec Posun

F Ipbliadocly ca | Iy: o« — acce Redukuj
F Ipbliads ca | Is: 0 — baea, o — cec Posun

F Ipbliadocly a | Iy: o — ace Redukuj
F Ipbliads a | Iy: 0 — baea, o — cec Posun

F Ipblialsals e | I3: 0 — baae Redukuj
F Iyo e | (Slovo o na zasobniku, £ na vstupe) | Akceptuj

12 LR(k) gramatiky

Prirodzenym rozsirenim LR(0) gramatik sa LR(k) gramatiky, urené na spracovanie algoritmom
»posun a redukuj“, ktory mé navyse informéciu o k nasledujtcich neprec¢itanych symboloch na vstupe
(a schopnost detegovat koniec vstupu). V nasledujiicom opiseme LR(1) gramatiky — zovSeobecnenie
na I'ubovolné k je priamodciare.



Nech G = (N, T, P, 0) je bezkontextova gramatika. LR (1) polozka v gramatike G je LR(0) polozka
v G rozsirend o nejakt podmnozinu S abecedy T' U {-}, kde 4 je $pecidlny symbol reprezentujuci
koniec vstupu. Ak napriklad £ — uev je LR(0) polozka v gramatike G a T' = {a, b}, tak napriklad
»& — uev,{a}* a & — uev, {a,4}* s LR(1) polozky v G.

Neformalne povedané, LR(1) polozka & — uev, S je pocas vykonavania algoritmu ,posuil a re-
dukuj“ platna vtedy, ked algoritmus v predchadzajicom preéital slovo odvoditelné z u, toto slovo
na zasobniku zredukoval na u a na vstupe sa ako jedna z eventualit ocakava podslovo odvoditelné
zo slova v, za ktorym nasleduje symbol z mnoziny S,® pricom podslovo uv v konstruovanom pravom
krajnom odvoden{ vznikne pouzitim pravidla & — uv. V tvode vypoctu algoritmu ,,posuni a redukuj*
su platné prave vietky LR(1) polozky o — eu, {-}.

Formalne sa platné LR(1) polozky opét definuju pre Zivotaschopné prefixy.

Definicia 7. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika. Nech 2’ je Zivotaschopny prefix
v gramatike G a £ — uev, S je LR(1) polozka v G. LR(1) polozka & — uev, S je platnd pre Zivota-
schopny prefix 2/, ak v G existuje pravé krajné odvodenie

O =y TEZ =y TUVZ,

kdez € (NUT)", z € T*, pre Zivotaschopny prefix 2’ plati ' = zu a je splnen4 jedna z nasledujticich
podmienok:

(i) Slovo z je neprazdne a jeho prvy symbol je v S.
(73) Slovo z je prazdne a symbol = je v S.

Konstrukcia nedeterministického polozZkového automatu zodpovedajiceho danej bezkontextovej
gramatike G = (N, T, P,o0) je pre LR(1) polozky zaloZena na rovnakom principe ako pre LR(0)
polozky:

e Zo stavu ¢y vedu prechody na ¢ do prave vsetkych stavov zodpovedajicich LR(1) polozkam
o — eu, {1} pre 0 - u € P.

e Zo stavu zodpovedajiceho LR(1) polozke £ — uenv, S (pre n € N) vedu prechody na & do vset-
kych stavov zodpovedajucich polozkam n — ey, S’ pre n — y € P, kde S’ je mnozina symbolov
taka, Ze a € S’ prave vtedy, ked zo slova v moZno odvodit slovo za¢inajice symbolom a, alebo
z v mozno odvodit € a a € S.

e Zo stavu zodpovedajuceho LR(1) polozke & — uenv, S (pre n € N) vedie prechod na n do stavu
zodpovedajiaceho LR(1) polozke £ — unev, S.

e Zo stavu zodpovedajiceho LR(1) polozke £ — uecv, S (pre ¢ € T') vedie prechod na ¢ do stavu
zodpovedajaceho LR(1) polozke & — ucev, S.

Deterministicky poloZkovij automat pre gramatiku G potom mozno skonstruovat Standardnym algo-
ritmom, rovnako ako pre LR(0) polozky.

Zhruba povedané, algoritmus ,,posuii a redukuj* pre LR(1) gramatiky” pracuje ako algoritmus
pre LR(0) gramatiky s tym rozdielom, Ze operacia ,,posun sa vykonava iba v pripade, Ze je platna
nejaka LR(1) poloZzka so symbolom e pred terminélom, ktory je nasledugicim nepreéitangm symbolom
na vstupe a operacia ,redukuj* sa vykonava iba v pripade, Ze je platna uplnad LR(1) polozka s mno-
Zinou symbolov S obsahujicou prvy neprecitany symbol na vstupe (alebo - v pripade, Ze na vstupe
nezostava Ziaden neprec¢itany symbol).

KedZze sa operacie ,posuii a ,redukuj“ vykonévaju ,viac s rozumom* ako pre LR(0) gramatiky,
je aj ,,mensia Sanca“, Ze nastane konflikt. Definicia LR(1) gramatik, zarucujuca nemoznost konfliktov,
preto kladie na gramatiku slabsie podmienky, nez definicia LR(0) gramatik.

8 Alebo koniec slova, ak 4 € S.
?Definiciu LR(1) gramatik uvedieme o chvilu.
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Definicia 8. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika. Gramatika G je LR(1) gramatika,
ak st splnené nasledujice dve podmienky:

(i) Po¢iato¢ny neterminal o sa nevyskytuje na pravej strane Ziadneho pravidla — to znamena, Ze
PCNx((N-{chuT).

(17) Ak je pre nejaky zivotaschopny prefix v G platna uplna LR(1) polozka { — ue, S, tak pre x
nie je platna Ziadna in& tplna LR(1) polozka n — ye, S” taka, ze S NS’ # (), ani ziadna LR(1)
polozka so symbolom e pred terminélom patriacim do S.

13 Generativna sila LR gramatik

V zévere tychto poznamok uz len bez dokazu uvedieme niekol'ko klasickych tvrdeni o generativnej
sile LR gramatik a o vztahu tried nimi generovanych jazykov k triedam jazykov akceptovanych
deterministickymi zdsobnikovymi automatmi.

Kazda LR(k) gramatika je o¢ividne aj LR(k + 1) gramatika a pre kazdé k € N existuje LR(k + 1)
gramatika, ktora nie je LR(k). Na trovni jazykov sa vSak tato hierarchia zrati uz na arovni LR(1).

Veta 2. Existuje bezkontextovy jazyk L, pre ktory ezistuje LR(1) gramatika G takd, Ze L(G) = L,
ale neexistuje Ziadna LR(0) gramatika generujica L.

Veta 3. Nech k € N—{0} a L je bezkontextovy jazyk generovany nejakou LR (k) gramatikou. Potom
existuje LR(1) gramatika G takd, Ze L(G) = L.

Pamétova naro¢nost syntaktickej analyzy zaloZenej na LR(1) gramatikich moéZze byt pomerne
velka. PouZivaju sa preto aj metddy, ktoré si akymsi ,kompromisom* medzi LR(1) a LR(0) —
pouZivaju sice informéaciu o nasledujicom symbole na vstupe, avSak objem nimi vyuZivanej paméte je
na urovni algoritmu ,,posufi a redukuj*“ pre LR(0) gramatiky. Prikladmi takychto metod st napriklad
SLR (angl. Simple LR) a najma LALR (angl. LookAhead LR).

D4 sa tiez dokéazat, ze trieda jazykov generovanych LR(0) gramatikami je rovna triede jazy-
kov akceptovanych deterministickymi zasobnikovymi automatmi prdzdnym zdsobnikom. Dosledkom
napriklad je, ze jazyk generovany LR(0) gramatikou je nutne bezprefixovy. Trieda jazykov genero-
vanych LR(1) gramatikami (alebo LR (k) gramatikami pre £ € N\ {0}) je zas rovna triede jazykov
akceptovanych deterministickymi zasobnikovymi automatmi stavom, t. j. triede Zye;cr vSetkych
deterministickych bezkontextovych jazykov.
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