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1 Definicie

Pod konecnestavovym prekladacom — alebo a-prekladacom — rozumieme, zhruba povedané, koneény
automat s vystupom. Ide teda o nedeterministicky konefny automat, ktory popri Citani vstupu
z jednosmernej vstupnej pasky zaroven zapisuje vystup na jednosmernt vystupnu pasku.

Obidve hlavy a-prekladaca — vstupna aj vystupna — st ,,pruzné“. V jednom kroku vypoctu sa teda
niekolko symbolov pre¢ita zo vstupu a inych niekolko symbolov sa zapiSe na vystup; podmienkou
je ale koneénost mnoziny vietkych prechodov. Specidlne teda moéze a-prekladac ¢itat aj zapisovat
prazdne slovo. Lahko nahliadnut, Ze kym ,,pruzna hlava® nie je pre silu a-prekladacov nijak obzvlast
dolezita, moznost ¢itania a zapisovania slova € je v tomto ohlade zasadna.

Vypocet a-prekladaca sa povazuje za tspeSny iba v pripade, Ze sa skonéi v akceptatnom stave
pri doéitani celého vstupu. V takom pripade reprezentuje slovo na vystupe jeden z moznych prekladov
slova na vstupe. Vdaka nedeterminizmu moze jednému vstupu zodpovedat aj viacero vystupov.

Definicia 1. Konecnestavovy prekladac¢ s akceptacnymi stavmi — alebo a-prekladac — je Sestica
M = (K,¥1,%9, H, qo, F), kde K je koneéna mnozina stavov, 31 je vstupna abeceda, 3o je vystupnéa
abeceda, H C K x ] x X3 X K je kone¢nd mnozina prechodov, gy € K je pociato¢ny stav a F' C K
je mnoZina akceptacnych stavov.

Prechod (p,u,v,q) € H interpretujeme tak, ze a-preklada¢ M moZe v stave p preditat zo vstupu
slovo u, na vystup zapisat slovo v a prejst do stavu ¢. Tito ideu teraz sformalizujeme.

Definicia 2. Konfigurdcia a-prekladaca M = (K, 31,39, H, qo, F') je trojica (q,u,v) € K x 37 x ¥3.

Jednotlivé zlozky konfiguracie (g, u,v) pritom postupne reprezentuju stav a-prekladaca, nedoci-
tani ¢ast vstupného slova a doposial zapisant ¢ast vystupného slova.

Definicia 3. Krok vypoctu a-prekladaca M = (K, X1, X9, H, qo, F') je relacia Fj; na konfiguraciach
prekladaca M taka, ze pre p,q € K, u,u’ € ¥ a v, € X5 je (p,u,v) Far (g, u',v") prave vtedy, ked
existuju z € X} ay € X5 také, ze u = zu’, v/ = vy a (p,x,y,q) € H. Ak nehrozi nedorozumenie,
piSeme namiesto s len F.

Poznamka 1. Asymetria medzi druhou a tretou zlozkou konfiguracii v predchadzajtcej definicii
zodpoved4 intuitivnej predstave o tom, Ze kym z prvej pasky sa pocas vypoctu a-prekladaca cita,
na druhi pasku sa zapisuje. To v8ak z matematického hladiska nie je nijak podstatné — a-prekladace
by sme rovnako dobre mohli definovat aj ako konecéné automaty, ktoré éitaju vstup z dvoch jedno-
smernych vstupnych pasok.!

Na a-prekladac¢e mozno hladiet z najmenej dvoch uhlov pohladu, pricom kazdy ma svoje opod-
statnenie. Jednou z moznosti je sktimat vSetky dvojice vstup-vystup ako relaciu zo ¥£j do 3.
Vtedy hovorime o preklade realizovanom a-prekladacom M ako o podmnozine si¢inu X} x X3; nie-
kedy sa v tejto suvislosti pouziva aj pomenovanie ractondlna reldcia. Prekladmi sa budeme okrajovo
zaoberat koncom tohto semestra.

Teraz ale budeme a-prekladace chapat predovsetkym ako zariadenia na transformdciu jazykov —
teda ako operdcie na jazykoch. Pre a-preklada¢ M = (K, X1, Y9, H, qo, F) a jazyk L C X7 definujeme
obraz jazyka L pri zobrazeni a-prekladacom M ako jazyk M (L) vSetkych slov nad abecedou ¥,
na ktoré moZno a-prekladac¢om M preloZit niektoré slovo z L.

'V skutoénosti je pri beznych jednosmernych modeloch automatov cely koncept pasok a hlav jemne nadbytoény
a je iba zaleZitostou jednej z moznijch interpretdcii podstatne bohatsieho matematického objektu.



Definicia 4. Nech M = (K,¥1,392, H,qo, F') je a-preklada¢ a L C X7 je jazyk. Obraz jazyka L
pri zobrazeni a-prekladacom M je jazyk

M(L)={we¥5|Jue L dqe F: (q,ue) " (qg,e,w)}.

Pre w € X7 obvykle namiesto M ({w}) piSeme len M (w). Treba ale pamétat na to, ze M(w) je
jazyk, ktory nemusi byt jednoprvkovy — moze byt napriklad aj nekoneény alebo prazdny.

2 Zobrazenia a-prekladacom a elementarne operacie na jazykoch

V nasledujicom dokdZeme, Ze zobrazenia a-prekladacom st z istého pohladu ekvivalentné trojici
elementarnych operacii na jazykoch: homomorfizmu, inverznému homomorfizmu a prieniku s requ-
larnym jazykom. UkaZeme, Ze pre lubovolny a-preklada¢ M moZno nim urcéent operéaciu na jazykoch
— Cize zobrazenie L — M (L) — vyjadrit iba pomocou tychto troch operacii. Homomorfizmus, in-
verzny homomorfizmus aj prienik s regularnym jazykom moZzno naopak chapat ako Specialny pripad
zobrazenia a-prekladacom.

Pri dokaze prvého z tychto tvrdeni budeme vyuzivat pojem akceptacného vijpoctu a-prekladaca
M = (K,¥1,%9,H,qo, F), pod ktorym rozumieme vhodni postupnost prechodov z H chépanu
ako slovo nad abecedou? H. Nez takéto akceptainé vypolty zadefinujeme, zavedme este Specialne
homomorfizmy na H* — takzvané i-te projekcie

pry: H* - K*, pry: H* =X}, pryg: H* =35 a pry: H - K"
— ktoré sa pre vietky (p,u,v,q) € H dané ako
prl(pa U,U,q) =P pr2(p7uvvﬁq) = u, pr3(p7UaU7Q) =v a pr4(pa U,’U,q) =q.
Citatel by tato definiciu istotne Tahko zovieobecnil.

Definicia 5. Nech M = (K,X1,%, H,qo, F) je a-preklada¢. Neprdzdnym akceptaénym vypoctom
a-preklada¢a M nazveme slovo hj...hy,, kde n € N — {0} a hy,...,h, € H, prifom st splnené
nasledujtce tri vlastnosti:

(#) pri(h1) = qo,
(73) pry(hit+1) =pry(h;)) prei=1,...,n—1,
(17i) pry(hyn) € F.

Akceptacnym vipoctom a-prekladaca M nazveme Tubovolny jeho neprazdny akceptacny vypocet
a ak qo € F, tak aj prazdne slovo ¢.

Oznacenie 1. Nech M = (K, X1, 39, H, qo, F') je a-prekladac. Jazyk vsetkych akceptacnijch vipoctov
a-prekladaca M oznacujeme ITy;.

Tvrdenie 1. Nech M = (K,%1,%9, H, qo, F') je a-prekladaé. Potom je jazyk Iy reguldrny.

Doékaz. Uvazujme nedeterministicky koneény automat Ay, = (K, H,d,qo, F') taky, Ze pre vSetky
pe€ Kahe Hspri(h)=pjed(ph) ={pry(h)} a pre vietky ostatné dvojice p € K a h € H je
d(p, h) = 0; takyto automat je v zasade deterministicky, ale nema uplnt prechodovi funkciu. Potom
evidentne ITpy = L(Ap). O

Teraz uz mozeme lahko uzavriet, Ze zobrazenie a-prekladacom M mozZno vyjadrit pomocou ho-
momorfizmu, inverzného homomorfizmu a prieniku s regularnym jazykom.

Veta 1. Nech M = (K, %1,%9, H, qo, F) je a-prekladac¢ a L C X3 je jazyk. Potom
M(L) = pry(pry (L) N TLyy).
Doékaz. Zrejmé. O

2Pre ucely nasledujucich avah sme nuteni pripustit aj prazdnu abecedu; jedinym slovom nad prazdnou abecedou je
prazdne slovo e.



Dosledok 1. Nech M = (K, %1,%9, H, qo, F) je a-prekladac. Potom existuje abeceda X3, homomor-
fizmy hy: X5 — X7, he: X5 — X35 a requldrny jazyk R C X5 tak, Ze pre vsetky jazyky L C X7 je
M(L) = ho(h{' (L) N R).

Dékaz. Vyplyva z tvrdenia 1, z vety 1 a zo skutocnosti, Ze i-te projekcie st homomorfizmy. O

Zostava ukézat, ze lubovolny homomorfizmus, inverzny homomorfizmus a prienik s regularnym
jazykom moZno realizovat pomocou a-prekladaca. Konstrukcie takychto a-prekladacov su uz ale po-
merne jednoduchou zélezitostou.

Tvrdenie 2. Nech ¥1,%9 su abecedy a h: X7 — X5 je homomorfizmus. Potom existuje a-prekladac
M = (K,%1,%9,H, qo, F) taky, Ze pre vsetky L C X7 je M (L) = h(L).

Dokaz. Staci vziat K = F = {qo} a H = {(qo,¢,h(c),qo) | ¢ € X1} O

Tvrdenie 3. Nech ¥1,%9 si abecedy a h: X5 — X7 je homomorfizmus. Potom existuje a-prekladac
M = (K,¥1,%9, H, qo, F) taky, Ze pre vsetky L C %3 je M(L) = h=*(L).

Dékaz. Staci vziat K = F = {qo} a H = {(qo, h(c),¢,q) | ¢ € La}. O

Tvrdenie 4. Nech ¥ je abeceda a R C ¥* je lubovolny requldrny jazyk. Potom existuje a-prekladac
M = (K,%,%,H,q, F) taky, Ze pre vietky L C ¥* je M(L) = LN R.

Dékaz. Nech Ap = (KR, X%,0R, qo,r, Fr) je deterministicky koneény automat taky, ze L(Ar) = R.
Potom sta¢i vziat K = Kg, H = {(q,¢,¢,0r(q,¢)) | ¢ € Kr; c € £}, g0 = qo.r a F' = Fp. O

Zobrazenie a-prekladacom je teda ekvivalentné, ako operacia na jazykoch, trojici horeuvedenych
operacii. Plati teda napriklad, Ze trieda jazykov .Z je uzavretd na zobrazenie a-prekladacom préve
vtedy, ked je uzavretd stcasne na homomorfizmus, inverzny homomorfizmus a prienik s regularnym
jazykom. Dosledkom tejto skutoc¢nosti je, Ze triedy jazykov Z, Zor, ¢i ZLrp st vietky tri uzavreté
na zobrazenie a-prekladacom.

3 Riesené tulohy
Uloha 1. Opiste:
a) Triedu v8etkych jazykov L, pre ktoré existuje a-prekladac¢ M taky, ze L = M (().
b) Triedu vSetkych jazykov L, pre ktoré existuje a-preklada¢ M taky, ze L = M (e).
Riesente.
a) DokaZzeme, Ze jedinym takym jazykom L je prazdny jazyk (). Nech M = (K, 3,39, H, qo, F)
je a-prekladac¢. Z definicie zobrazenia a-prekladacom dostévame

M) ={veXs|FuehIqge F: (q,u,c) " (q,&v)}.

Kedze ale neexistuje ziadne u € (), pre lubovolny a-preklada¢ M musi byt M (@) = 0.

K rovnakému zéveru sa da prist aj s vyuzitim charakterizacie zobrazeni a-preklada¢om pomocou
homomorfizmu, inverzného homomorfizmu a prieniku s regularnym jazykom: z nej vyplyva, Ze

M(0) = hy (T (0) N R)

kde A1, ho sit vhodné homomorfizmy a R je vhodny regularny jazyk. Jazyk hl_l(Q) je vSak vzdy
prazdny (lebo obsahuje vsetky slova, ktoré sa homomorfizmom h; zobrazia na nejaké slovo
z préazdneho jazyka), a preto st prazdne aj jazyky hy'(0) N R a hy (hfl(ﬁ) NR).



b) Dokazeme, Ze v tomto pripade ide o triedu vSetkych regularnych jazykov Z:

Z regularnosti jednoprvkového jazyka {e} a uzavretosti triedy Z# na zobrazenia a-prekladac¢mi
vyplyva, ze ak L = M (e) = M ({e}) pre nejaky a-preklada¢ M, musi byt jazyk L regularny.

Zostava dokazat, ze ku kazdému regularnemu jazyku L moZno zostrojit a-prekladac¢ My, taky,
ze L = Mp({e}). Nech A, = (K,%,6,q0, F) je deterministicky kone¢ny automat taky, Ze
L(Ar) = L. A-preklada¢ My, moze simulovat automat Ay, s tym rozdielom, Ze namiesto ¢itania
zo vstupu bude zapisovat na vystup (pri¢om zo vstupu nebude ¢itat ni¢) — to znamené, Ze

M = (K, %, %, H,q, F), kde H={(q,e,¢,6(¢q,¢)) | ¢ € K; ¢ € ¥}. Zrejme My (e) = L. O

Uloha 2. Nech L; = (ab)* a Ly = {a™" | n € N}. Zostrojte a-prekladaé M taky, ze M (L1) = Ly —
alebo dokézte, Ze sa to nedA.

Idea riesenia. Intuitivne by malo byt zrejmé, Ze takyto a-preklada¢ M neexistuje, pretoZe si ,,nema
kde zapamétat ¢islo n“.

Nejde vsak o dokaz uvedenej skutocnosti. Dokazovanie neexistencie a-prekladaca zobrazujiceho
jeden jazyk na druhy moéze vo vSeobecnosti byt pomerne naroéné. Casto viak mozno aplikovat tech-
niku spocivajicu v najdeni triedy jazykov .Z uzavretej na zobrazenie a-prekladacom, ktora obsahuje
jazyk L1, ale neobsahuje jazyk Lo. Z uzavretosti triedy .Z na zobrazenie a-prekladacom vyplyva, Ze
pre kazdy a-preklada¢ M musi byt M(L;) € £ — a teda Specialne aj M(L1) # L. Technika je teda
zalozené na separdcii jazykov L1 a Lo triedou jazykov uzavretou ma zobrazenie a-prekladacom.

V pripade jazykov zo zadania stadi vziat triedu vSetkych regularnych jazykov Z. O

Riesenie. Kedze L1 € # a Lo & %, 7z uzavretosti triedy & na zobrazenie a-preklada¢om vyplyva, Ze
pre ziaden a-preklada¢ nemoze byt M(L;) = Lo. Schéma dokazu je znazornend na obrazku 1. O

Obr. 1: Ked7ze je trieda % uzavretd na zobrazenie a-prekladadom, nemoZe existovat Ziaden a-prekladac
zobrazujuci jazyk L na jazyk mimo £, a teda ani na jazyk Lo.

Uloha 3. Nech Ly a Ls st jazyky ako v predchadzajucej ulohe. Zostrojte a-prekladac M taky, Ze
M(Lg) = Ly — alebo dokaizte, ze sa to neda.

Riegenie. Nech M = (K,%,3, H, qo, F) je a-prekladag, ktory kazdy vstupny symbol a preloZi na ab
a vSetky symboly b prelozi na ¢ — teda K = {q}, ¥ = {a,b}, H = {(q0,a,ab,q), (qo,b,€,q0)}
a F'={qo}. Pre vSetky n € N potom evidentne M (a"b") = (ab)", v désledku ¢oho M (Lg) = L. O



Uloha 4. Nech L; = {w € {a,b}" | #o(w) = #p(w)} a Ly = {a"b" | n € N}. Zostrojte
a-preklada¢ M taky, ze M(Li) = Lo — alebo dokézte, Ze sa to neda.

Riesenie. Nech R = a*b*. Potom Lo = L; N R, pricom jazyk R je evidentne regularny. Pozadovany
a-preklada¢ M tak moZeme zostrojit rovnakym spdsobom ako v dokaze tvrdenia 4: kazdé vstupné
slovo w sa prelozi na seba samé, avSak vstup sa docita do konca v akceptacnom stave iba v pripade,
7e w patri do reguldrneho jazyka R.

Hladany a-preklada¢ M teda moéze byt dany ako M = (K,%,%, H, qo, F), kde K = {qo,¢1},
¥ ={a,b}, H = {(q0,a,a,q0), (q0,b,0,q1), (q1,0,0,q1)} a F = {qo,q1}. [
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