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Oznacenia

e Symbolom N oznacujeme mnozinu vetkych prirodzenych éisel s nulou, t. j. N={0,1,2,...}.
e Pre kazdé n € N oznac¢ujeme ako [n] mnozinu [n] = {1,...,n}.

e Symboly C, D oznacuju relaciu neostrej inkltzie medzi mnozinami.

e Symboly C, D oznacuju ostrd mnozinovia inkliziu.

e Symboly Z, 2 oznacuju komplement neostrej inkluzie. Pre mnoziny X, Y je teda X € Y prave
vtedy, ked neplati X C Y.

e Symboly C, D nebudeme pouZivat. V literatire mozu v zavislosti od autora a oblasti oznacovat
ako ostré, tak aj neostré inkluzie.

e Rozdiel mnoZin X a 'Y na tomto predmete zapisujeme ako X — Y.
o Komplement — ¢ize doplnok — mnoziny X v ramci daného univerza oznacujeme X©.

e Potencéni mnoZinu — ¢ize mnozinu vetkych podmnozin — mnoziny X oznacujeme 2.

1 Slova a operacie na slovach

Abeceda je l'ubovolné neprazdna kone¢na mnozina. Jej prvky, ktorymi mozu byt Iubovolné ob-
jekty, nazyvame symboly (znaky) alebo pismend. Symboly tak definujeme vyhradne vo vztahu k abe-
cede — ak nie je dana abeceda, nemé zmysel ani pojem symbolu.

Slovo nad abecedou X je konecnd postupnost symbolov z abecedy X. Pri zapise takychto postup-
nosti nepouZivame ¢iarky ani zatvorky a namiesto (a1, as,...,ay,) piSeme iba ajas ... a,. Prikladom
slova nad dvojprvkovou abecedou {a, b} tak moze byt napriklad w = ababb.

Prazdne slovo nad abecedou X — §pecialny pripad slova — je prazdna postupnost prvkov abecedy X.
V ramci tohto predmetu budeme prazdne slovo vzdy oznacovat €. V literattire mozno natrafit aj na iné
oznacenia, napriklad A, 1, 1x+ alebo e.

Ak pre dvojicu abecied X, T" plati ¥ C I', povazujeme kazdé slovo nad abecedou Y. stcasne aj
za slovo nad abecedou I'.! To nam napriklad umoziiuje hovorit len o slove abab bez upresnenia, ¢ ho
chapeme ako slovo nad abecedou {a,b} alebo, povedzme, ako slovo nad abecedou {a, b, c}. Podobne
pre nés existuje iba jedno prazdne slovo e, ktoré povazujeme za slovo nad lubovolnou abecedou.

Symboly abecedy Y. a jednopismenové slovd nad 3 stotoZiiujeme — to je v skuto¢nosti dané uz
nasim sposobom zapisu slov, v ktorom napriklad symbol a a slovo a nemozno odlisit.

Poznamka 1. Castou chybou u studentov byva zahrnutie prazdneho slova ¢ do abecedy. Treba si
uvedomit, Ze e sluzi iba ako naSe oznacenie pre prazdnu postupnost symbolov z abecedy, ktora sama
o sebe symbolom nie je, a teda nie je ani prvkom abecedy. Zdrojom tohto nedorozumenia je drobny
nesilad medzi pojmom ,symbol“ v zmysle definovanom vyssie a pojmom ,symbol“ pouZivanym
v beZnej reci, ktorému sa ani v nasledujicom nevyhneme.

'Kazdu postupnost prvkov ¥ totiz v takom pripade bezne povazujeme aj za postupnost prvkov I' — napriek tomu,
7e sa obe postupnosti liSia v koobore.



Dizka slova w, oznacovana |w|, je definovana ako dlzka prislusnej postupnosti znakov. Ak teda
W= aas . ..an, kde ay,as, ..., a, st symboly? z nejakej abecedy ¥, je |w| = n.

Okamzite vidiet, Ze pre vSetky slova w je |w| > 0, pricom |w| = 0 prave vtedy, ked w = e.

Pocéet vyskytov symbolu ¢ v slove w oznacujeme #.(w); v literatire sa mozno stretnit aj
s notaciou |wl|.. Formdlne: pre kazda abecedu X%, vSetky slovA w = ajaz...a, s aj,a9,...,a, € X
a Tubovolné ¢ € ¥ kladieme #.(w) = |[{i € [n] | a; = ¢}|.

MnozZinu vSetkych slov - alebo v terminolégii, ktori zavedieme neskor: jazyk vSetkych slov
— nad abecedou ¥ oznacujeme X*. Mnozinu vSetkych neprdzdnych slov nad ¥ — slovo je neprazdne,
ak nie je prazdne — oznatujeme ¥ a mnozinu vietkych slov nad ¥ dizky k& € N oznatujeme %F.
Neskor uvidime, Ze abeceda je Specidlnym pripadom jazyka a uvedené oznaCenia moZzno chapat aj
ako aplikacie urcitych operacii na jazykoch.

Moézeme teraz definovat prvi, asi najprirodzenejsiu a zdaleka najvyznamnejsiu spomedzi operécii
na slovach, ktorou je ich zretazenie.

Zretazenie slov u = ay...a, a v = by...by, kde a1,...,a, a by,...,b, st pismena, je slovo
U-v=aj...apbi...b,. Namiesto u - v Casto piSeme len uwv.

Ak je u slovom nad abecedou Y1 a v slovom nad abecedou X, je uv slovom nad abecedou ¥ UXo.
V pripade, Ze obidve slovi u, v uvazujeme nad rovnakou abecedou ¥, je aj uv slovom nad tou istou
abecedou. Zretazenie je teda pre Tubovolnu abecedu X bindrnou operdciou na X*. Lahko moZno
nahliadnut, Ze je tato operacia asociativna a prazdne slovo ¢ je vzhladom na fiu neutralne. To moZno
vyjadrit konstatovanim, ze (X%, -, ) je monoid, ¢ize nieco ako ,grupa bez inverznych prvkov*.

Pre vsetky dvojice slov u,v dalej zrejme |uv| = |u| + |v].

Mocnina slova nad abecedou X je definované na zéklade operacie zretazenia rovnako, ako byva
zvykom pri I'ubovolnej multiplikativnej operacii. Pre w € ¥* teda kladieme w? = ¢ a w"*! = w™w
pre vSetky n € N. VSimnime si, Ze nultd mocnina je definované prirodzenym sposobom ako neutralny

prvok vzhl'adom na operaciu zretazenia, aj vdaka ¢omu pre vietky m,n € N plati w™w" = w™".

Reverz alebo zrkadlovy obraz slova w nad abecedou ¥ definujeme ako slovo w’ ziskané zo slova w
jeho ,¢itanim sprava dolava“. Ak je teda w = ajas...a, pre ai,as,...,a, € X, je reverzom slova
w slovo w? = ana,_1...a1. Napriklad (ab)f = ba, (abba)® = abba, (aababb)® = bbabaa a eft = ¢.
Slova w splhajice w = w’, napriklad abba alebo ¢, nazyvame palindréomy.

Operécie mocniny a reverzu maju, pomerne prirodzene, vyssiu precedenciu, nez operécia zretazenia.
Napriklad teda aab® = aabb a aab® = aab, kym (aab)? = aabaab a (aab)® = baa.

Podslovo — alebo faktor — slova w = ajas...a, nad abecedou X je Tubovolna sivisld podpostup-
nost postupnosti ajas ... a,. Presnejsie ide o slovo © € ¥* také, Ze pre nejaké u,v € ¥* je uzxv = w.
Vsimnime si, Ze prdzdne slovo je podslovom lubovolného slova. Podobne je kazdé slovo w samo svojim
podslovom; podslovo slova w rézne od w nazyvame vlastnym.

Prefix slova w je podslovo ,za¢inajuce na zaciatku slova w* a sufix je podslovo ,.konéiace na konci
slova w*. To exaktne sformulujeme tak, ze prefizom slova w € ¥* nazveme slovo x také, ze pre nejaké
v € X* je xv = w a sufivom slova w € ¥* slovo x také, Ze pre nejaké u € ¥* je ux = w. Prdzdne slovo
je tak prefitom aj suficom kaZdého slova. Prefixy a sufixy slova w rézne od w nazyvame vlastnymi.

2Takyto predpoklad znamena, Ze a1, ..., a, nadobtudaji hodnoty v ¥, pri¢om tieto hodnoty nemusia byt po dvoch
rozne. Ak napriklad ¥ = {a, b}, tak pre ¢ = 1,...,n moze byt a; = a alebo a; = b.



Vsetky podslova slova abb teda napriklad si €, a, b, ab, bb a abb. Prefixmi tohto slova st €, a, ab a abb
a jeho sufixmi si slova e, b, bb a abb.

Poznamka 2. Niektoré z uvedenych definicii nie st v literattre tplne ustalené. Tak je tomu napriklad
pri pojme abecedy, kde sa ob¢as mozno stretnut aj s definiciami nevyzadujicimi jej konecnost alebo
neprazdnost. U niektorych autorov sa tiez mozno stretnit s pojmom ,podslovo* chapanym ako
Tubovolna (nie nutne suvisla) podpostupnost, pricom pre suvisli podpostupnost sa pouziva vyhradne
termin ,faktor. Podobne aj viaceré d'alsie pojmy, s ktorymi na tomto predmete budeme pracovat
neskor, byvaja casto definované v réznych — vacsinou v urc¢itom zmysle ekvivalentnych — obmenéch,
ktoré st predovSetkym otazkou zamyslaného pouzitia a v neposlednom rade aj vkusu autora.

V ramci tohto predmetu sa, prirodzene, budeme drzat vyhradne definicii z prednagky. Pri studiu
literatury je vS8ak nutné s podobnymi drobnymi rozdielmi v definiciach pocitat.

2 Jazyky

Jazyk nad abecedou X je Tubovolna mnozina slov nad abecedou X. To znamena, Ze ide o lubo-
voInt mnozinu L C ¥*. Jazyk je konecnyg, ak ide o koneénii mnoZzinu; v opa¢nom pripade hovorime
o nekonecnom jazyku. Zaujimavé pre nas buda predovsSetkym nekonecné jazyky.

MnozZina vietkych jazykov nad abecedou ¥ je evidentne dana ako 2>".

Priklad 1. Uvedme zopéar prikladov jazykov:

e Prdzdny jazyk je z definicie prazdna mnozina () neobsahujtca ziadne slovo. Je dolezité si uve-
domit, ze ide o iny objekt, nez jazyk {e}, ktory obsahuje prave jedno — prazdne — slovo.

e L ={e,a,abb,baa} je konetny jazyk nad abecedou {a,b}.
o Ly ={a,b}" je jazyk vietkych slov nad abecedou {a,b}.
o Ly ={we {a,b}* | w=w} je jazyk vietkych palindromov nad abecedou {a, b}.

o Ly ={w € {a,b}" | #4(w) = #4(w)} je jazyk tych slov nad abecedou {a,b}, ktoré obsahuji
rovnaky pocet vyskytov oboch symbolov.

o L5 ={a"b" | n € N} je dalsim prikladom jazyka nad abecedou {a,b}.

e Kazd4 abeceda je konecny jazyk nad sebou samym.

e Mnozina vSetkych dekadickych zapisov prvoéisel je jazykom nad abecedou {0,1,...,9}.
o Vsetky korektné programy v jazyku Java tvoria jazyk nad ,abecedou Unicode*.

e Vsetky PDF dokumenty, chapané ako binarne stubory, tvoria jazyk nad abecedou {0, 1}.

Podobne ako pri slovach moZno kazdy jazyk nad abecedou X chapat aj ako jazyk nad I'ubovolnou
abecedou I' takou, ze I' D X; napriklad jazyk L; z uvedeného prikladu moZzeme sucasne chapat aj
ako jazyk nad abecedou {a, b, c}. To motivuje nasledujtice oznacenie.

Abecedu X, definujeme pre kazdy jazyk L rozny od () a {e} ako najmensiu abecedu ¥ taku, ze L je
jazykom nad 3. Pre nepréazdne slovo w piSeme namiesto ¢,y len ¥, — ide potom o mnozinu vSetkych
pismen vyskytujtcich sa v slove w. Abecedy Yy a ¥. nemozno definovat, pretoze abeceda musi byt
podla nagej definicie neprazdna. V literatire sa namiesto Xy, a ¥, asto pouzivaji oznacenia alph(L)
resp. alph(w), ktoré si vSak ob¢as pouzivané aj v inom vyzname.

Poznamka 3. Skutocnost, Ze slovo w obsahuje aspon jeden vyskyt pismena c, teda spravne vyjadrime
ako ¢ € X, popripade ako #.(w) > 0 alebo podobne. Zapis ¢ € w, ¢asto pouzivany niektorymi
Studentmi, je vonkoncom nekorektny.



3 Operacie na jazykoch

Mnozinové operacie. Kedze je jazyk definovany ako mnozina, méa zmysel zaoberat sa mnozino-
vymi operaciami aplikovanymi na jazyky. MoZno teda uvaZzovat predovsetkym:

a) Zjednotenie Ly U Lo, prienik Ly N Lo a rozdiel Ly — Lo jazykov L a Ly3

b) Komplement L jazyka L. Podobne ako aj inde v matematike je komplement nutné uvazovat
v ramci nejakého univerza. To v teérii formalnych jazykov znamend, Ze pri praci s komplemen-
tom je, prisne vzaté, vzdy potrebné uviest abecedu X, nad ktorou komplementovany jazyk L
uvazujeme — potom je L¢ = ¥* — L. Pouzitie notacie L¢ bez uvedenia univerza v literattre
vagginou znamend, ze univerzum je pre dané ucely bud nepodstatné, alebo zrejmé z kontextu.

Zretazenie jazykov L; a Lo je jazyk L1 - Lo = {uv | u € Ly1;v € Lo}. Ide teda o jazyk zretazeni
uv vSetkych dvojic slov u, v takych, ze u € L1 a v € Lo. Zapis Ly - Lo sa Casto skracuje na LjLo.

Priklad 2. Uvazujme konecné jazyky Ly = {e,a,ab,abb} a Ly = {b,ab,bb}. Jazyk L; - Ls potom
mozno ziskat nasledujicim postupom:

1. Zretazenia jednotlivych dvojic slov zapiSeme do tabulky.

b ab bb
€ b ab bb
ab aab abb
ab | abb abab  abbb
abb | abbb abbab abbbb

2. Po odstraneni duplikatov dostavame Ly - Ly = {b, ab, bb, aab, abb, abab, abbb, abbab, abbbb}.

Zretazenie ma vysSiu precedenciu ako zjednotenie a prienik — napriklad vyraz L1 U Lo - L3 teda
treba ¢itat ako Ly U (Lo - L3).

Poznamka 4. Na mnozine vSetkych jazykov nad danou abecedou ¥ zohrava zjednotenie tlohu
aditivnej operacie a zretazenie zohrava tlohu multiplikativnej operacie. Prazdny jazyk () je evidentne
neutridlny vzhladom na zjednotenie — pre vsetky jazyky L je LUD = 0 UL = L — a agresivny
vzhladom na zretazenie — pre vietky L je L-0 = (- L = ). Jazyk {e} je naopak neutralny vzhladom
na zretazenie — pre vetky L je L-{c} = {e}-L = L. Tieto dva jazyky st teda fundamentdlne odlisné:
kym prazdny jazyk () zohrava tlohu nuly, jazyk {e} zohrava tlohu jednotky.

Mocnina jazyka L je, podobne ako mocnina slova, definovana prirodzenym induktivnym predpi-
som: LY = {e} a L"*! = L. L pre vietky n € N. DoleZit4 je nasledujtica charakterizacia jazyka L™,
podla ktorej tento jazyk pozostava z prave vSetkych zretazeni n-tic slov z jazyka L.

Tvrdenie 1. Nech L je jazyk a n € N. Potom L™ = {w; ... wy | wi,...,w, € L}.
Dékaz. Indukciou vzhladom na n.
1. Pre n =0 je z definicie L° = {¢} = {wy ... wo | w1,...,wo € L}.

2. Predpokladajme, ze pre n = k € N je L* = {w;...wy | wi,...,wx € L}. DokdZeme platnost
tvrdenia aj pre n = k + 1 — &ze rovnost L**1 = {wy ... w4y | w1, ..., wpey € L}.

3Pri mnoZinovom rozdiele ma uprednostiiovanie notacie L1 — Lo pred Li \L2 korene u tych autorov, ktori druhé
z oznaleni pouZivaju pre tzv. lavy kvocient — ¢o je operacia, s ktorou sa v ramci tohto predmetu eSte stretneme.
Ina skupina autorov zas l'avy kvocient oznacuje ako Lfng; pre mnoZzinovy rozdiel je potom moZné ,,bezpecne* pouzivat
zvyGajny operator ,,\“.



C: Nech w € LFt! = LF . L. 7 definicie zretazenia potom w = uv pre nejaké u € LF a v € L.
Podla indukéného predpokladu existuja slova wi,...,wg € L také, Ze u = wi...wg.
Pre wi4+1 :==v teda wy, ..., w1 € L a

W=u0=wi.. W1 € {wy ... wry1 | wi,...,wxy1 € L}.

D: Nech w € {wy ... wgsq | wy,...,wgr1 € L} — CiZe w = wy ... Wgy1 pPre wi, ..., wirq € L.

Z indukéného predpokladu potom wy ... wy € LF, z Goho
w:(wl...wk)wkH ELk-L:Lk+1. ]

Poznamka 5. Castou chybou u Studentov byva zamiehanie si n-tej mocniny jazyka L s jazykom
n-tych mocnin slov z jazyka L. Citatel ur¢ite lahko dokéze, Ze vo v8eobecnosti L™ # {w™ | w € L}.

Poznamka 6. Bezprostredne z definicie mocniny jazyka vyplyva aj rovnost (0 = {¢}. Ide tu o ur¢ita
analogiu (dobre odévodnene;j) konvencie 0° = 1, ktora sa pouZiva v niektorych oblastiach matematiky.

Iteracia - alebo (Kleeneho) uzaver, ¢i hovorovo (Kleeneho) hviezdicka — jazyka L je jazyk
e @]
L=|Jr*
k=0
Kladna iteracia — alebo kladny (Kleeneho) uzaver, ¢ hovorovo (Kleeneho) plus — jazyka L
je jazyk
oo
Lt=Jr"
k=1

Nasledujiica dolezita charakterizicia jazykov L* a LT je dosledkom tvrdenia 1.

Tvrdenie 2. Uvazujme lubovolny jazyk L. Potom je L* = {wi...wy | k € N; wq,...,wx € L}
a LT ={wy...wi | k€ N={0}; wy,...,wy € L}.

Doékaz. Rozpisanim jazykov L* podla tvrdenia 1 dostavame pre iteraciu
oo o0
L* = ULk: U{wl...wk | wy,...,wg € L} ={wy...wi | k €N; wy,...,wx € L}
k=0 k=0
a pre kladnu iterdciu
o0 o0
Lt = ULk: U{wl...wk Wiy .. ., Wk GL}:{wl...fwk | kEN—{O}; Wi, . .., Wk EL},
k=1 k=1

¢o bolo treba dokazat. O

Poznamka 7. Nech ¥ je abeceda. Z tvrdeni 1 a 2 vyplyva konzistentnost oznaceni ¥ (pre k € N),
¥* a T z oddielu 1 s operaciami mocniny, iteracie a kladnej iteracie jazyka.

Reverz jazyka L je jazyk L® = {w® | w € L}. Plati teda napriklad {e, abb, bab}"® = {e, bba, bab},
& {a™" | n € N} = {b"a" | n € N}.

Operécie mocniny, iteracie, kladnej iteracie a reverzu jazyka maju vySSiu precedenciu, neZ zreta-
zenie. Napriklad teda L; - L3 = Ly - (L3) a podobne pre zvy$né spomenuté operacie.

Niektoré notaéné skratky. Za tcelom ulahcéenia zapisu sa oby¢ajne pouZiva konvencia, podla
ktorej slovo w, pouzité ako argument zretazenia s jazykom, iteracie, ¢i kladnej iteracie, interpretu-
jeme ako jednoprvkovy jazyk {w}. Namiesto {w} - L tak napriklad mézeme pisat iba wL. Namiesto
{w}* a {w}T piSeme obvykle iba w* a wT — treba si vak uvedomit, Ze pouZzitim tychto operatorov
ziskame jazyk. Napriklad teda a*cb* = {acb™ | m,n € N}.



4 RieSené tlohy

Dokazovanie rovnosti L1 = Lo dvoch jazykov je Casto najvyhodnejsie rozdelit na dve Casti a po-
stupne dokéazat obidve inkluzie L1 C Lo a Ly O Ls. Pri dokazovani inklizie Ly C Ly potom obyc¢ajne
uvazujeme Iubovolné slovo w € L; a snazime sa ukazat, Ze toto slovo musi patrit aj do jazyka Lo;
pri inklazii L; O L postupujeme opac¢ne. (Takyto postup, hoci je spravidla najspolahlivejsi, samoz-
rejme nemusi byt vZdy najjednoduchsi alebo najelegantnejsi.)

Uloha 1. Nech ¥ je Tubovolna abeceda. Dokézte, 7e ¥ - £* = B+,

Riesenie. DokaZeme postupne obe inkltizie medzi jazykmi ¥ - X* a X+,

C: Nech w € ¥ - X*. Potom w = av, kde a € ¥ C ¥* a v € X*. V dosledku toho w € ¥*. Kedze
a €Y, je |w| =|av| > |a] = 1. Slovo w je teda neprazdne, takZze musi patrit do X+,

D: Nech w € ¥F. Vdaka tvrdeniu 2 existuje k € N — {0} také, Ze w = ajaz...a pre nejaké

a1,a2,...,0 € X. Ztoho w =aiv pre a; € X av=ag...a; € 2%, takze w € X - 3*. O

Uloha 2. Nech L je Tubovolny jazyk. Dokazte, ze L - L* = L+,

Riesenie. DokadZeme postupne obe inkltzie medzi jazykmi L - L* a LT,

C: Nech w € L - L*. Potom w = wv pre nejaké u € L a v € L*. Z tvrdenia 2 navySe v = vy ... v

pre nejaké k € N a vy,...,v; € L. Preto je slovo w = uwy ... v zretazenim nenulového poctu
slov u,v1,...,v; € L, a teda w € L" podla tvrdenia 2.

D: Nech w € LT. Vdaka tvrdeniu 2 existuje ¥ € N — {0} také, Ze w = wiws...wy pre nejaké
wy,wa, ..., wi € L. To znamené, e w = wi(ws...wg), kde wy € L a wy...w, € L* podla
tvrdenia 2. Preto w € L - L*. 0

Uloha 3. Uvazujme dvojicu jazykov

Ly ={w € {a,b}" | #a(w) < #p(w)},
Ly = {w € {a,b}" | #a(w) = #p(w)}.
Najdite jazyk Ly - Lo.
Riegenie. Dokézeme, 7ze Ly - Ly = {a,b}".

C: Nech w € Ly - Ly. Potom w = wv, kde u € Ly C {a,b}" av € Ly C {a,b}". Preto aj
w=uv € {a,b}".

D: Nech w € {a,b}". Potom bud #,(w) < #p(w), alebo #4(w) > #(w). Ak #4(w) < #4(w), tak
w = we, prifom w € Ly a e € Ly. Ak #4(w) > #p(w), tak w = ew, pri¢om ¢ € Ly a w € Lo.
V oboch pripadoch tak dostavame w € Ly - Lo. O

Uloha 4. Uvazujme jazyk L = {w € {a,b}" | |w| > 4}. Najdite jazyk L*.
Riesenie. Dokazeme, ze L* = L U {c}.

C: Nech w € L*. Potom existuje k € N a slova wy,...,w; € L tak, ze w = wy ... wi. Ak k =0,
tak w =e € LU{e}. Ak k > 0, tak |w| > |w1| > 4, kedZe wy € L. Preto w € L C LU {e}.

D: Nech w € LU {e}. Potom w € L = L' C L* alebo w € {e} = L° C L*. O

Porovnat dvojicu jazykov L, L' znamena zistit, ¢i platia inklazie L C L' a L D L’. Pri rieSeni tloh
tohto typu je vzdy potrebné overit obidve inklizie — nestaci sa teda napriklad uspokojit s konstato-
vanim, ze sa dana dvojica jazykov nemusi rovnat.

Casto pritom byva tlohou porovnat jazyky typu F(Ly,...,Lx)aG(Ly,...,Lg), kde Ly, ..., L st
nejaké (T'ubovolné) jazyky a F, G st operacie na jazykoch (v nasledujicich dvoch alohach je k = 2).
V takom pripade je potrebné dvojicu jazykov F'(L1, ..., L) a G(L1,..., L) porovnat vo vieobecnosti
— to znamena zistit, ¢i jednotlivé inkluzie platia, nech st jazyky L1, ..., L zvolené akokol'vek. Na do-
kaz niektorej z inkluzii teda nemozno o jazykoch L, ..., L; predpokladat ni¢ Specidlne. Za tucelom
vyvratenia inklizie naopak sta¢i néjst konkrétne jazyky L1,..., Lx, pre ktoré inklazia neplati.



Uloha 5. Nech Ly, Ly st jazyky. Porovnajte jazyky (L; U L2)* a L} U L3,
Riesenie. Dokézeme, ze (L1 U Ly)* D Lt U L3, pricom opacna inkltzia vo vieobecnosti neplati.
Z: Nech Ly = {a} a Ly = {b}. Potom ab € (L1 U Ls)*, ale ab ¢ L} U L}.

DO: Nech w € L] U Lj. Potom bud w € Lj, alebo w € L3.

Ak w € L3, podla tvrdenia 2 existuje £k € N a slova wy,...,w, € Ly tak, ze w = w; ... wy.
Slova wy, ..., wy st stcasne aj v L1 U Ly; vdaka tvrdeniu 2 tak w = wy ... wy € (L1 U Ls)™.

Podobne ak w € L3, tak w = wy...wg, kde k € N a wy,...,wr € Lg. Slova wy,...,wy st
zérovei aj v L1 U Lo, a teda w = wy ... wy € (L1 U Ls)". O

Uloha 6. Nech Ly, Ly st jazyky. Porovnajte jazyky (Li U Lg)* a Lt - (Lo - L1)*.

Nez pristiipime k rieSeniu tejto tlohy, poktisme sa ziskat trochu intuicie. Jazyk (L; U L2)* obsahuje
zretazenia nejakého — pripadne aj nulového — poctu slov, ktoré st vzdy bud z Ly alebo z Lo. Jazyk
L} - (Lg - L})" tiez obsahuje takéto slova, ale zdanlivo pozaduje trochu viac: zretazenie méa zac¢inat
niekolkymi slovami z L; a nésledne pokracovat niekolkymi ,,isekmi®, kde kazdy z nich obsahuje
najprv prave jedno slovo z Lo a za nim niekolko slov z Li; ,niekolko* tu vidy moze byt aj nula.
Pracovne takéto zretazenia nazvime zretazeniami ,Specialneho typu‘.

Istotne teda bude (Ly U L2)* D L% - (Lo - L})". Platnost opacnej inkluzie zavisi od toho, ¢i je
kaZdé zretazenie wy . .. wy slov wy, ..., wg z L1 alebo z Lo stcasne aj zretazenim ,Specidlneho typu*.
Vyzna¢me ale v zretazeni wi ...wy tie spomedzi slov wi, ..., wy, ktoré patria do Ls a rozdelme
ho na ,Gseky“ tak, aby sa prvy ,usek® kon¢il pred prvym oznacenym slovom resp. na konci celého
zretazenia ak Ziadne oznacené slovo neexistuje a aby sa kazdy d'alsi ,,isek” zac¢inal oznacenym slovom
a spolu s nim obsahoval prave vSetky bezprostredne nasledujtice neoznacené slova (kazdy ,usek*
sa teda bude kon¢it bud pred nasledujucim oznafenym slovom, alebo na konci celého zretazenia).
Z tohto pohladu uz ahko vidiet, Ze je naSe zretazenie v skuto¢nosti aj zretazenim ,,$pecialneho typu*,
na ktorom tak napokon ani ni¢ §pecialneho nie je. Plati teda aj inkluzia (L; U Ly)* C L} - (Lo - L})*
a vo vysledku budeme dokazovat rovnost oboch jazykov. Samotné rieSenie tlohy bude pozostavat
z nalezitej formalizdcie uvedenych pozorovani.

Riegenie. Dokézeme, Ze (L1 U Lo)* = L} - (Lo - L})™.

D: Nech w € L} - (L2 - L})". Z definicie zretazenia jazykov je w = uv, kde u € L} a v € (Ly - L})".
Podla tvrdenia 2 je w = uj ... u,, pre nejaké m € N a uy,...,u, € L1 C (L1 U Ly). Podobne

v ="v1...v, pre nejaké n € Nawy,...,v, € Ly-L]. Z definicie zretazenia teraz pre i = 1,...,n
dostavame v; = z;y;, kde x; € Ly C (L1 U Lg) a y; € L. Dalsou aplikaciou tvrdenia 2 napokon
pre i = 1,...,n zistujeme, Ze y; = 2zj1...2is;, kde 8 € Na z;1,...,2i5, € L1 C (L1 U Ly).

V dosledku toho

W=UV=UL ... UpV] ...V =UL...Un(T1Y1) ... (Tnyn) =

=Up ... Un(T1210 - 21,8,) - (Tn2n1 - Zns,) € (L1 U La)™,

opét podla tvrdenia 2.

C: Nech w € (L1 U Ly)*. Potom podla tvrdenia 2 existuje k € N a slova wy, ..., wg € L1 U Ly tak,
Zew = wy... wg. Nech 1 <143 < ... <is <k st indexy také, ze w;,,...,w;, su prdave vsetky
slova spomedzi wr, . .., wy, ktoré st v La. Slovat

Up = wiw ... Wi -1, Ul = Wi +1Wi142 - - - Wip—1, ey Us = Wij4+1Wig42 .. - Wk

potom podla tvrdenia 2 musia byt v L] — niektoré z nich moézu byt aj prazdne. Zrejme
W = UW;, U Wip U3 . . . Wi Us = up ((wi; ur) (wiyuz) . .. (wi us)) . (1)

Prej=1,...,sjew;u; € Ly-L] apodla tvrdenia 2 tak (w;, u1)(wi,uz) . .. (wi,us) € (Lo - Ly)".
Kedze ug € L%, z definicie zretazenia jazykov a (1) napokon dostavame w € L} - (Lo - L})*. O

4Pre s = 0 treba nasledujtci zapis interpretovat ako ug = wiws . .. Wg.
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