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1 Obraz a vzor mnoziny pri zobrazeni

Obraz mnoziny S C X pri zobrazeni f: X — Y definujeme ako mnozinu

f(S) ={f(x) | = €S}

Ide teda o mnozinu vsetkych obrazov prvkov mnoziny S.
Vzor — alebo inverzny obraz — mnoziny T' C Y pri zobrazeni f: X — Y je mnoZina

D) ={reX| f(x)eT}.
Vzor mnoziny T teda pozostava z tych prvkov oboru zobrazenia, ktoré sa zobrazia do T

Poznamka 1. V pripade, Ze je zobrazenie f: X — Y bijektivne, zvykne sa symbolom f~! oznacovat
inverzné zobrazenie k zobrazeniu f. Této notacia sthlasi s prave zavedenou notaciou pre vzory: vzor
mnoziny T pri bijektivnom zobrazeni f je obraz mnoziny T pri inverznom zobrazeni f~!.

Vzor — alebo inverzngj obraz — prvku y € Y mozno pri lubovolnom — teda nie iba bijektivnom —
zobrazeni f: X — Y definovat ako vzor jednoprvkovej mnoziny {y}:

) ="y ={zeX | f@) e{y}} ={ze X | f(z) =y}
Ide teda o mnozinu prvkov X, ktoré sa zobrazia na y.

Poznamka 2. V pripade, Ze je zobrazenie f: X — Y bijektivne, je vzor f~!(y) kazdého prvkuy € Y
jednoprvkova mnozina. To tiplne nesthlasi s notéciou pre inverzné zobrazenia, kde f~!(y) oznacuje
priamo prvok tejto jednoprvkovej mnoziny. Krajsie by teda bolo zvolit pre vzory ind notaciu — ¢o sa
aj Casto robi.! My sa vSak budeme pridizaf oznalenia zavedeného vyssie, ktoré je v oblasti jazykov
a automatov zdaleka najbeznejsie. Pozadovana interpretacia symbolu f~!(y) navyse obycajne byva
zrejmé z kontextu, takze uvedent nejednoznacnost nie je nutné prezivat prili§ tragicky.

2 Homomorfizmy

Pod homomorfizmom sa v matematike chape Struktiru zachovavajuce zobrazenie (kde pod Struk-
tirou mozno rozumiet napr. grupovi Strukttru, grafova Struktiru, vektorovi struktaru® a pod.).
Struktira slov nad abecedou ¥ je dana predovSetkym operaciou zretazenia a pod homomorfizmom
teda rozumieme zobrazenie, ktoré tito operaciu respektuje.

Definicia 1. Nech X, I" st abecedy. Homomorfizmus zo ¥* do I'* je zobrazenie h: ¥* — I'* také, ze
pre vSetky u,v € ¥* je
h(uv) = h(u)h(v).

Ak navyse pre kazdé w € X1 je h(w) € I'", nazyva sa homomorfizmus h nevymazdvajicim.

'Niektor{ autori napriklad oznagujii obraz mnoziny S, vzor mnoziny T a vzor prvku y ako f[S], f 1[T] a f*[y];
inde sa mozno stretnat s oznaceniami f[S], f~[T] a f~ [y], pripadne f(S), f~(T) a f~ (y).
2Homomorfizmy medzi vektorovymi priestormi st znamejsie ako linedrne zobrazenia.



Dokazme najprv, ze homomorfnym obrazom prazdneho slova je vzdy prazdne slovo.
Tvrdenie 1. Nech X,T" si abecedy a h: ¥* — I je homomorfizmus. Potom h(e) = e.

Dokaz. Sporom. Nech h(g) = w pre nejaké w € I't. Z definicie homomorfizmu potom vyplyva
w = h(e) = h(ee) = h(e)h(e) = ww,
¢o je spor, kedZe rovnost w = ww nemdze platit pre Ziadne neprazdne slovo w. O

Priamo z definicie homomorfizmov dostavame jednoduchym induktivnym argumentom ich nasle-
dujticu vlastnost.

Tvrdenie 2. Nech %, 1" si abecedy, h: X* — I'* je homomorfizmus, n € N a wy,ws, ..., w, € X*.
Potom h(wiws ... wy) = h(wi)h(ws) ... h(wy,).

Doékaz. Pre n = 0 ide o dosledok tvrdenia 1. Ak teraz dokazované tvrdenie plati pre n = k € N,
pre lubovolné wy, ..., wi11 € ¥* dostavame

h(wy ... wgwgs1) = h(wy ... wg)h(wgs1) = h(wy) ... h(wg)h(wit1),
kde prva rovnost je z definicie homomorfizmu a druhé z indukéného predpokladu. O

Kluacovy vyznam mé4 nasledujtca veta, podla ktorej mozno kazdé zobrazenie f: ¥ — I'* roz-
§irit na homomorfizmus h: X* — I'*, ktory je navySe uréeny jednoznac¢ne. Kazdy homomorfizmus
h:¥* — I'* je teda jednozna¢ne urceny obrazmi h(c) jednotlivych pismen ¢ € 3 a kazdé takéto
priradenie obrazov pismenam naopak ur¢uje homomorfizmus.

Veta 1. Nech 2,1 su abecedy a f: X — I'* je zobrazenie. Potom existuje prave jeden homomorfizmus
h:¥* — T* taky, Ze pre vSetky c € ¥ je h(c) = f(c).

Doékaz. Uvazujme zobrazenie h: ¥* — I'* dané pre vSetky k € N a vSetky aq,a9,...,ar € X ako
h(ayay . ..ax) = f(a1)f(ag) ... f(ax). Specialne teda h(c) = f(c) pre vietky ¢ € . Dokézeme, 7e ide
0 homomorfizmus. Nech u,v € ¥*;nechm,n € Naay,...,am,b1,...,b, € Xstutaké, Zeu=ai...am
av=>b...b,. Potom skutocne

h(ww) = f(ar)-.. fan) f(b1) ... f(ba) = h(uw)h(v).

Pre Tubovolny homomorfizmus h': ¥* — T'*, vietky k € N a vSetky a1, as,...,ar € ¥ dalej
z tvrdenia 2 dostavame

b (aras...ax) = K (a1)h/(a2) ... H (ar).
Ak je teda h/(c) = f(c) pre vietky ¢ € ¥, nutne

W(aiaz...ax) = f(a1)f(az)... flax) = h(ar...ay),
¢o dokazuje jednoznacnost homomorfizmu h. O

Homomorfizmy budeme zvycajne zadavat prave homomorfnymi obrazmi jednotlivych symbolov
abecedy. V8imnime si tiez, ze vdaka tvrdeniu 2 je homomorfizmus h: ¥* — I'™ nevymazéivajuci prave
vtedy, ked h(c) € T't pre vietky ¢ € . Ak je totiZz tato podmienka splnené a w = aj . . . a,, pre nejaké
neN-—{0}aay,...,a, €, jeaj h(w)="h(ay...a,) =h(a1)...h(a,) €TT.



3 Homomorfné obrazy jazykov a inverzny homomorfizmus

Nech 3, T" st abecedy a h: ¥* — I'* je homomorfizmus. V silade s oznaceniami z oddielu 1 potom
pre vSetky jazyky L C ¥* kladieme

h(L) = {h(w) | w € L}

a jazyk h(L) nazyvame homomorfngm obrazom jazyka L. Podobne moZno definovat inverzny homo-
morfny obraz jazyka L C I'* ako

hHL) = {w € &* | h(w) € L}
a inverzny homomorfny obraz slova v € I'* ako

B w) = b ({o}) = {u € 5 | h(u) = o}

Oznagenia h(L) resp. h™1(L) vedu k predstave homomorfizmu a inverzného homomorfizmu ako
,operacii na jazykoch, ktoré pre dany homomorfizmus h: ¥* — I'* spocivaju v prechode od jazyka
L C ¥* k jazyku h(L) resp. od jazyka L C I'* k jazyku h~'(L). Tento pohlad sa v teérii jazykov
miestami objavuje v zauzivanej terminologii.

Priklad 1. Nech ¥ = {a,b,c} a h: ¥* — ¥* je homomorfizmus dany ako h(a) = ac, h(b) = &
a h(c) = b. Potom napriklad

h({b,0b}) = {e}, “H(ac) = b*ab’,
h({b,abb}) = {¢, ac}, (abc) =0
h(X*) = {ac, b}", ({ac b,bb}) = b ab* U b cb* U b cb*cb*,
h({a"b" | n € N}) = (ac)*, ({a"cn | n € N}) =b"Ub ab".

Dokéazte uvedené rovnosti.

4 Este k definicii homomorfizmu

Monoid alebo pologrupa s jednotkou je trojica (M,-,1), kde -: M x M — M je asociativna binérna
operacia na M — je teda a- (b-¢) = (a-b) - c pre vetky a,b,c € M — a 1 je neutralny prvok
vzhladom na operaciu - — ¢ize a1 = 1-a = a pre vietky a € M. Na rozdiel od definicie grupy
tu nevyzadujeme existenciu inverznych prvkov; od pologrip sa zas monoidy odlisuji tym, Ze vzdy
musia obsahovat neutralny prvok. Namiesto (M, -, 1) ¢asto piSeme len (M, -), alebo — ak je uvazované
bindrna operacia zrejmé z kontextu — iba M.

UZ minule sme si v8imli, Ze zretazenie slov je nad T'ubovolnou abecedou asociativne a prazdne
slovo € je neutralnym prvkom vzhladom na tuto operaciu. Pre kazdu abecedu ¥ teda dostéavame
monoid (X*,-,¢). Tento monoid v literatire obvykle dostava privlastok volng nad ¥; dévod tohto
pomenovania pochédza z univerzélnej algebry a do jeho vysvetlovania sa tu pustat nebudeme.

Homomorfizmus monoidov (M, -, 137) a (N, o, 1x) je zobrazenie h: M — N spliiajice nasledujtce
dve podmienky:

(i) h(la) = 1n,
(74) h(a-b) = h(a) o h(b) pre vietky a,b € M.

Na rozdiel napriklad od definicie homomorfizmov grip je nutné explicitne uviest aj podmienku (7),
pretoZe ta vo v8eobecnosti nie je dosledkom vlastnosti (7).

Pre danu dvojicu abecied X a I' teda zistujeme, ze homomorfizmus h: 3* — I'* nie je ni¢im inym,
nez homomorfizmom volnych monoidov (X%, -, ¢) a (I'*, -, ) — vlastnost (i) je tu dosledkom tvrdenia 1
a vlastnost (i7) vyplyva priamo z definicie homomorfizmov.



5 RieSené tulohy

Uloha 1. Nech ¥, T su abecedy, L1, Ly C ¥* jazyky a h: ¥* — I'* homomorfizmus. Porovnajte
jazyky h(L1 U La) a h(L1) U h(L2).

Riesenie. Dokazeme, ze platia obidve inkluzie, a teda h(L; U La) = h(L1) U h(Lz).

C: Nech u € h(L; U Lg). Potom existuje v € L1 U Lo také, ze u = h(v). KedZe v € Ly U La, nutne
v € L alebo v € Ly (pripadne aj oboje naraz). Ak v € Ly, tak uw = h(v) € h(L1). Ak v € Lo,
tak u = h(v) € h(Lz2). V oboch pripadoch u € h(L1) U h(Lg).

U

: Nech uw € h(L1) U h(L2). Potom u € h(Ly) alebo u € h(L2). Bez ujmy na vSeobecnosti, nech
u € h(L1). Potom existuje v € Ly také, ze u = h(v). Kedze v € Ly, je aj v € L1 U Ly. Preto
u = h(v) € h(Ly U Ly), ¢o bolo treba dokazat. O

Uloha 2. Nech X, T su abecedy, Li,Ls C ¥* jazyky a h: ¥* — I'* homomorfizmus. Porovnajte
jazyky h(Ly - L2) a h(L1) - h(Lz).

Riesenie. Dokazeme, ze h(Ly - La) = h(Ly) - h(L2).

C: Nech u € h(L; - Lg). Potom existuje v € Lj - Lo také, ze h(v) = u. Kedze v € Ly - Lo,
existuju slova x € Ly a y € Lo tak, Ze v = xy. Z definicie homomorfizmu potom vyplyva
u = h(v) = h(zy) = h(z)h(y) € h(L1) - h(L2).

DO: Nech u € h(L1) - h(L2). Potom existuju slova x € Ly a y € Ly také, ze u = h(x)h(y). Kedze
xy € Ly - Lo, z definicie homomorfizmu dostavame v = h(z)h(y) = h(zy) € h(L; - Ls). O

Uloha 3. Nech X,T su abecedy, L1, Lo C T jazyky a h: ¥* — I'* homomorfizmus. Porovnajte
jazyky hil(Ll . L2> a hil(Ll) . hil(Lg).

Riesenie. Dokazeme, 7e h™1(Ly - Ly) 2 h™Y(L;) - h~}(Ls), kym opaéna inkltzia vo vieobecnosti
neplati.

¢: Uvazujme homomorfizmus h: a* — a* dany ako h(a) = aa a jazyky L; = Ly = {a}. Potom
h=Y(Ly - Lo) = h ™ ({aa}) = {a}, kym A= (Ly) - h~ Y (La) =0 - 0 = 0.

D: Nech w € h™'(Ly) - h~(Ls). Potom w = uv pre nejaké u € h='(Ly) a v € h~(Ls). Z toho
h(u) € L1 a h(v) € La, takie h(w) = h(uv) = h(u)h(v) € L1 - Lo, atedaw € h™1(Ly - Ly). O

Uloha 4. Nech ¥, T su abecedy, L C IT'* jazyk a h: ¥* — I'* homomorfizmus. Porovnajte jazyky L
a h(h~Y(L)).

Riesenie. Dokazeme, 7e L O h(h~Y(L)), pri¢om opac¢nd inklizia vo vieobecnosti neplati.

¢ Nech L = {a} a h: a* — a* je dany ako h(a) = aa. Potom h(h=1(L)) = h(0) = 0, ¢o nie je
nadjazyk jazyka L.

D Nech w € h(h™1(L)). Potom existuje u € h™1(L) také, ze w = h(u). Kedze u € h=(L), je
h(u) € L, a teda aj w = h(u) € L. O

Uloha 5. Nech ¥, T st abecedy, L C ©* jazyk a h: £* — I'* homomorfizmus. Porovnajte jazyky L
a h=1(h(L)).

Riesenie. Dokéazeme, ze L C h='(h(L)), pri¢om opaéna inkltzia vo vieobecnosti neplati.
C: Nech w € L. Potom h(w) € h(L), z ¢oho w € h=1(h(L)).

2: Nech L = {a} a h: {a,b}" — a* je definovany ako h(a) = h(b) = a. Potom dostévame
h=Y(h(L)) = h~*({a}) = {a, b}, ¢o nie je podjazyk jazyka L. O
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