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1 Bezkontextové a regularne gramatiky

Bezkontextové gramatiky st frazové gramatiky, v ktorych Tava strana kazdého prepisovacieho pravidla
pozostava z jediného neterminalu. Definicie najdolezitejSich pojmov stuvisiacich s frazovymi grama-
tikami boli zavedené na prednaske. V ramci ich rekapitulacie sa obmedzime vyhradne na $pecialny
pripad bezkontextovych gramatik.

Definicia 1. Bezkontertovd gramatika je Stvorica G = (N, T, P,c), kde N je abeceda! neterminal-
nych symbolov, T je abeceda terminalnych symbolov, NNT = (), P C N x (NUT)" je konecnd
mnoZzina prepisovacich pravidiel a o € N je po¢iatoény neterminél.

Prepisovacie pravidla (§,z) € P oby¢ajne zapisujeme ako & — z. Ide iba o $pecidlny spdsob
zépisu usporiadanej dvojice pouzivany v tomto kontexte a symbol — sdm o sebe nemé definovany
ziaden vyznam. Zapis £ — x1,& — x2,...,{ — x skracujeme aj ako & — x1 | x2 | ... | xp.

Definicia 2. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika. Krok odvodenia v gramatike G je
binérna relacia =g na (N UT)" taka, Ze

Vu,v € (NUT)* : u =g v prave vtedy, ked
Juy,ug,z € (NUT)" 3E € N :u=wufuy A v=ujzus N £ > x € P.

V pripade, Ze je gramatika G zrejméa z kontextu, piSeme namiesto = iba =.

KedZe je krok odvodenia = definovany ako binérna reldcia na (N UT)*, daji sa nan aplikovat
vSetky bezné operéacie na takychto relaciach. Pre k € N tak napriklad méZzeme hovorit o k-tej mocnine
relacie =, oznacovanej symbolom =*. V relacii = st potom vietky dvojice slov u, v také, Ze slovo v
sa da odvodit zo slova u na prave k krokov odvodenia. Podobne moZno uvazovat reflexivno-tranzitivny
uzaver =* a tranzitivny uzaver =1 relacie =. V tychto relaciach st vietky dvojice slov u, v také, Ze
slovo v sa d& odvodit zo slova u na Iubovolny resp. Iubovolny nenulovy pocet krokov. Relacia =9
je identita, podobne ako nultd mocnina lubovolnej inej relacie.

Zneuzivajuc notaciu ¢asto hovorime o ,odvodeni ¢ = w; = ... = w,", o ,,odvodeni ¢ =" w,
(dlzky n)“, alebo o ,odvodeni o =* w,“, aj ked kazdy z tychto zapisov vyjadruje iba relaciu medzi
slovami a tazko tak hovorit o ,entite odvodenia®. Ziaden z uvedenych zépisov navySe neposky-
tuje kompletna informéciu, ktort od konceptu odvodenia intuitivne oéakéavame. Problém forméalneho
uchopenia pojmu odvodenia sa vSak ukazuje ako pomerne delikdtny a v literatture sa ¢asto mozno
stretntt s chybnymi definiciami neskdr kompenzovanymi intuiciou. My sa k tymto zaleZitostiam
vratime na nasledujicom cviceni, kde sa pokusime aj o presnu definiciu odvodeni v bezkontextovych
gramatikich. V&¢§inou sa ale budeme pridizat zauzivanych zvyklosti z ivodu tohto odstavca.

Definicia 3. Nech G = (N, T, P, o) je bezkontextova gramatika. Jazyk generovany gramatikou G je
dany ako L(G) = {w € T* | 0 =" w}.

O slovach z jazyka L(G) tiez hovorime, Ze st generované gramatikou G. Z definicie vyplyva, Ze
takéto slova pozostavaju vyhradne z terminalnych symbolov. Slovo nad abecedou N U T, pre ktoré
existuje v gramatike G odvodenie, nazyvame vetnou formou v gramatike G. Pre jazyk vSetkych
vetnych foriem v gramatike G budeme pre tucely tyjchto cviceni pouZivat oznacenie F'(G). Evidentne
musi vzdy byt L(G) = F(G)NT™*.

!Cize neprazdna koneéna mnoizina.



Definicia 4. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika. Vetnd forma v gramatike G je
slovo z € (NUT)" také, ze o =* . Pre jazyk vietkych vetnych foriem v gramatike G piSeme
FG)={ze (NUT)" | o =*1z}.

Jazyk nazveme bezkontextovym, ak existuje bezkontextova gramatika, ktora ho generuje.

Definicia 5. Bezkontextovy jazyk je jazyk L taky, ze L = L(G) pre nejaka bezkontextovi grama-
tiku G. Triedu v8etkych bezkontextovych jazykov oznatujeme Lop.

Skuto¢nost, ze hovorime o triede bezkontextovych jazykov a nie o mnoZine bezkontextovych
jazykov, nie je nadhodna. Pokial sa totiz neobmedzime na nejakt konkrétnu mnoZzinu symbolov,
ktoré mozu byt prvkami abecied, mnoZzina vSetkych bezkontextovych jazykov neexistuje. Trieda sa
od mnoziny li§i predov8etkym tym, Ze sama nie je mnoZinou, a teda existuje napriklad aj trieda
vSetkych mnozin a podobne.

Reguldrne gramatiky st bezkontextové gramatiky, v ktorych sa kazdy neterminal moéze prepisat
iba na niekolko (aj nula) terminalov nasledovanych najviac jednym neterminalom.

Definicia 6. Reguldrna gramatika je bezkontextova gramatika G = (N, T, P,o), pre ktort plati
PCNX(T*UT*N).

Kedze sme regularne gramatiky definovali ako Speciélne bezkontextové gramatiky, vztahuje sa
véacSina definicif a oznaceni zavedenych vysSie aj na regularne gramatiky. V nasledujicom sa budeme
zaoberat metodami dokazovania, 7e dana gramatika skuto¢ne generuje zamyslany jazyk; aj ked
budeme hovorit o bezkontextovych gramatikach vo vieobecnosti, rovnaké metody bude mozné pouzit
aj pre reguldrne gramatiky, ktoré st ich $pecidlnym pripadom.

Poznamka 1. Linedrna gramatika je bezkontextova gramatika G = (N, T, P, o) taka, Ze mnoZina
pravidiel P je kone¢nou podmnozinou mnoziny N x (T*UT* NT*) — na pravej strane kazdého pravidla
sa teda moéZe vyskytovat najviac jeden neterminal. Regularne gramatiky st odividne $pecialnym
pripadom linedrnych gramatik a niekedy sa preto nazyvaja aj sprava linedrne gramatiky.

Poznamka 2. Regularne gramatiky si d'alsim z radu konceptov teérie formalnych jazykov, ktorych
definicia nie je tplne ustalena. Kym niektori autori napriklad tymto pojmom oznac¢uju sprava linedrne
gramatiky, ktorych pravidla nemo6zu na pravej strane obsahovat viac ako jeden terminal, inde sa zas
pod regularnou gramatikou rozumie bezkontextova gramatika, ktora je linearna sprava alebo zlava —
mnoZina prepisovacich pravidiel zlava linedrnej gramatiky G = (N, T, P, o) je kone¢nou podmnozinou
mnoziny N x (T* U NT*). Neskor pochopime, Ze tieto drobné odlisnosti v definiciach v skuto¢nosti
nie su nijak podstatné.

2 Dokazovanie spravnosti konstrukcie gramatiky

V tlohach nasledujtcich za tymto oddielom je vacsinou cielom zostrojit bezkontextovi gramatiku G
generujucu dany jazyk L a dokdzat sprdavnost konstrukcie vyjadritelna rovnostou L(G) = L.

Po najdeni samotnej gramatiky, ktoré zvycajne byva jedinou skuto¢ne tvorivou ¢astou celej tlohy,
je teda eSte potrebné dokazat rovnost jazyka L(G) generovaného zostrojenou gramatikou G a jazyka L
zo zadania tlohy.

Dokazat rovnost L(G) = L znamend overit platnost obidvoch inkluzii L(G) C L a L(G) 2 L.

Pri dokaze inklizie L(G) C L pre bezkontextovu gramatiku G = (N, T, P,o) uvazujeme lubo-
vol'né slovo w € L(G) a ukazujeme, Ze toto slovo patri do jazyka L. Predpoklad w € L(G) znamena,
7e w € T* a sucasne o =* w, v dosledku ¢oho ¢ =" w pre nejaké n € N. O slove w v tomto
momente nevieme ni¢ dalsie a potrebujeme ukéazat, ze w € L. Ako dokazova metdda sa teda ponika
matematicka indukcia vzhladom na dizku n uvazovaného odvodenia slova w.

2Kedze ma ist o 8pecialny pripad bezkontextovych gramatik, musi byt mnoZina pravidiel P konena.



V ramci indukéného kroku takéhoto dokazu predpokladame platnost tvrdenia pre n = k a doka-
zujeme jeho platnost pre n = k + 1. Ak teda o =**1 w, mozeme sa pokusit prepisat toto odvodenie
napriklad ako

c=Fy=w

a aplikovat indukény predpoklad na odvodenie ¢ =% 3. Tu vSak narazame: indukény predpoklad
nam o slove y nehovori ni¢, pretoze slovo y nepatri do jazyka L(G); ide iba o vetni formu v gra-
matike G, ktord nutne obsahuje aspon jeden neterminal. Oplati sa teda dokazované tvrdenie zosilnit
tak, aby sme do uvah zahrnuli vSetky vetné formy. Napriklad moéZzeme najst jazyk vsetkych vetnijch
foriem v gramatike G a vyjadrit ho v beZnej mnozinovej notacii podobne ako pri jazyku L. Ak tento
jazyk vetnych foriem ozna¢ime F', malo by platit F' NT* = L. Namiesto inkluzie L(G) C L potom
mozeme dokazovat inkluziu F(G) C F — z nej povodne dokazovana inkluzia L(G) C L vyplynie ako
dosledok, pretoze za predpokladu F'(G) C F je L(G) = F(G)NT* C FNT* = L.

Pri dokaze inklizie L(G) 2 L naopak uvazujeme [ubovolné slovo w € L a ukazujeme, Ze pre toto
slovo v gramatike G existuje odvodenie. Obvykle tak robime indukciou vzhladom na nejaki Struk-
turdlnu vlastnost slova w, ktort volime na zaklade jazyka L a skonstruovanej gramatiky G pre tento
jazyk. Ak napriklad L = {a,b}*, je prirodzené tvrdenie dokazovat indukciou na dlzku slova; pri ja-
zyku L = {a"b"™ | n € N} sa pontka dokaz indukciou vzhladom na n a napriklad pri jazyku
L = {abu | u € {a,b}*} je prirodzenym pristupom indukcia vzhladom na dlzku slova u. Casto
je potrebnych aj viacero indukcii, ako ¢oskoro uvidime na priklade.

Nech ale tuto strukturalnu vlastnost zvolime akokolvek, je ¢asto ziaduce vediet na odvoditelnost
slova v gramatike usudit z indukéného predpokladu o odvoditelnosti nejakého iného slova. Preto
moze byt aj tu uzitoéné dokazované tvrdenie zosilnit. Opat modzeme napriklad identifikovat jazyk F
vSetkych vetnych foriem v G a namiesto inkluzie L(G) O L dokazat inklaziu F'(G) D F.

Rovnost L(G) = L pre bezkontextovu gramatiku G = (N, T, P, o) tak typicky mézeme dokazat
nasledovne.

1. Identifikujeme jazyk F' vSetkych vetnych foriem v gramatike G; pren by, samozrejme, vzdy
malo platit FNT* = L.

2. Namiesto inklazie L(G) C L dokazeme silnejsie tvrdenie F'(G) C F — ¢ize ,ak ¢ € (NUT)*
a o =" z, tak x € F“. Oby¢ajne tak robime indukciou vzhladom na dizku uvazovaného
odvodenia slova x.

3. Namiesto inkluzie L(G) O L dokazeme silnejsie tvrdenie F(G) O F — ¢ize ,ak x € F, tak
o =* x*. Obyc¢ajne tak robime indukciou vzhladom na ur¢ité strukturalne vlastnosti slova z.

Uvedeny postup je pri konstrukcii gramatik pre ,,u¢ebnicové® bezkontextové jazyky pouzitelny skoro
univerzalne, ale ob¢as moze byt zbytoc¢ne pracny. V rdmci nasledujicich rieSenych tloh si preto okrem
prikladov pouZzitia tohto postupu ukadZeme aj dalSie moZnosti dokazovania spravnosti konstrukcie
bezkontextovych gramatik.

3 RieSené tlohy
Pri rieSeni prvych dvoch spomedzi nasledujtcich tloh sa budeme verne pridizat postupu opisaného

v predchadzajicom oddiele.

Uloha 1. Zostrojte bezkontextovii gramatiku generujicu jazyk L = {w € {a,b}* | w = w®}
a dokazte spravnost svojej konstrukcie.

Riesenie. Ukadzeme, ze L = L(G) pre gramatiku G = (N, T, P,o), kde N = {o}, T = {a, b} a
P={o—acal|lbob|a|b]|e}

Dokézeme, ze F(G) = F pre jazyk F = {usul* | u € T*; s € {¢,a,b,0}}. Rovnost L(G) = L z tohto
vyplynie ako bezprostredny désledok, kedze evidentne FF NT* = L.



C:

U

Uvazujme Tubovolné slovo z € F(G). To je vetnou formou gramatiky G — existuje teda n € N
také, ze 0 =" x. Indukciou vzhladom na n dokdZeme, %e x € F.

Pre n =0 musi byt z = o € F — evidentne totiz o = usu®f pre u =¢ a s = 0.

Predpokladajme teda platnost tvrdenia pre n = k a dokazme ho pre n = k + 1. Ak ¢ =F 1 ¢,
pre nejaké slovo y nutne o =% y = z. Na odvodenie ¢ =* y sa vztahuje indukény predpoklad,
a teda y € F. To znamena, Ze y = vtv’® pre nejaké v € T* a t € {¢,a,b,0}.

Kedze y = x, musi slovo y obsahovat aspofi jeden neterminal, z oho t = o — &ize y = vovlt

pre nejaké v € T*. Slovo x musi zo slova y vzniknut prepisanim neterminalu o podl'a niektorého
z pravidiel v mnozine P. V pripade, Ze ide o niektoré z pravidiel ¢ — aca alebo o — bob,
dostavame = = vacav® = (va)o(va)® resp. x = vbobv® = (vb)o(vb)®; v oboch pripadoch
je z € F.3 Pre pravidla ¢ — a, 0 — b a ¢ — ¢ postupne dostavame z = vav’®, x = vbol

a x = vu'’; vo vietkych pripadoch opit z € F.4

: Nech z € F - ¢ize x = usu® pre nejaké u € T* a s € {¢,a,b,0}. Indukciou vzhladom na |u|

dokazeme, 7e x© € F(G) — ¢ize 0 =* x.
Pre |u| =0je x € {¢,a,b,0}. Avak 0 = ¢, 0 = a, 0 = ba o =" 0 — teda iste 0 =* .

Nech tvrdenie plati pre |u| = k; dokdzme ho pre |u| = k-+1. Nech z = usu’® pre nejaké v € T+
as € {ea,b,o}. Polozme u = vc pre v € Tk aceT - ¢ze x = vesco™.
7 indukéného predpokladu je o =* vov’. Pouzitim prepisovacieho pravidla ¢ — coc € P

dostavame o =* vov® = veocv®. To je pre s = o uz postacujice. Pre zvysné s obsahuje
mnozina P pravidlo o — s, pouzitim ktorého dostavame o =* vov®t = veocv? = vescv®. O

Uloha 2. Zostrojte bezkontextovii gramatiku generujicu jazyk L = {a*t’c?d* | i,j € N} a dokazte

spravnost svojej konstrukcie.

RieSenie. Dokazeme, Ze jazyk L je generovany bezkontextovou gramatikou G = (N, T, P, o), kde

N ={o,a}, T ={a,b,c,d} a

P={oc—aod |«
a — bac | e}.

Namiesto rovnosti L(G) = L dokazeme silnejsie tvrdenie F'(G) = F, kde F' je jazyk obsahujuci prave

(i) vietky slova a‘od’, kde i € N;

(ii) a vietky slova a’b/sc/d?, kde i,7 € N a s € {a,¢e}.

Zrejme pritom F'NT* = L, takZe z rovnosti F(G) = F naozaj vyplynie aj L(G) = L.

C:

Nech z € F(G), ¢ize 0 =™ x pre nejaké n € N. Indukciou vzhladom na n dokézeme, ze x € F.

Pre n = 0 je x = o, ¢o je slovo tvaru (i). Nech teraz tvrdenie plati pre n = k; uvazujme
n = k + 1. Odvodenie o =**1 z vieme v takom pripade prepisat ako ¢ =F y = z, kde
na odvodenie o =% y sa vztahuje indukény predpoklad. To znamené, Ze slovo y je jedného
z tvarov (i) alebo (ii).

Ak y = a’od’ pre nejaké i € N, musi slovo & vzniknit zo slova y pouzitim niektorého z pravidiel
0 — aod alebo 0 — a na jediny vyskyt neterminéalu o v slove y. V prvom pripade dostavame
r = alodit ¢o je slovo tvaru (i). V zostavajiicom pripade zas = a‘ad’, ¢o je slovo tvaru (44).
V oboch pripadoch je teda x € F'.

Ak y = a'b/sc/d’ pre nejaké i,7 € N a s € {a, e}, musi slovo y vdaka vztahu y = z obsahovat
aspoh jeden neterminéal — z ¢oho dostavame s = a a y = a’b’ac’d’ pre nejaké i,j € N. Slovo
x teraz musi vzniknit zo slova y pouzitim niektorého z pravidiel @ — bac alebo a — ¢
na neterminal . V prvom pripade dostavame z = 't/ Tlac/t1d" a v druhom = = 't/ d'.
V oboch pripadoch ide o slovo tvaru (ii), a teda = € F.

3Stadi totiz vziat s = o a u = va resp. u = vb.
4 N sy
Staci vziat u =v a s =a, s = b, resp. s = €.



D: Dokazeme, ze vietky slova v jazyku F' — Cize vSetky slova tvaru (i) alebo (ii) — st vetnymi
formami v gramatike G.

Urobme tak najprv pre slova tvaru (i) a indukciou vzhladom na i dokazme, Ze pre vietky ¢ € N
je 0 =* alod'. Pre i = 0 je skutotne o = o. Nech teraz tvrdenie plati pre i = k a uvazujme
i = k+1. Z indukéného predpokladu potom ¢ =* afod* = a*Tlod*+1, kde v poslednom kroku
bolo pouzité pravidlo ¢ — aod.

Pre slova tvaru (i7) teraz najprv indukciou vzhladom na j dokdZme, Ze pre vietky i,j € N je
o =*a'acd'. Pre j = 0 z tvrdenia dokadzaného v predchadzajicom odstavci pre vietky i € N
dostavame o =* alod’ = d'ad’ = a'b’ac’d’, kde v poslednom kroku bolo pouzité pravidlo
o — a. Nech dalej tvrdenie plati pre j = £ a uvazujme j = £ + 1. Z indukéného predpokladu
potom pre vietky i € N vyplyva 0 =* a'blactd’ = a'b"lac!Td’, kde v poslednom kroku
odvodenia bolo pouzité pravidlo o — bac.

Zostava dokazat, Ze pre vietky i, € N je 0 =* a'b/cld'. Z dokézaného ale ¢ =* a'b/ac!d’
a pouzitim pravidla o — € dostavame o =* a’bac/d’ = a’b i d’. O

Dokazovanie spravnosti konstrukcie bezkontextovej gramatiky G moZno ¢asto zjednodusit tym,
Ze namiesto tvrdenia F(G) = F dokdZeme predsa len o nieco slabgie tvrdenie — ktoré je vsak,
samozrejme, stéle dostato¢ne silné na to, aby z neho vyplynula rovnost L(G) = L.

Inklazia L(G) C L totiz vyplynie z prislugnosti vietkych vetnych foriem v G do nejakého jazyka
X C (N UT)* takého, ze X NT* = L. Podobne inkluziu L(G) 2O L ziskame dokazom odvoditel nosti
vietkych slov z nejakého jazyka X C (N UT)* takého, ze X N T* = L.

Nie je teda vzdy nutné charakterizovat vSetky vetné formy v gramatike G. Na dokaz inkluzie
L(G) C L staci o vetnych formach v gramatike G dokéazat, Ze patria do nejakého jazyka, ktorého
terminalne slova patria do jazyka L. Pokojne pritom méze ist aj o nadjazyk jazyka F(G). Pri dokaze
inklazie L(G) 2 L sa naopak staci presved¢it o tom, Ze st v gramatike G odvoditelné vsetky slova
z nejakého nadjazyka jazyka L, ktory zvolime tak, aby sa dobre robil dokaz indukciou. Tento nadjazyk
jazyka L ale nemusi nutne obsahovat vSetky vetné formy v gramatike G.

Pri rieSeni nasledujticej tlohy aplikujeme obidve tieto pozorovania. Ulohu je viak stale mozné —
v principe celkom jednoducho — vyriesit aj pomocou postupu z oddielu 2.

Uloha 3. Zostrojte bezkontextovt gramatiku generujicu jazyk L = {w € {a,b}* | #4(w) = #5(w)}
a dokazte spravnost svojej konstrukcie.

Riesenie. Nech G = (N, T, P, o) je bezkontextova gramatika taka, ze N = {o}, T = {a, b} a
P = {0 — cacbo | oboao | }.
Dokazeme, ze L(G) = L.

C: Namiesto samotnej inklizie dokdZeme nasledujtce silnejSie tvrdenie: pre vSetky vetné formy x
v gramatike G je #,(x) = #p(z). KedZze kazdé w € L(G) je zaroven aj vetnou formou v G,
vyplynie z uvedeného tvrdenia aj dokazovana inkltzia L(G) C L.

Uvazujme preto I'ubovolnt vetni formu x v gramatike G. Iste existuje n € N také, ze 0 =" z.
Indukciou vzhladom na n dokdzeme, Ze #,(x) = #4(x).

Tvrdenie plati pre n = 0 — v takom pripade totiz x = o. Predpokladajme teda, Ze tvrdenie plati
pre n = k a uvazujme n = k + 1. Ak o =**1 2, tak pre nejaké y € (NUT)* je 0 =F y = .
Na odvodenie o =* y sa vztahuje indukény predpoklad, takze #4(y) = #5(y). Slovo x vznikne
zo slova y pouzitim niektorého z pravidiel v P. V pripade pouzitia pravidla ¢ — cacbo alebo
o — oboao je zjavne #4(x) = #a(y) + 1 = #p(y) + 1 = #p(x); v pripade pouzitia pravidla
0 - € jo H#a(z) = #aly) = #a(y) = #4(2).

5Nejde ale o dokaz inkluzie F(G) C F z oddielu 2, pretoze nie kazdé slovo o € (N U T)* splhajice #,(z) = #(x)
je vetnou formou v G. To je ale pre ucely tejto inkluzie vedlajsie.




D: Indukciou vzhladom na n najprv dokdzme, Ze pre vietky n € N st v gramatike G odvoditelné

vietky slova cajoago ... cag,o také, ze ai,... a2, € {a,b} a #4(a1...a2,) = #p(a1...a2,).
Pre n = 0 je jedinym takymto slovom slovo o, pricom ¢ =° o. Predpokladajme teda, Ze
tvrdenie plati pre n = k a uvazujme n = k + 1. Nech ai,...,ast+2 € {a,b} su také, Ze

#o(ay ... aony2) = #p(a1 ... agky2). Potom nutne existuje® i € [2k + 1] také a; = a a a;4 1 = b
alebo a; = b a a;+1 = a. Z indukéného predpokladu tak dostavame

g :>* oa100a20 ...00;—_10Gj420 ...002k4+20 = A10020 ...00;_100;00;110G;120 ...00A2%+2,

kde v poslednom kroku odvodenia aplikujeme niektoré z pravidiel ¢ — cacbo alebo o0 — cboac
na podciarknuty vyskyt neterminalu o.

Indukciou vzhladom na s teraz mozeme dokazat, Ze st v gramatike G pre vsetky n € N
a vietky ai,...,as, € {a,b} také, ze #4(a1...a2,) = #p(ai...az,) odvoditelné aj slova
ay ...as0(as410)(as20) ... (agno) pre s =0,...,2n. Pre s = 0 totiz z vyssie dokdzaného vy-
plyva o =* o(a10) ... (az,0) a z platnosti dokazovaného tvrdenia pre s = k < 2n dostavame aj
o="ay...ap0(ag+10)(ak420) ... (a2,0) = a1 ...axak110(ak20) . .. (a2,0), kde v poslednom
kroku odvodenia sme pouzili pravidlo ¢ — ¢ na najlavejsi vyskyt neterminalu o; to dokazuje
platnost tvrdenia pre s = k + 1.

Zistujeme teraz, Ze v gramatike G st odvoditelné aj vSetky slova z jazyka L — pre w € L totiz
w=aj...az, pre nejaké n € N a ay,...,a2, € {a,b} také, ze #4(a1 ...a2,) = #p(a1...a2,).
7 dokézaného pritom dostavame

o="aias...a0,0 = a1as...ao, = W,
kde v poslednom kroku aplikujeme na jediny vyskyt neterminalu ¢ pravidlo ¢ — €. O

Pre niektoré gramatiky G moze byt jazyk vetnych foriem F(G) pomerne komplikovany a dokaz
tvrdenia L(G) = L moZe byt prirodzenejsi s vyuzitim ,rekurzivnej struktury jazyka L. Kym doteraz
zohraval pri induktivnych dokazoch oboch inkluzii L(G) € L a L(G) O L klacovia tlohu posledny
krok odvodenia, méze byt niekedy vyhodnejSie zamerat sa na prvy krok odvodenia a aplikovat na-
sledujice — intuitivne pomerne zrejmé — tvrdenie, ktorého dokaz je prenechany ako jedna z tloh
na najblizSie cvicenia.

Tvrdenie 1. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextovd gramatika, &1,...,8 € N, ug,...,up € T*
an €N. Pre slovow € (NUT)* je potom up§iui€ous ... up_1&kur =" w prdave vtedy, ked existuji

X1y, € (NUT)* anqg,...,ng €N také, Ze w = upriuirous ... U 1TEUg, N1+ ...+ Nk = n
aprei=1,...,k je & =" x;.

V' dosledku toho up&iui&ous ... up_1&ur =" w prdve vtedy, ked existuji x1,...,xp € (N UT)*
také, Ze w = upriuIT2UL . . . UE_1TRUL G pret=1,...,k je & = x;.

Opisany pristup teraz v ramci riefenia nasledujicej lohy demongtrujeme na d'alsej gramatike G
generujucej jazyk L = {w € {a,b}* | #4(w) = #p(w)}. Inklaziu L(G) C L by sme aj pre ttto
gramatiku mohli dokézat prakticky rovnako ako v tlohe 3; vyhodnost alternativneho pristupu sa
vSak naplno ukéze pri dékaze opacnej inklizie.

Uloha 4. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika taka, ze N = {c}, T = {a,b} a
P ={0 — aobo | boao | }.

Dokazte, ze L(G) = {w € {a,b}* | #a(w) = #p(w)}.

RieSenie. Polozme L := {w € {a,b}* | #4(w) = #p(w)}. Dokdzme najprv, ze

ak w € L, tak w = ¢, alebo existuju z,y € L také, ze w = axby alebo w = bzxay. (%)

5V opa¢nom pripade by bolo bud a1 = ... = asx+2 = a, alebo a1 = ... = a2 = b, pricom v ani jednom pripade
zjavne nemoze byt #q (a1 ... azk+2) = #o(a1 ... azk12).



Pre u € {a,b}* oznatme A(u) = #,(u) —#4(u); je pritom jasné, Ze pre vSetky v € {a,b}* a c € {a, b}
je A(ve) = A(v) £ 1, pricom v € L prave vtedy, ked A(v) = 0. Pre lubovolné neprdzdne slovo w € L
uvazujme jeho nagkratsi neprazdny prefix u taky, ze u € L. Nech u = ay ...ay pre ai,...,a; € {a,b}.
Ak a1 = a, z uvedeného vyplyva, ze pre i = 1,...,k — 1 je A(ai...a;) > 0; kedZe ale A(u) = 0,
nutne a = b, a teda w = axby pre x = ag...ar_1 a nejaké slovo y € {a,b}*. Z prislusnosti slova
u = axb do L potom dostavame z € L. Ked7e dalej w = uy a u,w € L, nutne aj y € L. Podobne by
sme pre a; = b ukazali, Ze w = bxray pre nejaké x,y € L.
MoéZeme teraz dokazat samotnia rovnost L(G) = L.

C: Indukciou vzhladom na n € N dokazeme, Ze w € L kedykolvek w € T* a o =™ w.

Ak n = 0, neexistuje ziadne w € T™ také, Zze ¢ =" w; tvrdenie teda plati. Predpokladajme
teraz platnost tvrdenia pre n = 0,...,k a uvazujme n = k + 1. Odvodenie o =**! w potom
mozeme prepisat ako o = u =F w pre nejaké u € (NUT)*. Kedze 0 = u, je 0 — u € P, a teda
u € {e,acbo,boac}. Ak u = ¢, nutne k = 0 a w = € € L; tvrdenie teda plati. Pre u = acbo
z tvrdenia 1 vyplyva, Ze w = axby pre nejaké x,y € T* také, Ze pre nejaké prirodzené ki, ks < k
je 0 =M g a o =* y. Z indukéného predpokladu teda z,y € L, a teda aj w = axby € L.
Pre u = boao mozno argumentovat analogicky.

U

: Evidentne o0 = ¢, a teda € € L(G). Ak teraz x,y € L su také, ze x,y € L(G), tak 0 =* =
a o =* y, v dosledku ¢oho vdaka tvrdeniu 1 aj o = acbo =* axby a 0 = boac =* bray.
Z tvrdenia (x) teda vyplyva, ze musia byt v L(G) vSetky slova z jazyka L. O

Pri rieSeni predchadzajtcej tlohy sme do velkej miery vyuZili skuto¢nost, Ze jedinym netermina-
lom gramatiky G bol po¢iatocny neterminal o. V pripade, Ze gramatika G obsahuje viacero uzito¢nych
neterminalov, méZu sa aj niektoré z nich objavit vo vetnej forme odvoditelnej z pocéiatoéného neter-
minélu na jeden krok. Pre takuto gramatiku by sme teda opédt museli dokazovat silnejSie tvrdenie,
ktoré by tentokrat charakterizovalo jazyky slov odvoditelnych z jednotlivych neterminélov gramatiky
(a nie iba z po¢iato¢ného neterminélu o).
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