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1 Normalne tvary bezkontextovych gramatik

Vetou o normalnom tvare bezkontextovych gramatik moZno nazvat prakticky Tubovolné tvrdenie,
podla ktorého ku kazdej alebo ,skoro kazdej“ bezkontextovej gramatike G existuje ekvivalentna
alebo ,,takmer ekvivalentna“ gramatika G’ s nejakou $peciadlnou vlastnostou.

Poznamka 1. Normalne tvary moZno, samozrejme, Studovat aj pre iné objekty ako gramatiky.
Jedinym predpokladom je, aby na danej triede objektov X bola definovana relacia ekvivalencie ~.
Veta o norméalnom tvare potom vzdy pre nejaka triedu Y C X hovori, Zze pre kazdé ¢ € X existuje
y €Y také, ze y ~ x.

V nasom pripade je touto triedou X trieda vSetkych bezkontextovych gramatik, pricom pre dvo-
jicu bezkontextovych gramatik G, G’ je G ~ G’ prave vtedy, ked L(G) = L(G").

Normalne tvary bezkontextovych gramatik je uzitoéné skumat predovsetkym z nasledujicich
dvoch dévodov.

e Predpoklad normélneho tvaru méze casto ulahéit dokazy tvrdeni o bezkontextovych jazykoch.
Ak totiZ namiesto vSeobecnych bezkontextovych gramatik uvaZzujeme iba gramatiky v nor-
mélnom tvare, moze sa podstatne zjednodusit argumentacia. Dolezita je pritom predovsetkym
skuto¢nost, ze ekvivalentna gramatika v normalnom tvare vzdy existuje; algoritmus na prevod
do normalneho tvaru je tu menej podstatny, avSak zarucuje konstruktivnost dékazu.

e Viaceré uzitoéné algoritmy pracujiice s bezkontextovymi gramatikami' predpokladajt ako svoj
vstup gramatiku v nejakom normalnom tvare. Pri implementacii takychto algoritmov sa preto
moze zist aj procedira na prevod do pozadovaného normalneho tvaru.

V nasledujicom sa zameriame na praktickt stranku prevodu gramatik do jednotlivych normal-
nych tvarov. Matematické zapisy tychto konstrukcii a dékazy ich spravnosti odzneli na prednéske.

2 Redukovany normalny tvar

Bezkontextova gramatika je redukovand alebo v redukovanom normdinom tvare, ak neobsahuje Ziadne
pravidlo typu £ — £ a kazdy jej neterminél & je sucasne ,terminujuci® (teda existuje aspon jedno
terminalne slovo odvoditelné zo £) a dosiahnutelny (v danej gramatike teda existuje vetnéa forma
obsahujica & — t& musi byt z definicie odvoditelna z po¢iatoéného neterminalu).

Definicia 1. Bezkontextova gramatika G = (N, T, P,o) je v redukovanom normdlnom tvare, ak st
splnené nasledujice tri podmienky:

(i) Mnozina pravidiel P neobsahuje pre ziadne £ € N pravidlo £ — .
(1) Pre kazdé £ € N existuje terminalne slovo w € T* také, ze & =* w.
(17i) Pre kazdé € € N existuji slova u,v € (N UT)* také, Zze 0 =* ufv.
O normdlnom tvare tu mozeme hovorit vdaka nasledujicej vete z prednasky.

Veta 1. Nech G je bezkontextovd gramatika takd, Ze L(G) # (0. Potom existuje bezkontextovd gra-
matika G' v redukovanom normdlnom tvare takd, Ze L(G') = L(G).

'Prikladom mozu byt algoritmy, ktoré pre slovo z a gramatiku G rozhoduju, & z € L(G).



Predpoklad L(G) # 0 je v predchadzajucej vete naozaj nutny. Kazda bezkontextova gramatika G
totiz musi mat poc¢iatofny neterminal o. Pre redukovanu gramatiku G tak podla podmienky (i)
definicie 1 existuje terminélne slovo w také, ze ¢ =* w. Potom ale nutne w € L(G).

Kazda z podmienok (i) az (ii7) definicie 1 sama o sebe urcuje normélny tvar bezkontextovych gra-
matik. V nasledujtiicom najprv zosumarizujeme algoritmy na prevod gramatik do tychto ,,pomocnych“
norméalnych tvarov a nésledne uvidime, Ze pouzitie v8etkych troch tychto algoritmov vo vhodnom
poradi garantuje ako vystup gramatiku v redukovanom normélnom tvare.

2.1 Odstranenie pravidiel typu £ — &

Prevod bezkontextovej gramatiky do normélneho tvaru daného podmienkou (i) definicie 1 spociva
jednoducho vo ,,vypusteni* vSetkych pravidiel typu & — £ z mnoziny prepisovacich pravidiel P.

2.2 Odstranenie ,,neterminujicich* neterminalov

Prevod bezkontextovej gramatiky do normélneho tvaru daného podmienkou (i) definicie 1 spociva
v ndjdeni mnoziny S vSetkych , terminujicich® neterminalov gramatiky a v naslednom odstraneni
zvy$nych — ¢ize ,neterminujicich® — neterminalov, ako aj v8etkych pravidiel, v ktorych sa takéto
neterminaly vyskytuju. Mnozinu S moZno pre bezkontextovt gramatiku G = (N, T, P,o) forméalne
zapisat ako S = {£ € N | Jw € T*: £ =* w} a da sa najst nasledujtcim algoritmom.

1. Nech So ={{ e N |FueT*: £ - uec P}

2. Pre i = 1,2,... iteruj predpis S; = S;_1 U{{ € N | Ju € (TUS;_1)*: £ = u € P}, az kym
pre nejaké k € N — {0} nenastane Sy = Si_1.

3. Poloz S = 5;.

Mnozina Sy teda pozostéva z prave tych neterminalov £, ktoré mozno pomocou nejakého pravidla
prepisat na rydzo terminalne slovo. Pre ¢ = 1,.. ., k nasledne mnozina S; obsahuje vSetky neterminaly
z mnoziny S;_1, ako aj tie neterminély &, ktoré mozno pomocou nejakého pravidla prepisat na slovo
obsahujice iba terminaly a neterminély z S;_;. Akonahle tymto spésobom nepribudni Ziadne nové
neterminély, mozno celd iterativnu konstrukciu zastavit.

Poznamka 2. Uvedeny algoritmus sa na kazdom vstupe zastavi, pretoze v kroku 2 sa do mnoziny S;
v kazdej iterédcii okrem poslednej prida oproti mnozine S;—; aspon jeden neterminal. Celkovy pocet
neterminélov je ale kone¢ny.

Skuto¢nost, Ze mnozina Sy je naozaj hladana mnoZina ,,terminujicich“ neterminalov, bola doka-
zané na prednaske.

Poznamka 3. V kroku 2 horeuvedeného algoritmu by v skuto¢nosti bolo mozné iterovat iba predpis
S;i={£e€e N |Jue (TUS;—1)": £ = u e P}. Lahko totiz vidiet, Ze tadto mnozina musi obsahovat
okrem iného aj vSetky neterminély z S;_1.

Pre gramatiku G = (N, T, P,o0) taka, ze L(G) # 0, je najdend mnoZina S vzdy neprazdna.
V takom pripade moézeme z gramatiky G odstrénit vSetky netermindly z N — S, ako aj vSetky
pravidla z P, ktorych Tava alebo pravé strana obsahuje neterminal z N — S. Vo vysledku dostaneme
gramatiku splhajicu podmienku (i) definicie 1.

2.3 Odstranenie nedosiahnutel'nych neterminalov

Prevod bezkontextovej gramatiky do normalneho tvaru daného podmienkou (7ii) definicie 1 spociva
v najdeni mnoZiny H vSetkych dosiahnutelnyjch neterminalov a v naslednom odstraneni zvySnych
— &ize nedosiahnutelnych — neterminédlov a prepisovacich pravidiel obsahujtucich nedosiahnutelné
neterminaly. Mnozinu H moZno pre bezkontextovi gramatiku G = (N, T, P, o) formélne zapisat ako
H={¢eN|Ju,ve (NUT)": o =*ulv} a da sa nijst nasledujicim algoritmom.



1. Nech Hy = {o}.

2. Prei = 1,2,... iteruj H; = H;1U{{ € N | 3np € Hi—1 Fu,v € (NUT)": n = uév € P},
aZz kym pre nejaké k € N — {0} nenastane Hy, = Hy_;.

3. Poloz H = Hy,.

Mnozina Hy teda obsahuje iba po&iato¢ny neterminal, ktory je ako jediny dosiahnutelny na nula
krokov. Prei =1,..., k nasledne mnozina H; obsahuje vSetky neterminaly z H;_1, ako aj neterminaly,
ktoré sa vyskytuju na pravej strane niektorého pravidla s Tavou stranou v H;_1; ide tak o neterminély
dosiahnutelné na najviac i krokov. Akonéhle takto nepribudni Ziadne nové neterminaly, moZno
iterativnu konstrukciu ukoncit.

Poznamka 4. Zastavenie algoritmu na kazdom vstupe je zrejmé z rovnakych doévodov, ako pri hl'a-
dani ,terminujicich” neterminalov. Spravnost algoritmu bola dokdzana na prednaske.

Poznamka 5. V kroku 2 je tentokrat zjednotenie s mnozinou H;_; naozaj podstatné.

MnozZina H najdena pre gramatiku G = (N, T, P, o) je vzdy neprazdna. Mozno teda z gramatiky G
odstranit vietky neterminély z N — H a podobne aj vSetky pravidla z P, ktorych l'ava alebo prava
strana obsahuje neterminal z N — H. Vysledkom tohto procesu je gramatika spliajiica podmienku (i7)
definicie 1.

2.4 Redukovany normalny tvar: algoritmus

Lubovolni bezkontextovii gramatiku moZno previest do redukovaného normalneho tvaru pouzitim
nasledujiceho algoritmu.

1. Odstran pravidla typu & — &.
2. Odstran ,neterminujice® neterminély (a pravidla, ktoré ich obsahuju).
3. Odstran nedosiahnutelné neterminély (a pravidla, ktoré ich obsahuja).
Spravnost uvedeného algoritmu je zaloZena na nasledujtcich dvoch jednoduchych pozorovaniach.

a) Po odstraneni ,neterminujtcich® a nedosiahnutelnych neterminélov algoritmami z predchadza-
jacich pododdielov neméze vzniknut Ziadne nové pravidlo typu & — &.

b) Po odstraneni nedosiahnutelnych neterminalov algoritmom z pododdielu 2.3 nemoze vzniknat
ziaden novy ,neterminujtici“ neterminal.

Dokaz obidvoch tychto tvrdeni je priamodiary a prenechavame ho &itatelovi.

Poznamka 6. Poradie odstranovania ,neterminujucich” a nedosiahnutelnych neterminalov vo vse-
obecnosti nemozno vymenit. Uvazujme napriklad gramatiku G = (N,T,P,0) s N = {o,q, 3},
T={a}aP={{oc—ala a— af, B — a}. Tato neobsahuje ziadne pravidlo typu & — & —
odstranovanim takychto pravidiel sa teda zapodievat nemusime.

PouZzitim horeuvedeného algoritmu dostavame redukovantu gramatiku G’ = (N', 7", P’,¢’), kde
N ={c}, T'=T,P ={0c —a}ac =o.

Skisme teraz aplikovat opacny postup a uvazujme najprv dosiahnutelnost neterminélov. Dosta-
vame Hy = {o}, Hy = {0,a} a Hy = {0,a,} = H3 = H — vSetky neterminaly st teda dosiahnu-
telné. Zamerajme sa teraz na ,terminujice neterminaly. Dostavame Sy = {0, 5} = S1 = S. Na konci
celého procesu teda prichddzame ku gramatike s mnoZinou neterminidlov N/ = {0, 3} a mnoZinou
pravidiel P’ = {o — a, 8 — a}. T4 celkom o€ividne nie je v redukovanom norméalnom tvare. Po od-
straneni ,,neterminujicich* neterminalov sa totiz méZzu niektoré povodne dosiahnutelné neterminély
stat nedosiahnutelnymi.

Odstranovanie pravidiel typu £ — £ naopak moZno robit aj uprostred alebo na konci celého
algoritmu, ako by ¢itatel istotne I'ahko dokazal.



2.5 RiesSena tloha
Uloha 1. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika s N = {0, o, 8,7}, T = {a,b} a
P={oc—aal|o|ao

a—7blaale
B—0bB|0b
v —ay | ey}
Standardnou konstrukciou prevedte gramatiku G do redukovaného normélneho tvaru.

Riesenie. Jedinym pravidlom typu & — & je v gramatike G pravidlo ¢ — o. Po jeho odstraneni
dostéavame gramatiku s prepisovacimi pravidlami

o — aa | ao,
a— b | aa | e,
B b8 b,
v —ay | ayy.
Najdeme teraz mnozinu ,terminujtcich® neterminalov S:
1. S() == {047,8},
2. 51 =5 U {0—70476} = {0—7047/3}7
3. So=51U{o,q,8} ={0,a,8} = S1.

Teda S = Sy = {o0,,8}. Po odstraneni ,neterminujicich® neterminilov — v tomto pripade iba
neterminélu v — a pravidiel, ktoré tento neterminal obsahuja, dostdvame gramatiku s prepisovacimi
pravidlami

o — aa | ao,
a—aa e,
B — b3 | b.
Pre tuto gramatiku nakoniec ndjdeme mnozinu dosiahnutelnych neterminalov H:
1. H() = {0’},
2. Hy = HyU{o,a} = {o,a},
3. Hy=H,U{o,a} ={o,a} = H;.
Teda H = Hy = {o,a}. Po odstraneni nedosiahnutelnych neterminélov — v tomto pripade iba
neterminalu § — dostavame gramatiku G' = (N', T, P',0) s N' = {o,a} a
P={oc—aa|ao

a—aa | e}

Gramatika G’ je v redukovanom normalnom tvare. O

3 Chomského normalny tvar

Chomského normdlny tvar umoziuje bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, Ze sa v kazdom kroku
odvodenia bezkontextovej gramatiky prepiSe niektory neterminél na dva netermindaly, na jeden ter-
minél, alebo na prézdne slovo.

Definicia 2. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika. Gramatika G je v Chomského
normdlnom tvare, ak P C N x (N2UT U {e}).



O normdlnom tvare modZeme hovorit vdaka nasledujicej vete, ktora bola dokdzana na prednéske.

Veta 2. Nech G je bezkontextovd gramatika. Potom existuje bezkontextovd gramatika G' v Chomského
normdlnom tvare takd, Ze L(G') = L(QG).

Vstupom nasledujiceho algoritmu na prevod do Chomského normalneho tvaru je Tubovolna bez-
kontextova gramatika G = (N, T, P, o).
1. Pre kazdy terminal ¢ € T zaved novy? neterminal &, a pravidlo & — c.

2. Nahrad vo vsetkych pravidlach « — x € P — teda v tych pravidlach, ktoré sa vyskytovali
aj v povodnej gramatike G — vetky terminély ¢ € T neterminalom &.. Nech Gy = (N1, T, P1,0)
je vysledné gramatika.

Prava strana kazdého pravidla gramatiky G pozostéva z jedného terminélu, z prézdneho slova,
alebo z neprazdneho slova zlozeného iba z neterminélov. V nasledujtcich krokoch uz iba zabezpe¢ime,
aby v pripade neprazdneho slova zlozeného z neterminéalov bola jeho dlzka rovna dvom.

3. Zaved novy neterminél & a pravidlo & — e. Vsetky pravidla o — 8 € Pi, kde a, 8 € Ny,
nahrad pravidlom « — p¢.. Nech Go = (No, T, P, 0) je vysledn& gramatika.

Gramatika GGo obsahuje iba prepisovacie pravidla, ktoré maji na pravej strane jeden terminal,
prazdne slovo, alebo slovo dlzky aspon dva pozostévajice iba z neterminéalov. V zaverenom kroku
teda staci oSetrit ,,prili§ dlhé* slova na pravej strane.

4. Pre kazdé pravidlo m = (& — p1P2...08k) € Posk>2a «a,B,..., Bk € Na:

4.1 Zaved nové neterminély ¥y 1,...,%Yx k—2.
4.2 Odober povodné pravidlo a — 5152 ... Bk.
4.3 Pridaj nové pravidla o — B19r 1, Vr1 — Bo¥r2, .. s Yr —2 — Br—1Bk-

Nech G' = (N', T, P’,0) je vysledna gramatika.
Vysledna gramatika G’ je evidentne vzdy v Chomského normalnom tvare a na prednaske bolo
dokazané, ze L(G') = L(G).

Poznamka 7. Uvedeny algoritmus nie je optimélny: napriklad vSetky pravidla @ — ¢ pdvodnej
gramatiky, kde ¢ € T' (ktoré Chomského normalny tvar neporusuju) sa nahradia trojicou pravidiel
a — &k, & — ¢ a & — €. Poznamenajme vsak, Ze toto neplati pre pravidla o — e pdvodnej
gramatiky, ktoré s vo vysledku nezmenené.

3.1 RieSena uloha

Uloha 2. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika s N = {0, o, 8}, T = {a,b} a

P={oc—aabf | BB |

a — aba | aa

B—bBB | e}

Standardnou konstrukciou prevedte gramatiku G do Chomského normélneho tvaru.

2Prave zavedeny neterminal &. teda nepatri do N ani do T



Riesenie. Pre vSetky ¢ € T zavedme novy neterminal . a pravidlo { — ¢; nasledne nahradme
vSetky terminély ¢ na pravych stranach poévodnych pravidiel neterminéalom &.. Po tejto transformécii
dostaneme gramatiku s pravidlami

o= &a&B | BB | a,
a = aga | Lol
B—&BB | e,

§a — ay

fb — b.

Zavedme dalej novy neterminal & s pravidlom & — ¢ a predizme neterminalom & vietky ,,prilis
kratke® pravé strany pravidiel. Ziskame tak gramatiku s pravidlami

o — &abpB | BB | al,
a — a&pa | €aéa,

B— &BB | e,

§a — a,

& — b,

& — e

Zavedme eSte oznadenia pravidiel

T = (U — gaagbﬁ)a
T2 = (Oé - Oégba),

T3 := (8 — &PBP)

a ,rozbime* prili§ dlhé pravé strany pravidiel pomocou novych neterminalov, ¢im dostaneme bez-
kontextova gramatiku G’ = (N', T, P',0) s N' = {0, &, 8,8a: &b e, Yy 15 Uy 2, Yo 15 Us 1} 2

P'={0 = &b | BB | e
a = a1 | €ada
B = &mg | €
Yry 1 — a2
Yy 2 — &
Yy 1 — S
Yrg1 — BB
(o —a
& — b
& — e} O

4 ,,Bezepsilonovy* normalny tvar

Hovorime, Ze bezkontextové gramatika je , bezepsilonovd“ alebo v , bezepsilonovom“ normdlnom tvare,
ak neobsahuje vymazavajice pravidla typu & — €. V tomto pripade ide o plnohodnotny normalny tvar
len pre gramatiky generujice neprazdne slova. Gramatika bez pravidiel typu & — ¢ totiz nikdy nemoze
vygenerovat prazdne slovo ¢, a teda nie kazda bezkontextova gramatika sa da do ,,bezepsilonového*
tvaru v pravom slova zmysle previest. Ako vSak bolo dokidzané na prednéske, ku kazdej bezkontextovej
gramatike G existuje bezkontextova gramatika G’ v ,bezepsilonovom* normalnom tvare taka, Ze

L(G') = L(G) — {e}.



Definicia 3. Nech G = (N,T, P,o0) je bezkontextova gramatika. Hovorime, Ze gramatika G je
v ,bezepsilonovom“ normdlnom tvare, ak P C N x (NUT)".

Veta 3. Nech G = (N, T, P, o) je bezkontextovd gramatika. Potom existuje bezkontextovd gramatika
G' = (N',T',P',0") v ,bezepsilonovom* normdlnom tvare takd, Ze L(G') = L(G) — {¢}.

Spravnost nasledujiceho algoritmu na prevod gramatiky do ,bezepsilonového* normélneho tvaru
bola dokdzané na prednaske. Jeho vstupom je bezkontextova gramatika G = (N, T, P,o) a vystu-
pom je bezkontextova gramatika G' = (N',T', P!, ') v ,bezepsilonovom* normélnom tvare taka, ze
L(G") = L(G) — {e}.

1. Najdi mnozinu E = {£ € N | £ =* ¢} vymazavajucich neterminélov v gramatike G:

1.1 Nech Ey ={{ € N | { = ¢ € P} (ide o neterminaly ,,vymazavajice na jeden krok®).

1.2 Prei=1,2,...iteryj B; = E;_1U{{ € N | Ju € Ef | : £ - u € P}, az kym pre nejaké k
nenastane Ey = Fj_q.

1.3 Poloz E = FEj,.

2. Pre kazdé povodné pravidlo§ - u € Ps§ € Nau € (N U T)jL pridaj do mnoziny prepisovacich
pravidiel vSetky pravidla & — vov1...vj s j € Na v,...,v; € (NUT)" také, ze pre nejakeé
at, ..., € Eje u = vpopvig ... vj_1050;. (éiie pridame vSetky pravidla, ktoré vznikna
z pravidla £ — u vypustenim niektorych vyskytov vymazavajicich neterminalov v slove u.)

3. Odober z mnoziny prepisovacich pravidiel v8etky pravidla & — ¢, kde £ € N. Vrat vysledna
gramatiku G’ = (N',T', P’, ¢’) ako vystup.

V kroku 2 by, samozrejme, bolo mozné pridavat iba také pravidla £ — wvovi...v;, pre ktoré
vov1 ... v # €. V opac¢nom pripade sa totiz pravidlo hned v nasledujicom kroku z gramatiky odstréani.

4.1 RieSena tloha

Uloha 3. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika s N = {0, , 3,7}, T = {a,b} a

P={oc—ao|ba|bb
a— B aa
B — bBBaco | €
v — aa | ay | a}.
Standardnou kongtrukciou prevedte gramatiku G do ,,bezepsilonového* normalneho tvaru.
Riesenie. Najdeme najprv mnozinu vymazavajucich neterminélov FE:
1. Ey = {8},
2. El — EO U {aaﬁ} = {a7I8}7
3. E2 - El U {aaﬂ)fy} = {aaﬁ)’y}a

4. E3 :EQU{aaﬁav} = {a=577} = Fa.



Teda E = E3 = {«, 8,v}. Z pravidiel gramatiky G nésledne ziskame nasledujtice nové pravidla:

o — ao ~ o — ao,
o — ba ~ o — ba | b,
o — bb ~ o — bb,
a— B ~ a— e,
a — aa ~ o — aa,
8 — bBBacc ~ B — bpBacc | bBBac | bfaco | bBac | baao | bao,
B8 — ¢ ~ 8 — e,
v — ao ~ v = aa | ale,
y—ay o~ y—ay]a,
v —=a ~ v — a.

Po odstraneni duplikidtov a pravidiel s prazdnym slovom na pravej strane tak dostdvame vyslednu
gramatiku G’ = (N, T, P',0) s

P ={0c—aoc |ba|b|bb

a— B |aa
B — bpBaac | bfBac | bfaco | bBac | baao | bac
v aa|alay|al O

Poznamka 8. Uz sme spomenuli, Ze ,,bezepsilonovy“ normalny tvar nie je normélnym tvarom v pra-
vom slova zmysle: | bezepsilonové* gramatiky nedokazu vygenerovat prazdne slovo a veta o normaél-
nom tvare tak zarucuje iba ekvivalenciu ,,az na €“. Tento drobny nedostatok sa obcas zvykne riesit
alternativnou definiciou ,,bezepsilonového* normélneho tvaru, pri ktorej sa toleruje prepisovacie pra-
vidlo 0 — € v pripade, Ze sa po¢iato¢ny neterminél o nevyskytuje na pravej strane ziadneho pravidla.
MnoZina prepisovacich pravidiel P teda musi byt v tvare P C {0 — e} UN x (N —{e})uT)".
Na prevod do tohto variantu ,,bezepsilonového“ normélneho tvaru stac¢i pouzit horeuvedeny algorit-
mus, pridat novy pociatoény neterminal ¢/, pravidlo o/ — o a ak o € E, tak aj pravidlo o/ — €.

5 Formalna definicia pojmu odvodenia

Odvodenie v bezkontextovej gramatike je pomerne intuitivny pojem, ktorého definicii sa v literatire
nevenuje velk4 pozornost. Zvycajne sa naraba iba s predstavou o ,odvodeni o = wy; = ... = wy,",
pri¢om sa toleruje, ze takyto zapis v skuto¢nosti reprezentuje vyrok a nie ,entitu odvodenia“. V litera-
ture sa miestami objavuji pokusy o zmiernenie tejto nepresnosti podanim forméalnej definicie pojmu
odvodenia, ktord mé zapisom ako ten vysSie priradit urcity vyznam. Tieto definicie si v8ak Casto
chybné a nesthlasia napriklad s teériou okolo stromov odvodenia, kde je ¢itatel znova prenechany
napospas intuicii.

Hovorit o ,odvodeni o = wy = ... = w," je tcelné z hladiska prehladnosti a intuitivnosti zapisu
a budeme tak robit aj my. Na spravne pochopenie konceptu stromov odvodenia je vSak nutné mat
adekvatnu predstavu o tom, ¢o sa takymto zapisom v skuto¢nosti mysli. Potrebujeme teda definiciu
pojmu odvodenia, ktord bude ,v pozadi* za kazdym zapisom typu ¢ = w; = ... = w, a ktora
zéroven bude v stlade s neskorsie zavedenymi pojmami.

Uvedomme si najprv, Ze odvodenie nemdézZeme definovat iba ako postupnost slov (wg, w1, ..., wy,)
takych, Ze wg = w1 = ... = wy, ba ani ako striedavi postupnost takychto slov a pravidiel pouZi-
vanych pri ich odvodzovani. V bezkontextovej gramatike G = (N,T,P,0) s N = {o,a}, T = {a}
a P={0— aa, a = aa | a} totiZ napriklad existuju dve fundamentdlne odlisné odvodenia vetnej
formy aaq, ktoré obidve moZeme zapisat ako

0 = a0 = aQaoL.



Pri oboch tychto odvodeniach najprv na pociatoény neterminal aplikujeme pravidlo ¢ — aa a na-
sledne pokracujeme pouzitim pravidla @ — aa. Rozdiel medzi nimi spociva v tom, na ktory z vysky-
tov neterminalu « aplikujeme pravidlo @ — . Ak teda vo vetnych forméach podéiarkneme vyskyty
neterminélov prepisovanych v nasledujicom kroku, moézeme tieto dve odvodenia zapisat nasledovne:

g = aa = aaaq,

o= aa = aaa.

Ako vhodny pristup k definicii pojmu odvodenia sa javi prave zahrnutie , pod¢iarknutych neter-
minélov® pouzitych vyssie. Zo zapisu uav = uxv je totiz zrejmy vyskyt prepisovaného neterminélu
a aj pouzité prepisovacie pravidlo je nim uréené jednoznacne.

Pre nasSe neskorsie ucely je postacujice pamétat si, Ze pod odvodenim rozumieme postupnost
vetngjch foriem s vyznacenymi vyskytmi prepisovanych netermindlov. Nasledujicu formélnu definiciu
uvadzame viac-menej len pre tplnost a s cielom presved¢it neddvercivého Citatela o moznosti pojem
odvodenia plne sformalizovat.

Definicia 4. Nech G = (N, T, P, o) je bezkontextova gramatika. Nech N = {a | o € N} je abeceda
,podciarknutych neterminalov; predpokladajme, Ze je tato abeceda disjunktna s abecedou N U T.
Nech h: (NUNUT)* — (N UT)* je homomorfizmus taky, ze pre vietky a € N je h(a) = h(a) = «
a pre vietky ¢ € T je h(c) = c¢. Odvodenie v gramatike G je kone¢na postupnost slov (wo, w1, ..., wy,)
taka, Ze:

(i) Prei=0,...,n—1 je w; = uja;v;, kde u;,v; € (NUT)" a a; € N; dalej w, € (NUT)".
(i1) Prei=0,...,n—1 je h(wi+1) = uir;v; pre nejaké x; € (N UT)* také, ze a; — x; € P.

Odvodenie slova w v gramatike G je odvodenie (wg, wy,...,wy,) také, ze h(wy) = o a w, = w.

6 Stromy odvodenia, jednoznac¢nost a viacznac¢nost

UvaZzujme opét bezkontextovii gramatiku G z predchadzajuceho oddielu. Slovo aa sa v nej da odvodit
dvoma spdsobmi:

o = aa = aq = aa,

o = aa = aa = aa.

Tieto odvodenia sa liSia iba poradim prepisania jednotlivych vyskytov neterminalu «; ,$truktara“
odvodenia je v oboch pripadoch rovnaka. Podobna situacia nastane vzdy, ked sa v odvodeni vyskytne
vetna forma s viac ako jednym neskdr prepisanym neterminélom — poradie ich prepisovania moZno
zvolit Tubovolne, ¢o znamena viacero forméalne roznych odvodeni.

Aj z tohto ddévodu je Casto namieste povazovat odvodenia s rovnakou ,Struktarou”, lisiace sa
iba poradim prepisovania neterminalov, za ekvivalentné. Formaliziciou tejto myslienky je koncept
stromu odvodenia, o je stromové Struktira jedinecéné pre kazdé odvodenie. Stromu odvodenia moze
naopak zodpovedat aj viacero odvodeni, ktoré sa vSak liSia iba poradim prepisovania neterminélov
a mozno ich tak povazovat za ekvivalentné.

Prv nez uvedieme jeho formalnu definiciu, ilustrujeme pojem stromu odvodenia na priklade.

Priklad 1. Uvazujme gramatiku G = (N,T,P,0) s N ={o}, T ={a,b} a P={0c 00| a|b]| ¢}
a odvodenia

0= 00 = 000 = ao0 = abo = aba

0= 00 = 000 = 0000 = a000 = aco = abo = aba.

Prislugné stromy odvodenia st na obrazku 1.
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(a) Strom prvého odvodenia. (b) Strom druhého odvodenia.

Obr. 1: Stromy odvodeni v gramatike G.

Stromy odvodenia zodpovedajice danym dvom odvodeniam slova aba st rozne, ¢o znamena, Ze
tieto dve odvodenia nepovazujeme za ekvivalentné. Naopak, napriklad odvodenie

o= 00 = oga = coa = oba = aba

ma rovnaky strom odvodenia ako prvé odvodenie. Tieto dve odvodenia teda v uréitom zmysle mozno
povazovat za ekvivalentné.

Formalna definicia stromu odvodenia zvy¢ajne pozostava z dvoch Casti. V prvej sa definuju vsetky
korektné stromy odvodeni v danej gramatike. V druhej Casti sa potom definuje, kedy strom odvo-
denia prislicha k nejakému odvodeniu. V nasledujicom pod stromom rozumieme zakoreneny strom
s ohodnotenymi uzlami a s pevnym usporiadanim potomkov.

Definicia 5. Nech G = (N, T, P, o) je bezkontextova gramatika. Strom odvodenia v gramatike G je
strom, pre ktory st splnené nasledujtice podmienky.

(1) Kazdy vnutorny uzol je ohodnoteny nejakym neterminalom € N.

(1) Kazdy list je ohodnoteny bud nejakym symbolom d € N UT, alebo prazdnym slovom e. Listy
ohodnotené prazdnym slovom nemaja strodencov.

(747) Ak st ohodnotenia vSetkych synov uzla ohodnoteného neterminalom £ € N postupne dané ako
di,...,d, € NUT U{e} (v tomto poradi), tak P obsahuje pravidlo £ — d; ... dp.

Zretazenie ohodnoteni vSetkych listov (v poradi zl'ava doprava) ur¢uje vetnt formu vygenerovant
danym odvodenim z neterminélu, ktorym je ohodnoteny koren.

Definicia 6. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika a £ =" w je odvodenie v G,3 kde
neN, e Nawe (NUT)*. Strom odvodenia & =" w je strom odvodenia v gramatike G' definovany
induktivne vzhladom na n:

1. Pre n = 0 nutne w = &; strom odvodenia & =0 £ je potom strom pozostavajuci z jediného uzla
ohodnoteného &.

2. Strom odvodenia £ =" uav = uxrv = w vznikne zo stromu odvodenia £ =" uav pridanim
synov jeho (Ju] + 1)-ému ,neepsilonovému* listu tak, aby zretazenie ich ohodnoteni bolo x.

Stromom odvodenia slova w € L(G) v gramatike G dalej nazveme strom Iubovolného z odvodeni
o =* w slova w v tejto gramatike.

Indukciou by sme Tahko dokazali, Ze zretazenim ohodnoteni listov stromu odvodenia & =™ w
vzdy dostaneme slovo w.

3Pod nepresnym zépisom £ =" w sa tu ukryva odvodenie v zmysle definicie 4.
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Lavé krajné odvodenie je také odvodenie (wg,ws,...,wy,), kde vo vSetkych vetnych forméch
wo, ..., Wp—1 je pod¢iarknuty prvy vyskyt neterminélu (zlava) a pravé krajné odvodenie je také
odvodenie, kde st podéiarknuté posledné vyskyty neterminalov. Inymi slovami: v Tavom krajnom
odvodeni sa v kazdom kroku odvodenia prepisuje prvy neterminal zlava a v pravom krajnom od-
vodeni sa v kazdom kroku prepisuje prvy neterminél sprava. Krok l'avého krajného odvodenia sa
niekedy zvykne oznacovat ako =, a krok pravého krajného odvodenia ako =;.,.

Lahko vidiet, Ze existuje vzajomne jednozna¢na koreSpondencia medzi stromami odvodenia a l'a-
vymi (resp. pravymi) krajnymi odvodeniami.

Definicia 7. Nech G = (N, T, P,0) je bezkontextova gramatika. Gramatika G sa nazyva jedno-
znacnd, ak pre kazdé slovo w € L(G) existuje prave jedno lavé krajné odvodenie v gramatike G.
Gramatika, ktora nie je jednozna¢na, sa nazyva viacznacnd.

Definicia 8. Nech L € Z¢F je bezkontextovy jazyk. Jazyk L sa nazyva jednoznacny, ak existuje jed-
noznané bezkontextova gramatika G taka, ze L(G) = L. Jazyk, ktory nie je jednozna¢ny, sa nazyva
vniutorne viacznacny.

Citatel si uz istotne uvedomil, ze jednoznad¢nost gramatiky je ekvivalentna existencii préve jedného
pravého kragného odvodenia pre kazdé slovo w € L(G), ¢o je dalej ekvivalentné tomu, Ze pre kazdé
slovo w € L(G) existuje prave jeden strom jeho odvodenia v gramatike G.

7 Uzaverové vlastnosti triedy bezkontextovych jazykov

Hovorime, Ze trieda jazykov .Z je uzavretd na nejaka k-arnu operéciu, ak tato operacia pre kazdua
k-ticu jazykov z triedy £ vzdy opét vrati jazyk z triedy Z.

Uzaverovymi vlastnostami tried jazykov sa na tomto predmete budeme hlbsie zaoberat neskor.
Na prednéske vSak uz bolo pomocou bezkontextovych gramatik dokézanych niekolko uzéverovych
vlastnosti triedy Zop vSetkych bezkontextovych jazykov. Tri z nich si teraz pripomenieme — za-
kazdym sa pritom obmedzime iba na opis prislusnej konstrukcie bezkontextovej gramatiky; dokazy
spravnosti tychto konstrukcii odzneli na prednaske.

Veta 4. Trieda Lor je uzavretd na zjednotenie: pre vsetky L1, Lo € Lor je aj L1 U Ls € ZLoF.

Nech Gy = (N1,T1, P1,01) a Go = (Na, T, Py, 09) st lubovolné bezkontextové gramatiky take,
7e Ny NNy =0, L(G1) = L1 a L(G2) = Lo. Jazyk Li U Ly je potom generovany bezkontextovou
gramatikou G = (N, T, P,0), kde 0 ¢ N1 UT; U Na U T, je novy neterminal, N = Ny U No U {c},
T:TlUTQaP:P1UP2U{U—>O'1 | 0'2}.

Veta 5. Trieda Lor je uzavretd na zretazenie: pre vetky L1, Lo € Lor je aj L1 - Lo € ZLoF.

Nech Gy = (N1,T1, P1,01) a Go = (Na,Ts, Py, 09) st lubovolné bezkontextové gramatiky take,
7e Ny NNy =0, L(G1) = L1 a L(G2) = Ly. Jazyk Ly - Lo je potom generovany bezkontextovou
gramatikou G = (N, T, P,0), kde 0 ¢ N1 UT; U Na U T, je novy neterminal, N = Ny U No U {c},
T:T1UT2aP:P1UP2U{U—>O'102}.

Veta 6. Trieda Lor je uzavretd na iterdciu: pre vSetky L € ZLor je aj L™ € Lorp.

Nech G = (N,T,P,0) je Iubovolna bezkontextova gramatika taka, ze L(G) = L. Jazyk L*
je potom generovany bezkontextovou gramatikou G’ = (N',T, P’ ¢’), kde ¢/ ¢ N UT je novy
neterminal, N' = NU{o'} a P = PU{o’ — o0’ | €}.
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