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1 Deterministické a nedeterministické kone¢né automaty

Zagnime struénym zopakovanim zékladnych definicii siivisiacich s koneénymi automatmi v podobe,
v akej odzneli na prednaske. Rovno pritom upozornime na fakt, Zze ide len o jeden z mnozstva pristupov
k definicii kone¢nych automatov a nimi rozoznavanych jazykov; pri tadiu literatiry je teda potrebné
pocitat s uréitymi rozdielmi v tychto definicidch, ktoré su v8ak — ako pochopime neskor — spravidla
relativne nepodstatné.

Definicia 1. Deterministicky konecny automat je patica A = (K,X,d,qo, F'), kde K je konetna
mnozina stavov, X je vstupna abeceda, 6: K x ¥ — K je prechodova funkcia, qp € K je pociatoény
stav a F' C K je mnoZina koncovych (alebo akceptacnych) stavov.

Vsimnime si, ze dosledkom existencie po¢iatoéného stavu qg je neprazdnost mnoziny stavov K.

Definicia 2. Konfigurdcia deterministického koneéného automatu A = (K, X, 0, qo, F') je dvojica
(¢, w), kde g € K je stav a w € ¥* je slovo (reprezentujice nedo¢itant ¢ast vstupu).

Definicia 3. Krok vgpoctu deterministického koneéného automatu A = (K, X, 4, qo, F') je binarna
relacia 4 na mnozine konfiguracii automatu A taka, Ze pre p,q € K a u,v € ¥* je (p,u) F4 (q,v)
prave vtedy, ked existuje ¢ € ¥ také, ze u = cv a §(p,c) = q.

V pripade, Ze je uvazovany automat A zrejmy z Kontextu, piSeme namiesto 4 Casto iba F.
Ide pritom o relaciu; pre kazdé k € N su teda v relacii F* tie dvojice konfiguracii, medzi ktorymi
mozno ,prejst na k krokov vypoctu. V relacii F*, reflexivno-tranzitivnom uzévere relacie -, su tie
dvojice konfigurécii, medzi ktorymi mozno ,,prejst* na nejaky pocet krokov a v tranzitivnom uzévere,
relacii -, st tie dvojice konfiguracii, medzi ktorymi mozno ,,prejst* na nejaky nenulovy pocet krokov.
Relacia F je identita.

Definicia 4. Nech A = (K,X,4,qo, F') je deterministicky koneény automat. Jazyk akceptovany
(alebo rozoznavany) automatom A je dany ako L(A) = {w € ¥* | 3¢ € F : (qo,w) F* (¢,¢)}.

Poznamka 1. V literatiire sa deterministické konecné automaty niekedy definuja aj s ¢iasto¢nou
prechodovou funkciou, ¢o znamend, Ze hodnota d(g,c) nemusi byt definovana pre vsetky stavy ¢
a symboly c¢.! Na tomto predmete vSak pracujeme s definiciou s tuplnou prechodovou funkciou —
pri zadavani deterministického kone¢ného automatu je teda potrebné Specifikovat vystupy jeho pre-
chodovej funkcie pre vetky stavy a vSetky pismena.

Nedeterministicky koneény automat sa oproti deterministickému 1isi hlavne tym, ze v iom z jed-
ného stavu moze viest aj viacero prechodov na ten isty symbol (pripadne nemusi existovat ziaden
takyto prechod). To bolo na prednéske sformalizované pomocou prechodovej funkcie, ktoréa pre kazdy
stav ¢ a symbol ¢ vrati mnoZinu stavov (g, c). Vypocet automatu tak moze zo stavu ¢ na pismeno ¢
pokracovat do vSetkych stavov z mnoziny (g, ¢), v désledku ¢oho méze na vstupnom slove w existovat
viacero roznych vypoctov. Automat pritom slovo w akceptuje prave vtedy, ked existuje aspori jeden
jeho vypocet na slove w, ktory sa skon¢i v akceptacnom stave. Pri definicii z prednasky maji navyse
nedeterministické konecné automaty moznost vykonavat aj prechody na prdzdne slovo, pri ktorych
ni¢ neprecitaja zo vstupu.

!Ekvivalencia oboch definicif je priamym désledkom ekvivalencie deterministickych a nedeterministickych koneénych
automatov, ktorej sa budeme venovat nizsie.



Definicia 5. Nedeterministicky koneény automat je patica A = (K, %, 0, qo, F'), kde K je konetnéa
mnoZina stavov, ¥ je vstupna abeceda, §: K x (X U {e}) — 2K je prechodova funkcia, ¢o € K je
pociatoény stav a F' C K je mnozina koncovych (alebo akcepta¢nych) stavov.

Definicia 6. Konfigurdcia nedeterministického kone¢ného automatu A = (K, %, 9, qo, F') je dvojica
(¢, w), kde g € K je stav a w € ¥* je slovo (reprezentujice nedo¢itant ¢ast vstupu).

Definicia 7. Krok vypoctu nedeterministického kone¢ného automatu A = (K, %, 6, qo, F') je binarna
relacia -4 na mnozine konfiguracii automatu A taka, Ze pre p,q € K a u,v € ¥* je (p,u) F4 (q,v)
prave vtedy, ked existuje z € X U {e} také, ze u = zv a ¢ € d(p, 2).

Podobne ako pri deterministickych kone¢nych automatoch piSeme v pripadoch, ked je uvazovany
automat A zrejmy z kontextu, namiesto 4 ¢asto iba I-.

Definicia 8. Nech A = (K, X, 4, qo, F') je nedeterministicky kone¢ny automat. Jazyk akceptovany
(alebo rozoznéavany) automatom A je dany ako L(A) = {w € ¥* | 3g € F : (qo,w) F* (q,¢)}.

Castjzm sposobom ako zadat konecny automat je tzv. prechodovy diagram, v ktorom su stavy
znézornené , koleckami*, prechodova funkcia Sipkami medzi stavmi, pociato¢ny stav kratkou sipkou
do zodpovedajuceho ,kolecka® a akceptaéné stavy ,zdvojenymi koleckami®.

Priklad 1. UvazZujme nedeterministicky koneény automat A = (K,X%,0,q0, F) s K = {qo,q1, ¢},
¥ ={a,b,c}, F = {g2} a prechodovou funkciou danou nasledovne:

5(q0,a) = {QO}’ 5(qo’b) = {QOle}v 5(QO,C) = (Z)’ (5((]0,5) = ®7
6(q1,a) =0, 6(q1,b) =0, 6(q1,¢) ={ao},  d(q1,¢) ={q},
5(q2,a) =0, 3(q2,b) = {qa2}, (g2, c) =10 (g2, ) = 0.

Lahko vidiet — a pri troche usilia aj dokdzat — Ze tento automat rozoznava jazyk L(A) = {a,b, bc}*b™.

Prechodovy diagram automatu A je na obrazku la. Nasobné prechody medzi rovnakymi stavmi
niekedy pre prehladnost kreslime ako jedinu $ipku s viacerymi ohodnoteniami, tak ako v pripade
slucky v diagrame na obrazku 1b.

a,b b

b

(a) Diagram automatu .A. (b) Ekvivalentny diagram toho istého automatu.

Obr. 1: Prechodovy diagram nedeterministického koneéného automatu A.

Nasledujice jednoduché tvrdenie, ktorého dékaz prenechéavame ako jednu z tloh na nasledujiice
cvicenie, budeme Casto pouZzivat bez toho, aby sme to explicitne uvadzali (plati pre deterministické
aj pre nedeterministické koneéné automaty):

Tvrdenie 1. Nech A = (K, X,0,qo, F') je konecny automat. Potom:
a) Pre vSetky p,q € K a u,v € ¥* je (p,uv) F* (q,v) prdve vtedy, ked (p,u) H* (q,¢),

b) Pre vSetky p,q,r € K au,v € ¥* také, Ze (p,u) F* (¢,¢) a (g,v) F* (r,e) je aj (p,uv) F* (r,e).



2 Dokazovanie spravnosti konstrukcie automatu

Dokazovanie tvrdenia L(A) = L pre koneény automat A a jazyk L je v mnohom podobné dokazovaniu
takychto tvrdeni pre bezkontextové gramatiky. Hlavnym spoloénym znakom je matematicka indukcia,
ktorou sa obyc¢ajne dokaZe o nieco silnejsie tvrdenie, neZ to pévodne zamyslané. Pre koneéné automaty
st takymto vhodnym silnejsSim tvrdenim vacsinou invarianty pre jednotlivé stavy: pre kazdy stav g
sa charakterizuji slova w doc¢itané? automatom v stave ¢ — ¢ize slova w, pre ktoré je (qo,w) F* (g, €).
Tvrdenie L(A) = L potom oby¢ajne vyplyva z invariantov pre akceptacné stavy.

2.1 RieSené dlohy

Uloha 1. Zostrojte deterministicky koneény automat akceptujici jazyk
L={we{a,b}" | #4(w) =1 (mod 3) A #4(w) =3 (mod 7)}

a dokazte spravnost svojej konstrukcie.

RieSenie. Dokazeme, Ze jazyk L je akceptovany automatom A = (K, X%, 4, qo, F'), kde K = Z3 x Z7,
¥ ={a,b}, g0 =[0,0], F ={[1,3]} a

5([s,t],a) = [s+ 1,t], Vs € ZsVteZr,
5([s,t],b) = [s,t + 1], Vse&ZsVteZr,

kde operéacie séitania st — kedZe ich aplikujeme na prvky grupy Zs resp. Z7 — vidy modulo 3 resp. 7.
Rovnost L(A) = L vyplynie z nasledujtceho tvrdenia o invariantoch pre jednotlivé stavy:

V[s,t] € K Yw € ¥*: ([0,0],w) =" ([s,t],e) <= F#a(w) =5 (mod 3) A #p(w) =t (mod 7).
Dokazme teraz jednotlivé implikacie, vzdy naraz pre vSetky stavy [s,t] a slova w.

=: Indukciou vzhladom na n € N dokaZeme, Ze pre vSetky stavy [s,t] € K a vSetky w € ¥*
spliajtce ([0,0],w) " ([s,t],) musi byt #,(w) = s (mod 3) a zaroven #,(w) =t (mod 7).

1. Nech n = 0. Potom [s,t] = [0,0] a w = . Tvrdenie teda plati.

2. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n = k a uvazujme n = k + 1.
Nech [s,t] € K a w € ¥* st také, Ze ([0,0],w) F**1 ([s,t],¢). Potom w = uc pre nejakeé
u € ¥* a c € X také, Ze pre nejaky stav [¢/,t'] € K je

([0, 0], uc) -k ([¢',t],¢) F ([s,1],€)

(posledny krok vypoc¢tu musi byt na pismeno, pretoze automat A je deterministicky).
a) Ak ¢ = a, nutne §([s',t'],a) = [s,t]. Z definicie prechodovej funkcie & vyplyva, Ze
s’ =s—1at' =t avdaka indukénému predpokladu dostavame #,(u) = s—1 (mod 3)
a #p(u) = t (mod 7). Preto naozaj #4(w) = #4(ua) = #4(u) +1 = s (mod 3)
a #p(w) = #p(ua) = #4(u) =t (mod 7).

b) Ak ¢ = b, mozno argumentovat analogicky.

«: Kedze je automat A deterministicky, je mozné dokazat opa¢ni implikiciu aj bez d'alsej indukcie.
Staci si v8imnut, Ze dokazované invarianty pre jednotlivé stavy su ,disjunktné* — nemédze sa
teda stat, Ze by niektoré slovo stucasne vyhovovalo invariantom pre dva rézne stavy — a kazdé
slovo nad abecedou ¥ stcasne vyhovuje invariantu pre niektory zo stavov.

Z uplnosti prechodovej funkcie deterministického kone¢ného automatu A vyplyva, Zze pre kazdé
slovo w € ¥* existuje stav ¢ € K taky, ze (]0,0],w) F* (g,¢). Nech slovo w vyhovuje invariantu
pre nejaky stav [s,t] € K, t. j. #4(w) = s (mod 3) a #,(w) = ¢t (mod 7). Potom nutne
q = [s,t], pretoze v opacnom pripade by podla predchédzajicej implikacie muselo slovo w
vyhovovat invariantu pre stav ¢ # [s, t], ¢o sa vylu€uje s platnostou invariantu pre stav [s, t].

2Podobne by bolo mozné pre kazdy stav ¢ charakterizovat aj tie slova, pre ktoré existuje vypocet zacinajuci v stave g
a konciaci v akceptacnom stave. Takyto pristup je v8ak vé¢Sinou o nie¢o menej intuitivny.



Rovnost L(A) = L je uz bezprostrednym dosledkom dokézaného:

C: Nech w € L(A). Kedze [1,3] je jediny akceptaény stav, musi platit ([0,0],w) F* ([1,3],¢).
Z invariantu pre [1, 3] ale vyplyva #,(w) =1 (mod 3) a #p(w) =3 (mod 7), a teda w € L.

DO: Nech w € L. Potom #,(w) =1 (mod 3) a #,(w) = 3 (mod 7) a z dokdzanych invariantov
vyplyva, ze (]0,0],w) F* ([1,3],¢). Preto w € L(A). O

Uloha 2. Nech X = {a,b}. Zostrojte nedeterministicky konetny automat akceptujici jazyk
L =Y"aaX"
a dokazte spravnost svojej konstrukcie.

Riesenie. Ukazeme, Ze jazyk L je akceptovany automatom A = (K, ¥, 4, qo, F'), kde K = {qo,q1, 2},
F={g}a

d(q0,a) = {qo0, q1 }, 5(q1,a) = {q2}, 6(q2,a) = {q2},
5(Q07 b) = {QO}a 6(q1a b) = (Z)v 5((]27 b) = {Q2}7
(5((]075) = (bv (5(Q1,5) = (bv 5((]276) =
Prechodovy diagram automatu A je na obrazku 2.
a, b a, b

Obr. 2: Prechodovy diagram nedeterministického kone¢ného automatu A.

Pre stavy automatu A dokadZeme nasledujice invarianty:

Iy: Yw € ¥* : (qo,w) F* (o, 6) <= w € X",
L:Yw e X : (qo,w) F* (q1,6) <= w € ¥"a,
Iy:Vw € ¥* : (qo,w) F* (q2,6) <= w € Y aaX™.

=: Matematickou indukciou vzhladom na n dokaZeme, Ze pre vietky n € N:

I Vw € 3* 1 (qo, w) F" (qo,€) = w € X7,
I :Vw € 3 : (qo,w) F" (q1,¢) = w € X¥a,
IL:Vw € 3 1 (qo,w) F" (q2,€) = w € XFaaX".

1. Pre n = 0 moze byt I'ava strana pravdiva iba pri implikacii 1. V takom pripade tiez nutne
w = g, ¢o je slovo zo ¥*.
2. Predpokladajme platnost implikacii 1) az I pre n = k a uvazujme n = k + 1.
I Pre kazdé w € £* splhajice (o, w) F*! (go,€) je trivialne w € X*.
I}: Nech w € X* je slovo také, ze (qo,w) F*! (g1,¢). Potom (qo,uz) F¥ (¢,2) F (q1,¢)
pre nejaké ¢ € K, u € ¥* a z € ¥ U {e} také, ze w = uz.
V takom pripade g1 € d(q, z) a z definicie prechodovej funkcie § lahko vidiet, ze z = a.
Preto naozaj w = ua € ¥*a.
I4: Nech w € X* je slovo také, 7e (qo,w) F¥! (ga,€). Potom (qo,uz) F¥ (¢,2) F (g2,¢)
pre nejaké ¢ € K, u € ¥* a z € ¥ U {e} také, ze w = uz.
Preto g2 € 0(q,2), a teda bud ¢ = q1 a z = a, alebo ¢ = ¢2 a z € {a,b}. V prvom
pripade z indukéného predpokladu dostavame v € ¥*a, z ¢oho w = ua € ¥*aaX”.
V druhom je z indukéného predpokladu u € ¥*aaX*, a teda aj w = uz € X*aaX*.



<: Nech w € ¥*. Dokdzme najprv implikaciu
I{:we X = (g0, w) F* (qo,€)-
Indukciou vzhl'adom na dlzku slova w.

1. Ak |w| =0, je w =¢ a (go,¢) F* (qo, ).

2. Predpokladajme platnost implikicie pre slova dizky k a uvazujme w € £* s |w| = k + 1.
Nech w = ue, kde u € ¥¥ a ¢ € . Na slovo u sa vztahuje indukény predpoklad, a teda
(qo, u) F* (qo, €). Kedze ale qo € 0(qo,a) a qo € 0(qo,b), nutne (qo,c) - (go,€). V dosledku
toho skuto¢ne (qo, w) = (qo, uc) * (o, ¢) F (qo, €).

Dokéazeme teraz druhti implikaciu
Il we X% = (qo,w) F* (q1,8).
Kazdé slovo w € ¥*a modzeme napisat ako w = wa, kde v € ¥*. Podla implikicie Ij teda

(o, u) F* (qo,€). Kedze ale ¢1 € 6(qo,a), dostavame (qo, w) = (qo, ua) =* (qo,a) F (q1,¢).

Zostava dokéazat posledni implikaciu
I} w e YXaaX* = (qo,w) F* (g2, ).

Slovo w € ¥*aaX* napidme ako w = uaav pre nejaké slova u,v € X*. Implikaciu I} dokazeme
indukciou vzhladom na dlzku slova v.

1. Pre |v] = 0 je v = € a w = waa. Podla implikacie I} je (qo,ua) F* (q1,¢). Kedze ale
g2 € 0(q1,a), dostavame (qo, w) = (qo, uaa) =* (q1,a) - (g2, €).
2. Predpokladajme platnost tvrdenia pre |v| = k a uvazujme v € ¥* také, ze |v| = k + 1.
Potom w = uaaze, kde z € ¥¥ a ¢ € ¥. Z indukéného predpokladu (qo, uaaz) F* (g2, ¢).
Ked7ze ale g2 € 0(g2,a) a g2 € 6(qe,b), dostavame (qo, w) = (qo, uaaxc) H* (g2, ¢) F (g2, ).
KedZe je ¢o jedinym akceptaénym stavom, w € ¥* patri do L(A) prave vtedy, ked (qo, w) F* (g2, ¢).
To ale vdaka invariantu I nastane prave vtedy, ked w € ¥*aa¥* = L. Skuto¢ne teda L(A) = L. O

3 ,,Odepsilonovanie* nedeterministickych kone¢nych automatov

Na prednaske bolo dokadzané, Ze prechody na prazdne slovo nie st pre nedeterministické konecné
automaty nevyhnutné — kazdy nedeterministicky kone¢ny automat mozno prerobit na ekvivalentny,
ktory Ziadne takéto prechody nema.

Veta 1. Nech A = (K, X%,9,qo, F') je nedeterministicky konecny automat. Potom existuje nedeter-
mianisticky konecny automat A" = (K', X', ¢, q, F') taky, e L(A") = L(A) a pre vsetky q € K' je
8 (q,e) =0.

Konstrukcii zbavujtacich nedeterministicky koneény automat prechodov na prazdne slovo existuje
viacero. V nasledujticom si pripomenieme algoritmus, ktorého spravnost bola dokdzana na prednaske.
Jeho vstupom je nedeterministicky konecny automat A = (K, X, 4, qo, F).

1. Pre v8etky ¢ € K najdi (napriklad prehladdvanim do hfbky) »epsilonovy chvost stavu ¢, ¢o je
mnozina [q]. stavov dosiahnutelnych z ¢ na prazdne slovo: [¢]lc = {p € K | (¢,¢) F* (p,e)}.

2. Odstran vsetky prechody na e.

3. Pre kazdy stav ¢ € K okrem qp a kazdé ¢ € ¥ pridaj prechody zo stavu ¢ na pismeno c
do vsetkych stavov p € K takych, Ze pre nejaké ¢ € K je ¢ € §(q,¢) ap € [¢]..

4. Pre kazdé ¢ € ¥ pridaj prechody zo stavu gy na pismeno ¢ do vSetkych stavov p € K takych,
Ze pre nejaké q,q' € K je q € [qo]e, ¢’ € 6(q,¢) ap € [¢]e.

5. Ak [go]s obsahuje aspon jeden akceptacny stav, pridaj go do mnoziny akceptacnych stavov.



Poznamka 2. V krokoch 3 a 4 uvedeného algoritmu oznacCuje § prechodovir funkciu pévodného
automatu A. Napriklad v kroku 4 teda netreba uvazovat prechody pridané v kroku 3.

3.1 RieSena uloha

Uloha 3. Uvazujme nedeterministicky koneény automat A = (K,%,6,qo, F) s K = {qo,q1,q2,q3},
Y ={a,b}, F = {q1,q3} a prechodovou funkciou ¢ danou prechodovym diagramom na obrazku 3.
Standardnou konstrukciou zbavte automat A prechodov na e.

Obr. 3: Prechodovy diagram nedeterministického koneéného automatu A.
Riegenie. Pre kazdy stav ¢ € K najprv najdeme jeho ,epsilonovy chvost® [g].:

[90]e = {90, 01}, [q1]le = {a1},
[QQ]a = {QQ,QO7Q1}, [Q3]a = {Q3}-

V kroku 2 odstranime prechody na e veduce z qp do q1 a z g2 do qo. Pokra¢ujme krokom 3. KedZze
q2 € 0(q1,a) a qo, q1 € [g2)e, vo vyslednom automate budu prechody zo stavu ¢; na pismeno a veduice
do stavov qp a ¢1. V kroku 3 nepribudnt ziadne dalsie prechody. Kedze q1 € [qo]e, ¢2 € 0(q1,a)
a qo,q1, 92 € [q2]e, v kroku 4 pribudnu prechody zo stavu gg na pismeno a do stavov qp, 1 a go.

Obr. 4: Prechodovy diagram nedeterministického koneéného automatu A’.

V poslednom kroku sa stane akceptaénym aj stav qo, pretoze g1 € [go]e N F. Vysledny automat
A= (K'Y, 0, g}, F') je potom znazorneny diagramom na obrazku 4. O

Poznamka 3. Algoritmus z prednasky je v zasade zalozeny na nahradzovani postupnosti precho-
dov typu ,jeden prechod na pismeno a niekolko prechodov na &“ jednym prechodom na pismeno.
Existuje aj dudlny algoritmus, v ktorom sa jednym prechodom na pismeno nahradzuja postupnosti
typu ,niekolko prechodov na ¢ a jeden prechod na pismeno“. Takyto pristup umoziuje spracovat
pocdiatoény stav gg konzistentne s ostatnymi stavmi — nie je teda nutné analégia kroku 4. Krok 5 by
ale naopak bolo nutné vykonat pre vSetky stavy (a nielen pre pociato¢ny stav qo).

Obidva tieto varianty ,,odepsilonovacieho“ algoritmu mozno upravit aj pre nedeterministické ko-
necné automaty s viac ako jednym pociatoénym stavom, kde ich moZno interpretovat azda najpriro-
dzenejsim a najelegantnejSim spdsobom.
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