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1 Zasobnikové automaty a ich akceptacné médy

Pod zdsobnikovim automatom — bez dalgieho privlastku — sa oby¢ajne rozumie nedeterministicky
zésobnikovy automat. Deterministicky variant zasobnikovych automatov sa zvykne preberat v ramci
pokracovania tohto predmetu v letnom semestri.

Definicia 1. Zdsobnikovy automat je sedmica A = (K, 3, T, 0, qo, Zo, F'), kde K je kone¢na mnozina
stavov, X je vstupné abeceda, I' je abeceda zasobnikovych symbolov, 6: K x (XU {e}) xT' — 21§)IX1F

je prechodova funkcia, gy € K je po€iato¢ny stav, Zy € I' je pociatoény zasobnikovy symbol a F' C K
je mnozina koncovych (alebo akceptacnych) stavov.

Ako 2£§§F ) oznac¢ujeme mnozinu vetkych konecnijch podmnozin mnoziny K x I'*. Obmedzenie
sa na kone¢né podmnoziny je nutné v zaujme zachovania konecnosti opisu zasobnikovych automatov.
Citatel sa tiez lahko presvedéf o tom, Ze tolerovanie nekone¢nych podmnozin by malo za nasledok
nedamerny narast vypoctovej sily zasobnikovych automatov, ktoré by takto boli schopné jednoduchym
sposobom akceptovat Tubovolny jazyk.

Definicia 2. Nech A = (K, X, T, 4, qo, Zo, F') je zasobnikovy automat. Konfigurdcia zasobnikového
automatu A je trojica (¢, w,7), kde ¢ € K je stav, w € X* je slovo nad abecedou vstupnych symbolov
(reprezentujice nedo&itant ¢ast vstupného slova) a 7 € I'* je slovo nad abecedou zasobnikovych
symbolov (reprezentujice obsah zasobnika s dnom nalavo a vrchom napravo).

Poznamka 1. V literatare sa obsah zésobnika obcas zapisuje aj naopak — t. j. s dnom napravo
a vrchom nalavo.

Definicia 3. Nech A = (K,X,T,4,qo, Zo, F') je zasobnikovy automat. Krok vypoctu automatu A
je binarna relacia 4 na mnozine konfiguracii automatu A taka, Ze pre vSetky p,q € K, u,v € X*
a 1,72 € I'* je (p,u,71) Fa (¢,v,72) prave vtedy, ked existuju z € U {e}, 7,5 € ' a Z € T také,
zeu =20, 1 =7Z,v2=78al(qpf)€ipz2).

V pripade, Ze je uvazovany automat A zrejmy z kontextu, casto pre krok jeho vypoctu piSeme
namiesto F4 len F.

Definicia 4. Jazyk akceptovany zasobnikovym automatom A = (K, %, T, 4, qo, Zo, F') stavom je dany
ako
L(A)={weX"[qge FIyel": (q,w,Z0) =" (¢,;¢,7)}

Definicia 5. Jazyk akceptovany zasobnikovym automatom A = (K, X, T, 4, qo, Zo, F') prdzdnym zd-
sobnikom je dany ako

NA)={we X" |3Jqge K : (q,w,Zy) F* (q,e,¢)}.

Vsimnime si, Ze definicia jazyka N(A) nezavisi od mnoziny koncovych stavov F'. Pri automatoch
konstruovanych na akceptéaciu prazdnym zasobnikom tak casto kladieme F = ().



1.1 RieSena uloha

Uloha 1. Skonstruujte zasobnikovy automat akceptujtci prazdnym zasobnikom jazyk
L={we {a,b}" | w=w}.
Spravnost svojej konstrukcie zdévodnite.

Riesenie. Zostrojime automat, ktory si ,prvi polovicu“ slova ulozi pocas jej ¢itania na zasobnik
a tuto informéciu pouzije pri ¢itani ,,druhej polovice* slova na overenie, ¢i skuto¢ne ide o reverz
»,prvej polovice“. Stred slova nebude automat detegovat, ale pri ¢itani ,,prvej polovice* slova sa bude
moct v kazdom kroku nedeterministicky rozhodnit zacat Gitat jeho ,druht polovicu®. Spravnost
tohto rozhodnutia sa overi na konci vypoétu: v pripade, Ze je docitané celé slovo a v druhej ¢asti
vypoctu sa naozaj precital reverz slova prec¢itaného v jeho prvej Casti, muselo rozhodnutie o zacati
Citania ,,druhej polovice* slova naozaj nastat v spravnom momente. Drobnym detailom, ktory sme
tu zamlcali, je oSetrenie pripadného symbolu uprostred palindromu nepérnej dizky.

Formdlna konstrukcia: A = (K,%,T,0,q0, Zo, F), kde K = {qo0,q1}, & = {a,b}, ' = {Zp,a,b},
F = () a prechodova funkcia 6 je dand nasledovne (pre vetky zvy$né trojice vstupov je jej vystupom
prazdna mnozina):

5(6_[0,(1,2 = { quZCL)? (Q17Z)} VZ € Fa
5(‘]071)’2 :{ q07Zb)a(q1vz)} \V/ZGF,
3(qo,6,2) ={(q1,2)} VZ €T,
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Indukciou — ide tu v podstate o rovnaka metédu invariantov ako pre koneéné automaty — by sme
Tahko dokazali, Ze pre slovd v € ¥* a v € T je (qo,u, Zo) =* (qo, €, Zoy) prave vtedy, ked u = 7.
Podobne by sme lahko dokézali, ze pre slova v € ¥* a v € IT'* je (qo,v, Z0) F* (q1,¢€, Zo7y) prave
vtedy, ked existuji slova x,y € ¥* a z € {a,b,e} také, ze v = zyzy™ a v = x. Nakoniec by sme
mohli ustdit, ze pre slovo w € X* je (qo,w, Zo) F* (q1,¢,¢€) prave vtedy, ked w = yzy pre nejakeé
yeX*azc{abec}, t. j ak w=w? Dosledkom tejto skutoénosti spolo¢ne s nedosiahnutelnostou
konfiguracie (qo, ¢, ¢) je, ze N(A) = L. O
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2 Ekvivalencia médov akceptacie zasobnikovych automatov

Na prednaske bolo dokizané, Ze akceptécia stavom a akceptéacia prazdnym zasobnikom st pre zasob-
nikové automaty z hladiska opisnej sily ekvivalentné. Ku kazdému zésobnikovému automatu A teda
mozno skonstruovat zasobnikovy automat A’ taky, ze N(A") = L(A), ako aj zasobnikovy automat A”
taky, ze L(A”) = N(A).

Tvrdenie 1. Ku kaZdému zdsobnikovému automatu A = (K,%,T,0,qo, Zo, F') existuje zdsobnikovy
automat A’ taky, Ze N(A') = L(A).

Pripomenme si konstrukciu takéhoto automatu A’, ktora je zaloZena na simulacii automatu A
s novym symbolom Z, pridanym na dno zasobnika tak, aby sa tento zo zasobnika pocas samotnej
simulécie automatu A nikdy nevybral. Automat A’ vdaka tomu nebude prazdnym zasobnikom akcep-
tovat ziadne slova, ktoré by automat A stavom neakceptoval. Ak sa simulovany automat A pri takejto
simulécii dostane do akcepta¢ného stavu, musi mat automat A’ moznost pripadné doéitané slovo ak-
ceptovat. To sa dosiahne prechodom do nového stavu g, v ktorom bude moct automat A’ vyprazdnit
svoj zasobnik — vratane symbolu Z| na jeho dne — bez toho, aby zo vstupu precital ¢okol'vek dalsie.
Na zaciatku kazdého vypocétu automatu A’ sa spusti simulacia automatu A tak, Ze sa z nového po-
¢iato¢ného stavu g prejde do pociatoéného stavu gp pévodného automatu A, pricom na zasobnik sa
nad novy pociato¢ny zasobnikovy symbol Z) prida povodny pociatoény zasobnikovy symbol Zj.



Formdlna konstrukcia automatu A" = (K', X", 17,4, ¢(, Z{,, F') moze byt napriklad nasledujuca:
K' =KU{q),q}preqyq ¢ K, Y =%XT"=TU{Z)} pre Z, ¢T, F' =0 a

&' (a0, €, Zo) = {(90, ZyZ0)},
§(q,2,2) =6(q,2,Z) Ve K—FVzeXU{e}VZeTl,
§(q,¢,Z) = 6(q,c, ) Vge FVYee X VZ €T,
'(q,e,2) = d(q,e,Z) U{(qy,€)} Vge FVZeT,
'(q,6,Zp) = {(qy,€)} Vg € F,
5ay. e 7) = {(ap.2)) vzer,

pri¢om pre zvys$né trojice (¢,z,7) € K' x (X' U{e}) x I'” je vystupom funkcie §’ prazdna mnozina.

Tvrdenie 2. Ku kaZdému zdsobnikovému automatu A = (K,%,T,0,qo, Zo, F') existuje zdsobnikovy
automat A" taky, Ze L(A") = N(A).

Konstrukcia takéhoto automatu A” je opét zalozena na pridani nového symbolu Z{ na dno
zasobnika a simulacii automatu A. V pripade, Ze sa pocas tejto simulécie na vrchu zasobnika objavi
symbol Z//, pojde o znamku toho, ze automat A svoj zasobnik vyprazdnil a do¢itana ¢ast vstupu
teda patri do jazyka N(A). Automat A” v takom pripade bude moct na e prejst do nového stavu ggp,
ktory bude jeho jedinym akcepta¢nym stavom.

Formdlne teda mozeme vziat napriklad A” = (K", %", 1",8", q(, Z{, F"), kde K" = KU{q(]], ¢n }
pre ¢, qin € K, X" =X, 1" =T U{Z[} pre Zj ¢T, F" = {¢an} a

0" (q0€, Zg) = {(q0, Z5 Z0) },
§"(q,2,2) =6(q,2,Z) Vqge KVzeXU{e}VZeT,

6”((]’5’ Z(/),) = {(Qﬁrhg)} Vq € K7

pri¢om pre zvy$né trojice (q,z,Z) € K" x (X" U{e}) x I'” je vystupom funkcie §” prazdna mnozina.

3 Konstrukcia zasobnikového automatu k bezkontextovej gramatike

Na prednaske bola dokazana ekvivalencia zésobnikovych automatov a bezkontextovych gramatik.
Trieda vSetkych jazykov akceptovanych zasobnikovymi automatmi je teda rovna triede £ vSetkych
bezkontextovych jazykov.

V nasledujicom si zopakujeme Standardnt konstrukciu zasobnikového automatu ekvivalentného
danej bezkontextovej gramatike.

Tvrdenie 3. Nech G = (N, T, P, o) je bezkontextovd gramatika. Potom existuje zdsobnikovy automat
A= (K727F567 q0, ZOuF) ta’k‘y/’ Ze N(A) = L(G)

Automat A ekvivalentny gramatike G na zasobniku simuluje l'avé krajné odvodenie gramatiky G,
pricom obsah zasobnika ¢itany ,zhora nadol“ — teda reverz obsahu zasobnika pri zvycajnom zapise
v konfiguracidch — reprezentuje vzdy urcity sufix vetnej formy.

Na zaciatku vypoctu je na zasobniku iba pociatoény neterminal o. Ak sa niekedy v priebehu
vypoctu ocitne na vrchu zasobnika neterminal, prepiSe sa tento pomocou niektorého z pravidiel
a zo vstupu sa pritom neprecita ni¢ — to zodpoveda simulécii jedného kroku odvodenia gramatiky G.
Ak je naopak na vrchu zésobnika terminal, automat nemdéze priamo simulovat krok odvodenia gra-
matiky G. Dany terminalny symbol sa uz v3ak pocas odvodenia menit nebude, a preto ho moze
automat konfrontovat so svojim vstupom. Ak je symbol na vstupe rovnaky, automat ho precita
a zmaze vrch zasobnika. V opac¢nom pripade sa automat zasekne. Vyprazdnenie zasobnika zodpoveda
vygenerovaniu terminalneho slova gramatikou G. V pripade, Ze toto slovo zodpoveda kompletnému
vstupu, automat tento vstup akceptuje prazdnym zésobnikom. Na konstrukciu takéhoto automatu
zjavne staci jediny stav.



Formdlne teda mozeme konstrukciu automatu A = (K, %, T, 4, qo, Zo, F') ekvivalentného grama-
tike G = (N, T, P, o) zapisat nasledovne: K = {q}, X =T, ' =NUT, Zy=0, F =0 a

5(qo,e,€) = {(qo,2®) | € =z € P}  VEeN,
(g0, c,¢) = {(qo,€)} VeeT,

pricom pre vietky ostatné trojice (¢,z,2) € K x (X U{e}) x T je d(¢,2,2) = 0.

3.1 RieSena uloha
Uloha 2. Nech G = (N, T, P,o) je bezkontextova gramatika s N = {0, o, 3,7}, T = {a, b} a
P={oc—aaf|af|e

a— abf | aa
8= bpy | ab

v —ay | aab | €}.
Standardnou konstrukciou zostrojte zasobnikovy automat A taky, ze N(A) = L(G).

RieSenie. Automat ekvivalentny gramatike G bude dany ako A = (K, X, T, 4§, qo, Zo, F'), kde K = {qo},
Y ={a,b}, T ={a,b,0,a,8,7}, Zp = o, F =), a kde prechodové funkcia ¢ je dana nasledovne:

§(qo0,€,0) = {(q0, Baa), (q0, Ber), (qo0,€)}
§(q0,¢, @) = {(qo, Bbex), (qo, aa)},
(g0, ¢, B) = {(q0,75b), (0, ba)},
d(q0,€,7) = {(q0,7a), (qo, baa), (qo, €)},
(g0, a,a) = {(qo,€)},
6(q0,0,b) = {(q0,¢) };
pre vSetky ostatné (¢,z,7) € K x (X U{e}) x T je (q,2,2) = 0. O

4 Konstrukcia bezkontextovej gramatiky k zasobnikovému automatu

Vysgie sme nacali problematiku ekvivalencie zasobnikovych automatov s bezkontextovymi grama-
tikami a rozobrali sme konstrukciu zasobnikového automatu ekvivalentného danej bezkontextovej
gramatike. V nasledujicom sa zameriame na opac¢nu konstrukciu, pomocou ktorej mozno k danému
zasobnikovému automatu A zostrojit bezkontextovi gramatiku G taka, ze L(G) = N(A).

Tvrdenie 4. Nech A = (K,%,T,0,qo, Zo, F) je zdisobnikovy automat. Potom existuje bezkontextovd
gramatika G = (N, T, P,o) takd, Ze L(G) = N(A).

Gramatika G, ekvivalentnd automatu A, obsahuje pre vSetky dvojice stavov p,q € K a vSetky
zasobnikové symboly Z € I' netermindl [p, Z, q]. MnoZinu pravidiel gramatiky G skonstruujeme tak,
aby pre slovo w € T* — kde T'= 3 — bolo [p, Z, q] =* w prave vtedy, ked (p,w, Z) F* (¢,¢,¢). Tento
zapis vyjadruje, Ze z neterminédlu [p, Z,q| sa daju vygenerovat prave vSetky terminélne slova w,
pre ktoré existuje vypocet automatu A na slove w s nasledujticimi vlastnostami:

(i) vypocet sa za¢ina v konfiguracii so stavom p a so symbolom Z na vrchu zasobnika,
(74) konci sa v konfiguracii so stavom ¢ a

(7i7) na konci tohto vypoctu sa vyska zasobnika automatu A po prvy raz dostane o droven nizsie
v porovnani s jeho zaciatkom.



Kedze automat A akceptuje prazdnym zasobnikom, mala by gramatika G' generovat prave vsetky
slova odvoditelné z neterminélov [qo, Zo, q] pre ¢ € K. Pre kazdé ¢ € K teda v mnozine P bude
pravidlo o — [qo, Zo, q|. Zostava definovat pravidla zabezpecujice ,spravanie“ neterminalov [p, Z, q]
opisané v predchadzajucom odstavci. Ak pre nejaké p,q € K,z € YU{e}a Z € T'je (¢,¢) € d(p, 2, Z),
malo by byt aj [p,Z,q] =" z. Preto bude mnozina P obsahovat pravidlo [p, Z,q] — z. Ak dalej
pre nejaké p,r € K, ze X U{e}, ke N—{0}a Z,2y,...,Zr €T je (r,Z1... Zy) € 6(p,2,Z), dojde
k zniZzeniu vysky zasobnika pod pévodnu droven az potom, ¢o postupne pride k zniZzeniu pod troven
novo pridaného Z;, neskor pod troven novo pridaného Zj_q, atd. — aZ napokon zasobnik klesne
pod tdroven novo pridaného Z;. Stavy, v ktorych k tymto zniZzeniam trovne zésobnika dojde, mo6zu
byt vo vSeobecnosti Tubovolné. Pre v8etky stavy q,q1,...,q_1 € K tak bude mnozina P obsahovat
pravidlo [p, Z, q] — z[r, Zx, ¢1][q1, Zk—1,q2] - - - [qk—1, Z1, q].

Gramatika G = (N, T, P, o) ekvivalentna automatu A = (K, %, T, 0, qo, Zo, F') je teda dané nasle-
dovne: N ={[p, Z,q] |p,qe K; ZeT}U{c}, T=%a

(i) Pre kazdé q € K obsahuje P pravidlo o — [qo, Zo, q]-
(17) Pre vietky p,q € K,z € XU{c} a Z € T's (q,¢) € d(p, z, Z) obsahuje P pravidlo [p, Z, q] — z.

(1i1) Pre vietky p,r € K, z € ¥ U{e}, ke N—-{0}a Z,Z1,...,Zy €s (r,Z1...Zy) € 6(p,2,2)
obsahuje P pre vsetky q,q1,...,qx—1 € K pravidlo

[pa Z7 CI] — Z[Tv Zka (_I1HC]17 Zk’—17 q2] s [q]c—la Zlv Q]
(kde pre k =1 treba tento zapis interpretovat ako [p, Z,q| — z[r, Z1,q]).

(7v) Mnozina P neobsahuje ziadne iné pravidla.

4.1 RieSena uloha

Uloha 3. Nech A = (K, %,T,6,q0, Zo, F) je zasobnikovy automat, kde K = {qo,q1}, & = {a,b},
I'= {Z(),C}, F:@a

(g0, a, Zo) > (q1,€) (1)
(g0, € ¢) 2 (qo0, Zo) (2)
6(q1,b, Zo) 3 (q1, Zoce). (3)

Nech automat A neobsahuje Ziadne d'alsie prechody.! Standardnou konstrukciou zostrojte bezkon-
textova gramatiku G taka, ze L(G) = N(A).

Riesenie. Gramatika G = (N, T, P,o) bude dana nasledovne:

N = {07 [QO7 Z07 q0]7 [q07c7 QO]a [q[)a ZOv ql]v [QO7 C, QI]7 [q17 ZOa QO]a [QL C, QO]7 [Q17 ZO?Ql]a [qla C, QI]}7

T = {a,b} a mnozina P obsahuje nasledujuce pravidla:

o — [QO7Z(]7q0] | [q07Z07q1]7

[90, Z0, ¢1] — a, (4)
[90, ¢, q0] = [0, Zo0, q0] (5)
[0, ¢; 1] = a0, Zo, ¢l (6)

[91, Zo, qo] — bla1, ¢, q0][q0, ¢, 90][90, Zo, qo] | bla1, ¢, qo][q0, ¢, a1]la1, Zo, qo] | (7)

| b[q17c7 Q1HQ1;Ca QO] [QO,ZO,QO] ’ b[qlucu Q1H(I1,C, QI][Q17207QO]7
[thqul] — b[q1,C, QO][QO707 QOHQOaZOﬂl] | b[QhQ QOHQCHCv Q1HQ17Z07Q1] ‘ (8)
| b[Q1,C, Q1HQ1707 QO] [QO7Z07Q1] ’ b[qlacu Q1HQ1707 Q1][Q17ZOaQ1]-

Pravidlo (4) pritom zodpoveda prechodu (1), pravidla (5, 6) prechodu (2) a pravidla (7, 8) zodpove-
daja prechodu (3). O

1V tejto tlohe nejde o zmysluplny automat, ale o o najmenej bolestnit demonstraciu standardnej konstrukcie.
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