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Vieme uz, ze zasobnikové automaty st — bez ohladu na moéd akceptacie — z hladiska opisnej sily
ekvivalentné bezkontextovym gramatikdm. Obidva modely teda realizujui rovnaki triedu jazykov,
ktoré nazyvame bezkontextovymi.

Definicia 1. Bezkontextovy jazyk je jazyk L, pre ktory existuje bezkontextova gramatika G taka, ze
L(G) = L. Triedu vsetkych bezkontextovych jazykov oznac¢ujeme Zop.

Veta 1. Nech L je jazyk. Nasledujice tvrdenia siu ekvivalentné:
(i) Jazyk L je bezkontextovy.
(11) Ezistuje zdsobnikovy automat A taky, Ze L(A) = L.

(7i1) Existuje zdsobnikovy automat A taky, Ze N(A) = L.

1 Pumpovacia lema pre bezkontextové jazyky

Nech L je lubovolny bezkontextovy jazyk. Potom ezistuje bezkontextova gramatika G = (N, T, P, 0)
takd, ze L(G) = L. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze P # () a najdlhsia prava strana
pravidla z P je dlzky k > 2. V kazdom kroku odvodenia potom mozno jeden neterminél prepisaf
na najviac k& symbolov. Strom odvodenia s hibkou mensou alebo rovnou n tak moze zodpovedaf
iba slovu dizky najviac k" a kazdy strom odvodenia slova dlzky aspoii k™ preto musi mat hibku
najmenej n. Polozme p := kINI+1,

Nech w € L je lubovolné slovo takeé, ze |w| > p. Vezmime strom najkratsieho! odvodenia slova w
v gramatike G. Ten ma hibku aspoit | N| + 1. Najdlhsia cesta z korefia do niektorého z listov preto
obsahuje aspon |N|+ 2 uzlov, pri¢om v liste je terminal alebo prazdne slovo a vo vnatornych uzloch,
ktorych je aspont |[N|+1, st neterminaly. Na tejto ceste sa teda musi zopakovat niektory neterminéal .
Ak je cesta dlhsia ako [N |41, mozeme predpokladat, Ze k obom vyskytom neterminalu £ déjde v ramci
najnizsich |[N| + 2 arovni. Situdcia je znazornena na obrazku 1.

Odvodenie slova w v gramatike G tak mozno s odkazom na obrazok 1 zapisat nasledovne:

o =% réz =1 zubvz =* ruyvz = w.

Pre slovo w teda ezistuji slova x,u,y, v,z také, ze w = zuyvz. KedZe k podslovu uyv prislicha
podstrom hlbky najviac |[N| + 1, nutne |uyv| < kEN+1 = p. Keby boli obidve slova u,v prazdne,
bolo by mozné ¢ast odvodenia — konkrétne xéz =1 zuévz — vynechat bezo zmeny vygenerovaného
slova; to by ale odporovalo nagmu predpokladu, podla ktorého ide o najkrat$ie odvodenie slova w.
Preto |uv| > 1. KedZe napokon moZno uvedent ¢ast odvodenia — x€z =71 zufvz — vynechat alebo
niekol'kokrét zopakovat, pre kazdé i € N patri aj slovo zu‘yv’z do jazyka generovaného gramatikou G.
Dokézali sme teda nasledujtce tvrdenie — pumpovaciu lemu pre bezkontextové jazyky.

Veta 2. Nech % je abeceda a L C X* bezkontextovy jazyk. Potom existuje p € N také, Ze pre vsetky
w e L s |w| > p existuji slovd x,u,y,v,z € X* také, Ze:

(1) w = zuyvz,

(ii) [uyv| <p,

)
)
)
)

(7i1) |uv| > 1,

(iv) Vi € N: zuiyviz € L.

! Ak existuje viacero odvodeni minimalnej dlzky, mézeme vziat l'ubovolné z nich.
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Obr. 1: Schematické znazornenie stromu odvodenia v gramatike G. Ak ma slovo dlzku aspoii p, jeho strom
odvodenia je hibky najmenej | N| + 1. Najdlhsia cesta z korefia do listu je znazornena hrubou &arou. V ramci
poslednych |N| 42 uzlov — ¢ize v podstrome hibky najviac | N|+1 — sa na tejto ceste musi zopakovat niektory
netermindl £. Tieto jeho dva vyskyty urcuju faktorizaciu w = xuyvz vygenerovaného slova.

1.1 RiesSené tlohy

Pumpovacia lema pre bezkontextové jazyky je uzitoénym néstrojom pri dokazovani, Ze nejaky jazyk L
nie je bezkontextovy. Jej pouzitie je podobné ako pri pumpovacej leme pre regularne jazyky.

Uloha 1. Dokazte, Ze jazyk L = {wcw | w € {a,b}*} nie je bezkontextovy.

Riesenie. Za tucelom sporu predpokladajme, ze L € Zop. Nech p € N je konstanta prisltchajica
k jazyku L podla pumpovacej lemy. Uvazujme slovo w = a?bPcaPbP; evidentne w € L a |w| > p.
Podla pumpovacej lemy teda existuju slova z,u, y, v, z, pre ktoré st splnené podmienky (i) az (iv).
Keby bolo #.(u) > 0 alebo #.(v) > 0, muselo by byt aj #.(zu?yv?z) > 2, pricom z pod-
mienky (iv) by sme pre i = 2 dostali zu?yv?z € L — to je o¢ividny spor s definiciou jazyka L.
Mozeme teda predpokladat, ze #.(u) = #.(v) = 0. Jediny vyskyt pismena ¢ v slove w tak musi
byt sucastou niektorého z faktorov x,y, z.

a) Nech #.(z) = 1. Potom x = aPbPca’ pre nejaké o’ € {a,b}* také, ze 'uyvz = aPbP. Vdaka (iii)
dalej |u|+ |v| > 1. Z podmienky (iv) pre i = 2 dostavame zu’yv?z = aPbPcx’'u?yv?z € L. To ale
odporuje definicii jazyka L, pretoze |v'u?yv?z| = |2'uyvz| + |u| + |v] > |aPbP| + 1 — nemdze teda
byt aPbP = z'ulyv?z.

b) Nech #.(z) = 1. Potom z = z’caPb? pre nejaké 2’ € {a,b}* také, ze zuyvz’ = aPb?. Vdaka (ii7)
je |u| + |v] > 1 a zo (iv) pre i = 2 dostavame zu’yv?z = zu’yv?2’'caPb? € L. To je spor, lebo
lzuyv?2!| = |zuyv!| + [u| + [v] > |aPbP] + 1 — nemdze teda byt zuyv?z’ = aPbP.

c) Nech #.(y) = 1. KedZe vdaka podmienke (ii) je |uyv| < p, pre nejaké k,¢,m,n € N musi byt
x=aPbF, u="0" y=0"F"Cca™, v=0a"az=aP " "P. Vdaka podmienke (ii) pritom plati
asponl jedna z nerovnosti £ > 1 alebo n > 1. Z podmienky (iv) pre i = 2 napokon dostavame
zulyv?z = aPbFLpr—F—teamamaP~ P = qPbPHeaP TP € L to je spor, pretoze v pripade
platnosti aspoii jednej z nerovnosti £ > 1 a n > 1 nemdze byt aPbPHt = aPt7pP. O



Uloha 2. Dokaite, ze jazyk L = {a®" | n € N} nie je bezkontextovy.

Riesenie. Budeme postupovat velmi podobne ako pri dokazovani, Ze L & Z%. Za tcelom sporu pred-
pokladajme, 7e L € Zcp. Nech p € N je konstanta prisluchajica k jazyku L podla pumpovacej lemy.
Vezmime Tubovolné slovo w = a?”, kde m € N je také, ze 2™ > p — evidentne w € L a |w| > p.
Existuju teda slova x, u,y, v, z, pre ktoré sa splnené podmienky (i) az (iv) z pumpovacej lemy.
Vdaka (i) je w = zuyvz. Z (ii) a (i7i) dalej vyplyva, Ze pre nejaké r,s,t,k € Nss+k > 1
as+t+k<pijex=da",u=a’ y=a,v=a"az=a>""""""""% Z podmienky (iv) pumpovacej

lemy napokon pre i = 2 vyplyva zu?yv?z = a"a?*ata?*a®" 5Ttk = 2" HstE ¢ [ Kedze ale
1<s+k<s+t+k<p<2m je2m <2 +s+k< 2™ ateda 2™+ s+ k nie je mocnina dvoch
— dostavame teda spor s definiciou jazyka L. O
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