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1 Deterministické Turingove stroje

Definicia 1. Deterministicky Turingov stroj je Sestica A = (K,X,T,0,qo, F), kde K je konefna
mnoZina stavov, X je vstupna abeceda, I' D ¥ je pracovné abeceda neobsahujica Specialny symbol
B ¢T (,blank®), §: K x (T U{B}) - K xI' x {—1,0,1} je ciastocnd prechodové funkcia, qo € K
je pocCiato¢ny stav a F' C K je mnozina akcepta¢nych stavov.

Ciastocnost prechodovej funkcie § znamena, 7e pre niektoré dvojice (¢,¢) € K x (I'U {B}) moze
byt jej vystup aj nedefinovany — to sa niekedy oznacuje ako (g, ¢) = L. Symbol —, pouZity v uvedene;j
definicii, sa ob¢as pouziva namiesto klasickej Sipky na zdoéraznenie ¢iastocnosti funkcie.

Deterministicky Turingov stroj sa niekedy definuje aj ako $pecidlny pripad nedeterministického
Turingovho stroja — pre kazdé ¢ € K a ¢ € T je potom (g, c) najviac jednoprvkova podmnozina
mnoziny K x I' x {—1,0,1}. Aj ked ide o formélne odlignu definiciu, korespondencia s tou nasou
by mala byt o¢ividna. Mozno sa tiez stretnit s definiciou, pri ktorej B € I'. V takom pripade je
prechodovou funkciou zobrazenie §: K x I' ++ K x (I' = {B}) x {—1,0, 1}.

Podobne ako pri kone¢nych a zésobnikovych automatoch, rozumieme aj pri Turingovych strojoch
pod konfiguraciou objekt nestci informéaciu o dosial vykonanej ¢asti vypoctu postacujucu na to,
aby bolo moZné iba na zéklade nej vo vypocte pokracovat. Z toho je zrejmé, ze v konfiguracii musi
byt nejakym spdsobom zakdédovany stav, obsah pasky, ako aj pozicia ¢itacej hlavy. Objekt nestci
takuto informéaciu mozno definovat mnozstvom spoésobov, pricom v roznych situdciach mézu byt
vyhodné rozne formalizécie. Z tohto dévodu konfiguraciu deterministického Turingovho stroja defi-
nujeme hned v troch variantoch, pri¢om neskoér budeme vzdy pracovat s variantom, ktory sa bude
javit ako momentélne najvhodnejsi.

Definicia 2. Nech A = (K, %, T',0, qo, F') je deterministicky Turingov stroj.

(i) Konfigurdciou stroja A mozno nazvat trojicu (¢,w,n) € K x BI'*"B x N, kde ¢ je stav, w je
slovo reprezentujtice obsah zapisanej ¢asti pasky s dvoma susednymi symbolmi ,,blank® a ¢islo
n € {0,...,|w| — 1} udava poziciu &itacej hlavy vzhladom na zadiatok zapisanej casti pasky.!

(17) Nech | ¢ TU{B}. Konfigurdciou Turingovho stroja A mozno v takom pripade rozumiet aj dvo-
jicu (¢, w) € K x (|BI'*B U BI'*[I'*B), kde ¢ je stav a w je slovo reprezentujtice obsah zapisa-
nej C¢asti pasky s dvoma susednymi symbolmi ,,blank® a poziciou hlavy vyzna¢enou Specialnym
symbolom | — hlava v takom pripade ¢ita pismeno nasledujiice bezprostredne za |.

(i4i) Nech KN(T'UB) = 0. Konfigurdciou stroja A mozno nazvat aj slovo w € KBI'*B U BI'* KT*B.
Speciélny symbol [ z variantu (7i) je tu nahradeny priamo stavom stroja A, ktory v takom
pripade nie je nutné udrziavat ako samostatna zlozku konfiguracie.

Priklad 1. Uvazujme konfiguraciu deterministického Turingovho stroja, ktory je v stave ¢, na paske
ma zapisané slovo aaba a ktorého hlava ¢ita druhy symbol a. Vo variante (i) by sme tuto konfiguraciu
zapisali ako trojicu (¢, BaabaB,2), vo variante (i7) by islo o dvojicu (¢, BalabaB) a vo variante (i)
o slovo BagabaB. V pripade, Ze hlava &ita prvy symbol ,blank® nalavo od zapisanej ¢asti pasky,
zapisali by sme konfiguraciu vo variante (i) ako (¢, BaabaB,0), vo variante (ii) ako (g, |[BaabaB)
a vo variante (iii) ako ¢BaabaB.

'Ak teda w = Bay . .. a,B pre nejaké m € N a hlava &ita symbol ay, pre k € [m], je n = k. V pripade, Ze hlava ¢ita
symbol B pred zaciatkom slova a; ... am, je n = 0; pokial ¢fta symbol B za slovom aj ...am, je n =m+ 1.



Bez ohladu na variant st okrem zapisanej casti pasky sucastou konfiguracie aj dva susedné
symboly B. Ked totiz hlava Turingovho stroja spravi z prvého zapisaného policka pasky krok dolava
— pripadne z posledného zapisaného policka krok doprava — bude v dalsej konfiguracii ¢itat prave
niektory z tychto symbolov B. Nikdy sa v8ak nemoze stat, Ze by hlava ¢itala iné nezapisané policko:
prechodova funkcia § totiz nemoze zapisovat B — a to ani vtedy, ked bol ,,blank* pévodnym obsahom
poli¢ka. Citacia hlava sa tak nikdy nemoze prilis ,,vzdialit* od zapisanej Casti pasky.

Turingov stroj mozno ekvivalentne definovat aj tak, aby mal moZnost zapisovat B; konfiguraciu
takéhoto stroja by vSak bolo nutné definovat opatrnejsie.

Definicia 3. Nech A = (K, X, T, 6, qo, F) je deterministicky Turingov stroj. Krok vgpoctu stroja A
je binarna relacia 4 na konfiguraciach tohto stroja definovana nasledovne:

(1) Pre vietky p,qe K, n €N, a1,...,an,c€, k€ [n]ade {-1,0,1} je
(p,Bay ...ak—1ak0k41 ... anB k) Fa (¢,Bay...ag_1capsq ... a,Bk+d)
préave vtedy, ked d(p,ax) = (q, ¢, d).
(17) Pre vSetky p,g € K, n€N, ay,...,ap,c€ade {-1,0,1} je
(p,Baj...a,B,0)F4 (¢,Bca; ...a,B,d+ 1)
prave vtedy, ked §(p,B) = (¢, ¢, d).
(1i1) Pre vetky p,g € K, n €N, ay,...,ap,c€T ade {-1,0,1} je
(p,Bay...a,B,n+1)F4 (¢,Baj...a,cB,n+1+d)
prave vtedy, ked §(p,B) = (¢, ¢, d).
(iv) V relacii -4 nie sa Ziadne dalsie dvojice konfiguracii.
V pripade, Ze je uvazovany stroj A zrejmy z kontextu, piSeme namiesto k4 iba |.

Jazyk akceptovany Turingovym strojom sa v literattare definuje mnozstvom réznych — ale vza-
jomne ekvivalentnych — spdsobov. Podl'a nagej definicie bude stroj akceptovat svoj vstup, kedykolvek
sa na nom dokaZe dostat do akceptacného stavu — bez ohladu na to, ¢i sa vypodet v tomto stave
zastavi a ¢i bol vstup doéitany az do konca.

Definicia 4. Nech A = (K, 3, T, 0, qo, F') je deterministicky Turingov stroj. Jazyk akceptovany stro-
jom A je dany ako

L(A)={weX*|3ge FIueTl* IkeN: (g, BuwB,1) F* (¢, BuB, k)}.

Podla predchadzajucej definicie teda Turingov stroj akceptuje svoj vstup aj v pripade, Ze vypocet
cez akceptacnu konfiguraciu iba ,prejde®, pricom skonéi v neakceptacnej konfiguracii alebo neskonéi
vobec (pod koncom vypoc¢tu tu mame na mysli situaciu, ked sa stroj ,zasekne®, pretoze na dany
symbol nie je z daného stavu definovany Ziaden prechod).

Lahko vsak vidiet, Ze naSa definicia akceptovaného jazyka je ekvivalentna zdanlivo prisnejsej
definicii pozadujtcej zastavenie vypoctu v akceptacnom stave. Ak totiZz vypocet vyhovuje takejto
silnejSej podmienke akceptacie, trividlne vyhovuje aj podmienke z definicie 4. Pre dokaz opa¢nym
smerom si sta¢i uvedomit, Zze prechody vedice z akceptacnych stavov sa zbyto¢né: ak sa stroj raz
dostane do niektorého akcepta¢ného stavu, nemusi uz vo vypocte dalej pokracovat, pretoZze o akcepto-
vani vstupu ,,uz je rozhodnuté“. Po odobrati takychto zbyto¢nych prechodov teda zjavne dostédvame
Turingov stroj akceptujtci rovnaky jazyk aj podla pozmenenej definicie.

Definiciu akceptovaného jazyka je mozné ekvivalentne upravit aj tak, aby bol stroj dontuteny pred
akceptovanim precitat cely vstup. Detaily tu prenechavame citatelovi.



2 Nedeterministické Turingove stroje

Princip nedeterminizmu je pri Turingovych strojoch rovnaky ako pri koneénych alebo zasobniko-
vych automatoch: nedeterministicky Turingov stroj méZe mat pre dany stav a symbol definovanych
vo v8eobecnosti aj viacero réznych prechodov, pricom v ramci kroku vypoétu z , kompatibilnej“
konfiguracie sa moze pouzit ktorykolvek z nich. Na jednom vstupe teda modze existovat aj viacero
vypoctov, pricom nedeterministicky Turingov stroj svoj vstup akceptuje prave vtedy, ked existuje
aspoti jeden akceptacny vypocet.

Definicia 5. Nedeterministicky Turingov stroj je Sestica A = (K, %, T, 4, qo, F'), kde K je koneéna
mnoZina stavov, X je vstupné abeceda, I' D ¥ je pracovné abeceda neobsahujica Specialny symbol
B ¢ T (,blank“), §: K x (' U{B}) — 2K XIx{=1.0.1} 6 prechodové funkeia, gy € K je pociatoeny
stav a I/ C K je mnozina akceptacnych stavov.

Konfigurdcie nedeterministického Turingovho stroja definujeme navlas rovnako ako pri strojoch
deterministickych — mozno pouzit Tubovolny z variantov definicie 2. Malo prekvapivou tpravou de-
finicie pre deterministické Turingove stroje ziskame aj nasledujtucu definiciu kroku vipoctu.

Definicia 6. Nech A = (K,X, T, 0, qo, F') je nedeterministicky Turingov stroj. Krok vypoctu stroja A
je binarna relacia 4 na konfiguraciach tohto stroja definovana nasledovne:

(i) Pre vietky p,g e K,ne€ N, ay,...,an,ce€l', ke [n]ade{-1,0,1} je
(p,Baj...ax—1apagy1...a,B k) Fa (¢, Bay...ap_1cagyy...a,B,k+d)
prave vtedy, ked (q, ¢, d) € d(p, ag).
(1) Pre vSetky p,q € K, n€N, ay,...,ap,ceade {-1,0,1} je
(p,Baj...a,B,0) 4 (¢,Bcay ...a,B,d+ 1)
prave vtedy, ked (¢, ¢, d) € d(p, B).
(7i7) Pre vietky p,q € K,ne€ N, a1,...,ap,c€"ade {-1,0,1} je
(p,Bai...a,B,n+1)F4 (¢,Bay...a,cB,n+1+4d)
prave vtedy, ked (gq, ¢, d) € d(p, B).
(iv) V relacii -4 nie su ziadne dalsie dvojice konfiguracii.
V pripade, Ze je uvazovany stroj A zrejmy z kontextu, piSeme namiesto b4 iba F.

Nasledujuca definicia akceptovaného jazyka je opat rovnaka ako pri deterministickych Turingovych
strojoch.

Definicia 7. Nech A = (K,X%,T,6,qo, F) je nedeterministicky Turingov stroj. Jazyk akceptovany
strojom A je dany ako

L(A) ={weX*|Ige F uel* Ik eN: (g BuwB,1)F (¢, BuB,k)}.



3 Riesena 1uloha

Uloha 1. Skonstruujte deterministicky alebo nedeterministicky Turingov stroj akceptujtci jazyk
L ={ww | we{a,b}}.

Riesenie. Skonstruujeme nedeterministicky Turingov stroj A pracujuci nasledovne: ak na zaciatku
vypoctu ¢&ita hlava symbol ,,blank®, stroj akceptuje, pretoze vstupom je prézdne slovo; v opacnom
pripade si stroj zapamaéata prvy symbol vstupného slova a niektory z jeho opakovanych vyskytov
nedeterministicky prehlési za zaciatok druhej polovice slova. Nasledne uZ len stroj zisti, ¢i sa sufix
vstupného slova zacinajuci tymto symbolom skuto¢ne rovné prefixu konéiacemu bezprostredne pred
nim. To realizuje postupnym porovnavanim jednotlivych symbolov oboch ¢asti slova — uz spracované
symboly v prvej Casti slova si pritom bude oznacovat ¢iarou a pre oznafenie spracovanych symbolov
v druhej casti slova bude stroj pouzivat dve lary. V pripade nezhody sa stroj zasekne. Pokial naopak
stroj zisti u v8etkych dvojic symbolov zhodu, pricom st v oboch Castiach slova naozaj spracované
vSetky symboly, stroj akceptuje.
Nedeterministicky Turingov stroj A = (K, %, T, 4, qo, F') teda bude dany nasledovne:

K = {START, INIT,, INIT;, BACK, NEXT, (a1, ()1, (a)s, (b)2, CHECK, ACC},
Y ={a,b}, T ={a,b,d b, ad"v'},

§(START, B) = {(ACC,a,0)},

(

§(START, a) = {(INIT,, d’, 1)}, §(START, b) = {(INITy, ¥, 1)},
§(INIT,, a) = {(INIT,,a,1), (BACK,a”,0)},  S(INIT,b) = {(INIT,,b,1)},
§(INITy, a) = {(INITy, a, 1)}, §(INITy, b) = {(INIT}, b, 1), (BACK, b",0)},

§(BACK,d") = {(BACK,d", 1)}, §(BACK, ") = {(BACK,b",-1)},
d(BACK,a) = {(BACK,a,—1)}, d(BACK,b) = {(BACK,b,—1)},

§(BACK,d') = {(NEXT,d’, 1)}, §(BACK, V') = {(NEXT, ¥, 1)},
S(NEXT, a) = { ({a)1, 0', 1)}, S(NEXT, b) = {((b)1,, )},

§(NEXT,d") = {(CHECK, d”, 1)}, §(NEXT, V") = {(CHECK, v", 1)},

5({ah, @) = {({ah,a, 1)}, 5({a1,8) = {({a)1, b, 1)},
3((a)1,a”) = {({a)2,a", 1)}, 0((a)1,b") = {({a)2, 0", 1)},
5((b)1,a) = {({(b)1,a, 1)}, 5({(b)1,0) = {({b)1,0,1)},
8((b)1,a") = {({b)2, a" D}, 5((b)1,0") = {((b)2, 0", 1)},
3((a)2,a”) = {({a)2,a", 1)}, 0((a)2, ") = {({a)2, 0", 1)},

5({a)2,a) = {(BACK,d",0)},
3((b)2,a") = {({b)2,a", 1)}, 0((b)2,0") = {((b)2, 0", 1)},
3((b)2,b) = {(BACK, V", 0)},
§(CHECK, ") = {(CHECK, ", 1)}, §(CHECK, ") = {(CHECK, ", 1)},
0(CHECK, B) = {(ACC,a,0)},

d(q, c) = 0 pre vietky ostatné dvojice (¢,¢) € K x ([ U{B}), g0 = START a F = {ACC}.

Stroj najprv v pociato¢nom stave START zisti, ¢i je vstupné slovo prézdne; v takom pripade
akceptuje. V opa¢nom pripade zisti, ¢ je prvym symbolom vstupného slova a alebo b; tento symbol
si oznadi ¢iarou a v stave INIT, resp. INIT; nedeterministicky uhadne opakovany vyskyt toho is-
tého symbolu na zaciatku druhej polovice vstupného slova, ktory si ozna¢i dvoma ¢iarami. Nésledne
sa v stave BACK posunie nazad na prvy neoznaceny symbol prvej Casti a prepne sa do stavu NEXT.
Stroj v stave NEXT obvykle za¢ne porovnéavat d’alsiu dvojicu symbolov v oboch ¢astiach slova — sym-
bol v prvej ¢asti slova si oznadi ¢iarou, nasledne v stavoch (a); a (a)2 resp. (b)1 a (b)2 najde prislusny
symbol v druhej ¢asti slova a v pripade zhody so zapaméatanym symbolom ho ozna¢i dvoma ¢iarami.
V stave BACK sa nésledne hlava opét prestavi na prvy neoznaceny symbol prvej Casti slova a stav



sa zmeni na NEXT; moze sa tak zacat porovnanie dal8ej dvojice symbolov. V pripade, Ze stroj narazi
v stave NEXT na symbol oznac¢eny dvoma ¢iarami, boli uz vSetky symboly prvej casti slova tispesne
porovnané s ich naprotivkami v druhej Casti. Zostava uz teda iba overit spravnost nedeterministic-
kého rozhodnutia o zaciatku druhej polovice slova — to znamena zistit, ¢i za oznafenymi symbolmi
druhej ¢asti slova nenasleduju este nejaké neoznacené symboly. Ttto kontrolu stroj realizuje v stave
CHECK; v pripade tispechu sa prepne do akceptacného stavu ACC.

Poznamenajme eSte, Ze v prechodoch na preéitany symbol B by sme mohli namiesto symbolu a
zapisat aj lubovolny iny symbol okrem B (ktory Turingove stroje podla ich definicie zapisovat
nemozu). O

Jazyk z predchadzajucej tilohy mozno velmi podobne akceptovat aj deterministickim Turingovym
strojom. Nedeterminizmus sme totiz v naSej kon§trukeii vyuzivali iba pri hladani stredu vstupného
slova — to v8ak mozno realizovat aj deterministicky, napriklad postupnym oznacovanim prvého a po-
sledného neoznaceného pismena vstupu. Pokracovat potom moZno v principe rovnako ako vyssie.

4 Ekvivalencia deterministickych a nedeterministickych strojov

Podobne ako sa kazdy deterministicky konecny automat zvykne sucasne povaZovat aj za nedeter-
ministicky kone¢ny automat, mozno aj kazdy deterministicky Turingov stroj chépat ako $pecialny
nedeterministicky Turingov stroj. Tato predstava sice v ani jednom pripade tplne nekoreSponduje
s formalnymi definiciami jednotlivych modelov, no cely nesilad tkvie v skuto¢nosti, ze kym vystupom
prechodovej funkcie je v deterministickom variante nejaky objekt, v nedeterministickom variante je
to mnozina takychto objektov.

Korektna formalizacia koreSpondencie medzi deterministickym a k nemu prislichajicim nede-
terministickym strojom je teda nasledovna: deterministicky Turingov stroj A = (K,%,T,0,qo, F)
moZeme chépat aj ako nedeterministicky Turingov stroj A" = (K,3,T,d, qo, F), kde prechodova
funkcia ¢ je pre vietky ¢ € K a ¢ € T dané ako 6'(q, ¢) = {(q, ¢)} kedykolvek je hodnota §(q, c¢) de-
finovan4; v opa¢nom pripade je 6'(¢q, ¢) = ). Evidentne L(A’") = L(A). Ku kazdému deterministickému
Turingovmu stroju teda existuje ekvivalentny a v principe totozny nedeterministicky stroj.

Na doékaz ekvivalencie deterministickych a nedeterministickych Turingovych strojov teda staci
ukazat, Zze vypodet nedeterministického stroja mozno odsimulovat aj na stroji deterministickom.
To mozno urobit napriklad prehladavanim stromu konfiguracii nedeterministického Turingovho stroja
do irky. Prehl'adavanie do hibky pouZit nemozno, kedze takyto strom konfigurécii je vo véeobecnosti
nekoneény (vzdy vSak ma kone¢né vetvenie).

Nech teda A = (K,%,T,46,qo, F) je nedeterministicky Turingov stroj. Princip deterministického
Turingovho stroja A" = (K', ¥, 1", ¢, ¢(), F') simulujiceho stroj A mozno neformélne a v hrubych
rysoch opisat nasledovne:

1. Ak A’ dostane na vstupe slovo w, upravi obsah pasky na pociato¢nt konfiguraciu stroja A
na vstupe w. Zapisana ¢ast pasky teda bude mat obsah BgowB, kde B je ,faloiny blank®.
V nasledujiucom budeme obsah pasky interpretovat ako FIFO front konfiguracii stroja A od-
delenych 3pecialnym symbolom #. Symboly B pritom budeme interpretovat ako symboly B
susediace so zapisanou Castou pasky (ktoré st podla definicie sti¢astou konfiguracie). Na za-
¢iatku simulécie je teda obsahom frontu jedina konfiguracia BgywB.

2. Opakuj v nekonecnom cykle:

2.1 Ak je front prazdny, ukonéi cyklus a vstup w zamietni.

2.2 V opa¢nom pripade ozna¢me ako C' prvi konfiguraciu frontu.

2.3 Ak je konfiguracia C akceptatna (obsahuje akceptacny stav), ukonéi cyklus a vstup w
akceptuj.

2.4 V opa¢nom pripade pridaj na koniec frontu vsetky konfigurdcie C’ také, ze C' k4 C'.
Takychto konfiguracii je vzdy konec¢ne vela (ak je v konfiguracii C' stroj v stave ¢ a hlava
¢ita pismeno ¢, ich pocet je |0(g,c)|). Zmaz konfiguraciu C zo zafiatku frontu.



Z hladiska implementacie na deterministickom Turingovom stroji je najmenej trividlnou castou
uvedeného algoritmu krok 2.4. Stroj moze pracovat napriklad tak, Ze si najprv v stave zapaméita
vietky trojice z mnoziny (g, c), néasledne |6(q, c)|-krat skopiruje konfiguraciu C' na koniec frontu
(pri¢om jednotlivé kopie pooddeluje symbolom #) a napokon vyuZije informécie zapamétané v stave
na upravu vietkych tychto kopii podla trojic z (g, c).
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